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ВВЕДЕНИЕ 

 

 

В третьей части учебного пособия представлен материал, который ориентирован на 

изучение вопросов, связанных с так называемыми эллиптическими кривыми, а именно 

введением в эллиптические кривые и групповому закону, которому эллиптические кривые 

удовлетворяют. 

Среди вопросов, связанных с введением в эллиптические кривые, рассматриваются 

такие понятия, как: проективная плоскость, проективная точка проективной плоскости, 

эллиптическая кривая в проективных и криволинейных (аффинных) координатах. 

Проективная плоскость над заданным полем определяется как множество последо-

вательностей из трех, не равных одновременно нулю элементов, в котором задано отно-

шение эквивалентности, а проективная точка проективной плоскости – как некоторый 

класс эквивалентности, определяемый этим отношением. 

Эллиптическая кривая в проективных координатах характеризуется как множество 

точек проективной плоскости, удовлетворяющих длинной форме однородного уравнения 

Вейерштрасса, а эллиптическая кривая в криволинейных координатах – аффинной версии 

этого уравнения. 

В материале по групповому закону рассматриваются понятия изоморфной эллип-

тической кривой; собственно групповому закону, вводимому по методу хорд и касатель-

ных; сложения точек эллиптической кривой и дискретного логарифмирования на эллип-

тической кривой.  

При этом одна эллиптическая кривая считается изоморфной другой эллиптической 

кривой, если при определенной замене переменных в первой эллиптической кривой она 

переходит во вторую кривую. 

Вводимый методом хорд и касательных групповой закон наделяет эллиптическую 

кривую структурой абелевой группы с бесконечно удаленной точкой в качестве нейтраль-

ного элемента по сложению. 

Реализация многократного сложения (умножения) точек эллиптической кривой 

позволяет ввести понятие дискретного логарифмирования на эллиптической кривой  

по сложению. 

Новизна данного учебного пособия, в сравнении с ранее изданной литературой  

по вопросам введения в криптологию [1 – 18], заключается в рассмотрении примеров 

практически к каждому даваемому понятию, определению и алгоритму. 

Применение данного пособия будет способствовать формированию у выпускников 

следующих компетенций по направлениям подготовки и специальностям. 
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По направлению подготовки 09.03.02 «Информационные системы и технологии»: 

способен решать стандартные задачи профессиональной деятельности на основе  

информационной и библиографической культуры с применением информационно-

коммуникационных технологий и с учетом основных требований информационной  

безопасности (ОПК-3). 

По направлению подготовки 09.04.02 «Информационные системы и технологии»: 

способен разрабатывать требования к информационным системам (ИС) и осуществлять 

организационное и технологическое обеспечение возможности их реализации в ИС  

(ПК-1). 

По направлению 27.04.03 «Системный анализ и управление»: способен решать  

задачи системного анализа и управления в технических системах на базе последних  

достижений науки и техники (ОПК-3).  

По направлению 38.03.05 «Бизнес-информатика»: способен организовывать  

взаимодействие с клиентами и партнерами в процессе решения задач управления инфор-

мационной безопасностью ИТ-инфраструктуры предприятия (ПК-1).  

По специальности 10.05.03 «Информационная безопасность автоматизированных 

систем»: способен использовать математические методы, необходимые для решения  

задач профессиональной деятельности (ОПК-3); способен использовать средства крипто-

графической защиты информации при решении задач профессиональной деятельности 

(ОПК-10); способен разрабатывать компоненты систем защиты информации автоматизи-

рованных систем (ОПК-11).  

По специальности 38.05.01 «Экономическая безопасность»: способен работать  

с различными информационными ресурсами и технологиями, применять основные  

методы, способы и средства получения, хранения, поиска, систематизации, обработки  

и передачи информации (ОК-12); способен соблюдать в профессиональной деятельности 

требования, установленные нормативными правовыми актами в области защиты государ-

ственной тайны и информационной безопасности, обеспечивать соблюдение режима  

секретности (ПК-20).  
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2. ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ КРИВЫЕ  

 

 

2.1. ВВЕДЕНИЕ В ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ КРИВЫЕ 

 

2.1.1. ПРОЕКТИВНАЯ ПЛОСКОСТЬ 

 

Некоторые из наиболее современных криптографических систем с открытым клю-

чом основаны на использовании эллиптической кривой, в результате чего они обеспечи-

вают высокую эффективность и большую пропускную способность. Заметим, что эллип-

тическая кривая над конечным полем является конечной абелевой группой, в которой 

можно ставить задачу о вычислении дискретных логарифмов.  

Проективной плоскостью )(2 KP  над полем K  называется множество последова-

тельностей ),,( ZYX  из трех не равных одновременно нулю элементов KZYX ,, ,  

в котором задано отношение эквивалентности: 

),,(),,( ZYXZYX   для любых }0{\* KK  .   (2.1) 

При этом, в качестве поля K  может выступать и поле вычетов по простому моду-

лю p, обозначаемое символом pF . Тогда проективная плоскость )()( 22
pK FPP   будет 

иметь мощность, равную (p3 – 1). 

Например, при p = 3 проективной плоскостью )(2 KP = )(2
pFP = )( 3

2
FP  над полем 

K  = pF = 3F  = {0, 1, 2} является множество )( 3
2

FP  = {(0, 0, 1), (0, 0, 2), (0, 1, 0), (0, 1, 1), 

(0, 1, 2), (0, 2, 0), (0, 2, 1), (0, 2, 2), (1, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 0, 2), (1, 1, 0), (1, 1, 1), (1, 1, 2),  

(1, 2, 0), (1, 2, 1), (1, 2, 2), (2, 0, 0), (2, 0, 1), (2, 0, 2), (2, 1, 0), (2, 1, 1), (2, 1, 2), (2, 2, 0),  

(2, 2, 1), (2, 2, 2)} мощности p3 – 1 = 33 – 1 = 27 – 1 = 26. 

Во втором примере (при p = 5) проективной плоскостью )(2 KP = )(2
pFP = )( 5

2
FP  

над полем K  = pF = 5F  = {0, 1, 2, 3, 4} является множество )( 5
2

FP  = {(0, 0, 1), (0, 0, 2),  

(0, 0, 3), (0, 0, 4), (0, 1, 0), (0, 1, 1), (0, 1, 2), (0, 1, 3), (0, 1, 4), (0, 2, 0), (0, 2, 1), (0, 2, 2),  

(0, 2, 3), (0, 2, 4), (0, 3, 0), (0, 3, 1), (0, 3, 2), (0, 3, 3), (0, 3, 4), (0, 4, 0), (0, 4, 1), (0, 4, 2),  

(0, 4, 3), (0, 4, 4), (1, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 0, 2), (1, 0, 3), (1, 0, 4), (1, 1, 0), (1, 1, 1), (1, 1, 2),  

(1, 1, 3), (1, 1, 4), (1, 2, 0), (1, 2, 1), (1, 2, 2), (1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 3, 0), (1, 3, 1), (1, 3, 2),  

(1, 3, 3), (1, 3, 4), (1, 4, 0), (1, 4, 1), (1, 4, 2), (1, 4, 3), (1, 4, 4), (2, 0, 0), (2, 0, 1), (2, 0, 2),  

(2, 0, 3), (2, 0, 4), (2, 1, 0), (2, 1, 1), (2, 1, 2), (2, 1, 3), (2, 1, 4), (2, 2, 0), (2, 2, 1), (2, 2, 2),  

(2, 2, 3), (2, 2, 4), (2, 3, 0), (2, 3, 1), (2, 3, 2), (2, 3, 3), (2, 3, 4), (2, 4, 0), (2, 4, 1), (2, 4, 2),  

(2, 4, 3), (2, 4, 4), (3, 0, 0), (3, 0, 1), (3, 0, 2), (3, 0, 3), (3, 0, 4), (3, 1, 0), (3, 1, 1), (3, 1, 2),  
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(3, 1, 3), (3, 1, 4), (3, 2, 0), (3, 2, 1), (3, 2, 2), (3, 2, 3), (3, 2, 4), (3, 3, 0), (3, 3, 1), (3, 3, 2),  

(3, 3, 3), (3, 3, 4), (3, 4, 0), (3, 4, 1), (3, 4, 2), (3, 4, 3), (3, 4, 4), (4, 0, 0), (4, 0, 1), (4, 0, 2),  

(4, 0, 3), (4, 0, 4), (4, 1, 0), (4, 1, 1), (4, 1, 2), (4, 1, 3), (4, 1, 4), (4, 2, 0), (4, 2, 1), (4, 2, 2),  

(4, 2, 3), (4, 2, 4), (4, 3, 0), (4, 3, 1), (4, 3, 2), (4, 3, 3), (4, 3, 4), (4, 4, 0), (4, 4, 1), (4, 4, 2),  

(4, 4, 3), (4, 4, 4)} мощности p3 – 1 = 53 – 1 = 125 – 1 = 124.  

В третьем примере (при p = 7) проективной плоскостью )(2 KP = )(2
pFP = )( 7

2
FP  

над полем K  = pF = 7F  = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} является множество )( 7
2

FP  = {(0, 0, 1),  

(0, 0, 2), (0, 0, 3), (0, 0, 4), (0, 0, 5), (0, 0, 6), (0, 1, 0), (0, 1, 1), (0, 1, 2), (0, 1, 3), (0, 1, 4),  

(0, 1, 5), (0, 1, 6), (0, 2, 0), (0, 2, 1), (0, 2, 2), (0, 2, 3), (0, 2, 4), (0, 2, 5), (0, 2, 6), (0, 3, 0),  

(0, 3, 1), (0, 3, 2), (0, 3, 3), (0, 3, 4), (0, 3, 5), (0, 3, 6), (0, 4, 0), (0, 4, 1), (0, 4, 2), (0, 4, 3),  

(0, 4, 4), (0, 4, 5), (0, 4, 6), (0, 5, 0), (0, 5, 1), (0, 5, 2), (0, 5, 3), (0, 5, 4), (0, 5, 5), (0, 5, 6),  

(0, 6, 0), (0, 6, 1), (0, 6, 2), (0, 6, 3), (0, 6, 4), (0, 6, 5), (0, 6, 6), (1, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 0, 2),  

(1, 0, 3), (1, 0, 4), (1, 0, 5), (1, 0, 6), (1, 1, 0), (1, 1, 1), (1, 1, 2), (1, 1, 3), (1, 1, 4), (1, 1, 5),  

(1, 1, 6), (1, 2, 0), (1, 2, 1), (1, 2, 2), (1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 2, 5), (1, 2, 6), (1, 3, 0), (1, 3, 1),  

(1, 3, 2), (1, 3, 3), (1, 3, 4), (1, 3, 5), (1, 3, 6), (1, 4, 0), (1, 4, 1), (1, 4, 2), (1, 4, 3), (1, 4, 4),  

(1, 4, 5), (1, 4, 6), (1, 5, 0), (1, 5, 1), (1, 5, 2), (1, 5, 3), (1, 5, 4), (1, 5, 5), (1, 5, 6), (1, 6, 0),  

(1, 6, 1), (1, 6, 2), (1, 6, 3), (1, 6, 4), (1, 6, 5), (1, 6, 6), (2, 0, 0), (2, 0, 1), (2, 0, 2), (2, 0, 3),  

(2, 0, 4), (2, 0, 5), (2, 0, 6), (2, 1, 0), (2, 1, 1), (2, 1, 2), (2, 1, 3), (2, 1, 4), (2, 1, 5), (2, 1, 6),  

(2, 2, 0), (2, 2, 1), (2, 2, 2), (2, 2, 3), (2, 2, 4), (2, 2, 5), (2, 2, 6), (2, 3, 0), (2, 3, 1), (2, 3, 2),  

(2, 3, 3), (2, 3, 4), (2, 3, 5), (2, 3, 6), (2, 4, 0), (2, 4, 1), (2, 4, 2), (2, 4, 3), (2, 4, 4), (2, 4, 5),  

(2, 4, 6), (2, 5, 0), (2, 5, 1), (2, 5, 2), (2, 5, 3), (2, 5, 4), (2, 5, 5), (2, 5, 6), (2, 6, 0), (2, 6, 1),  

(2, 6, 2), (2, 6, 3), (2, 6, 4), (2, 6, 5), (2, 6, 6), (3, 0, 0), (3, 0, 1), (3, 0, 2), (3, 0, 3), (3, 0, 4),  

(3, 0, 5), (3, 0, 6), (3, 1, 0), (3, 1, 1), (3, 1, 2), (3, 1, 3), (3, 1, 4), (3, 1, 5), (3, 1, 6), (3, 2, 0),  

(3, 2, 1), (3, 2, 2), (3, 2, 3), (3, 2, 4), (3, 2, 5), (3, 2, 6), (3, 3, 0), (3, 3, 1), (3, 3, 2), (3, 3, 3),  

(3, 3, 4), (3, 3, 5), (3, 3, 6), (3, 4, 0), (3, 4, 1), (3, 4, 2), (3, 4, 3), (3, 4, 4), (3, 4, 5), (3, 4, 6),  

(3, 5, 0), (3, 5, 1), (3, 5, 2), (3, 5, 3), (3, 5, 4), (3, 5, 5), (3, 5, 6), (3, 6, 0), (3, 6, 1), (3, 6, 2),  

(3, 6, 3), (3, 6, 4), (3, 6, 5), (3, 6, 6), (4, 0, 0), (4, 0, 1), (4, 0, 2), (4, 0, 3), (4, 0, 4), (4, 0, 5),  

(4, 0, 6), (4, 1, 0), (4, 1, 1), (4, 1, 2), (4, 1, 3), (4, 1, 4), (4, 1, 5), (4, 1, 6), (4, 2, 0), (4, 2, 1),  

(4, 2, 2), (4, 2, 3), (4, 2, 4), (4, 2, 5), (4, 2, 6), (4, 3, 0), (4, 3, 1), (4, 3, 2), (4, 3, 3), (4, 3, 4),  

(4, 3, 5), (4, 3, 6), (4, 4, 0), (4, 4, 1), (4, 4, 2), (4, 4, 3), (4, 4, 4), (4, 4, 5), (4, 4, 6), (4, 5, 0),  

(4, 5, 1), (4, 5, 2), (4, 5, 3), (4, 5, 4), (4, 5, 5), (4, 5, 6), (4, 6, 0), (4, 6, 1), (4, 6, 2), (4, 6, 3),  

(4, 6, 4), (4, 6, 5), (4, 6, 6), (5, 0, 0), (5, 0, 1), (5, 0, 2), (5, 0, 3), (5, 0, 4), (5, 0, 5), (5, 0, 6),  

(5, 1, 0), (5, 1, 1), (5, 1, 2), (5, 1, 3), (5, 1, 4), (5, 1, 5), (5, 1, 6), (5, 2, 0), (5, 2, 1), (5, 2, 2),  

(5, 2, 3), (5, 2, 4), (5, 2, 5), (5, 2, 6), (5, 3, 0), (5, 3, 1), (5, 3, 2), (5, 3, 3), (5, 3, 4), (5, 3, 5),  

(5, 3, 6), (5, 4, 0), (5, 4, 1), (5, 4, 2), (5, 4, 3), (5, 4, 4), (5, 4, 5), (5, 4, 6), (5, 5, 0), (5, 5, 1),  

(5, 5, 2), (5, 5, 3), (5, 5, 4), (5, 5, 5), (5, 5, 6), (5, 6, 0), (5, 6, 1), (5, 6, 2), (5, 6, 3), (5, 6, 4),  
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(5, 6, 5), (5, 6, 6), (6, 0, 0), (6, 0, 1), (6, 0, 2), (6, 0, 3), (6, 0, 4), (6, 0, 5), (6, 0, 6), (6, 1, 0),  

(6, 1, 1), (6, 1, 2), (6, 1, 3), (6, 1, 4), (6, 1, 5), (6, 1, 6), (6, 2, 0), (6, 2, 1), (6, 2, 2), (6, 2, 3),  

(6, 2, 4), (6, 2, 5), (6, 2, 6), (6, 3, 0), (6, 3, 1), (6, 3, 2), (6, 3, 3), (6, 3, 4), (6, 3, 5), (6, 3, 6),  

(6, 4, 0), (6, 4, 1), (6, 4, 2), (6, 4, 3), (6, 4, 4), (6, 4, 5), (6, 4, 6), (6, 5, 0), (6, 5, 1), (6, 5, 2),  

(6, 5, 3), (6, 5, 4), (6, 5, 5), (6, 5, 6), (6, 6, 0), (6, 6, 1), (6, 6, 2), (6, 6, 3), (6, 6, 4), (6, 6, 5),  

(6, 6, 6)} мощности p3 – 1 = 73 – 1 = 343 – 1 = 342. 

В четвертом примере (при p = 11) проективной плоскостью 

)(2 KP = )(2
pFP = )( 11

2
FP  над полем K  = pF = 11F  = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} является 

множество )( 11
2

FP  = {(0, 0, 1), (0, 0, 2), (0, 0, 3), (0, 0, 4), (0, 0, 5), (0, 0, 6), (0, 0, 7),  

(0, 0, 8), (0, 0, 9), (0, 0, 10), (0, 1, 0), (0, 1, 1), (0, 1, 2), (0, 1, 3), (0, 1, 4), (0, 1, 5), (0, 1, 6),  

(0, 1, 7), (0, 1, 8), (0, 1, 9), (0, 1, 10), (0, 2, 0), (0, 2, 1), (0, 2, 2), (0, 2, 3), (0, 2, 4), (0, 2, 5),  

(0, 2, 6), (0, 2, 7), (0, 2, 8), (0, 2, 9), (0, 2, 10), (0, 3, 0), (0, 3, 1), (0, 3, 2), (0, 3, 3), (0, 3, 4),  

(0, 3, 5), (0, 3, 6), (0, 3, 7), (0, 3, 8), (0, 3, 9), (0, 3, 10), (0, 4, 0), (0, 4, 1), (0, 4, 2), (0, 4, 3),  

(0, 4, 4), (0, 4, 5), (0, 4, 6), (0, 4, 7), (0, 4, 8), (0, 4, 9), (0, 4, 10), (0, 5, 0), (0, 5, 1), (0, 5, 2),  

(0, 5, 3), (0, 5, 4), (0, 5, 5), (0, 5, 6), (0, 5, 7), (0, 5, 8), (0, 5, 9), (0, 5, 10), (0, 6, 0), (0, 6, 1),  

(0, 6, 2), (0, 6, 3), (0, 6, 4), (0, 6, 5), (0, 6, 6), (0, 6, 7), (0, 6, 8), (0, 6, 9), (0, 6, 10), (0, 7, 0),  

(0, 7, 1), (0, 7, 2), (0, 7, 3), (0, 7, 4), (0, 7, 5), (0, 7, 6), (0, 7, 7), (0, 7, 8), (0, 7, 9), (0, 7, 10),  

(0, 8, 0), (0, 8, 1), (0, 8, 2), (0, 8, 3), (0, 8, 4), (0, 8, 5), (0, 8, 6), (0, 8, 7), (0, 8, 8), (0, 8, 9),  

(0, 8, 10), (0, 9, 0), (0, 9, 1), (0, 9, 2), (0, 9, 3), (0, 9, 4), (0, 9, 5), (0, 9, 6), (0, 9, 7), (0, 9, 8),  

(0, 9, 9), (0, 9, 10), (0, 10, 0), (0, 10, 1), (0, 10, 2), (0, 10, 3), (0, 10, 4), (0, 10, 5), (0, 10, 6),  

(0, 10, 7), (0, 10, 8), (0, 10, 9), (0, 10, 10), (1, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 0, 2), (1, 0, 3), (1, 0, 4), (1, 0, 5), 

(1, 0, 6), (1, 0, 7), (1, 0, 8), (1, 0, 9), (1, 0, 10), (1, 1, 0), (1, 1, 1), (1, 1, 2), (1, 1, 3), (1, 1, 4),  

(1, 1, 5), (1, 1, 6), (1, 1, 7), (1, 1, 8), (1, 1, 9), (1, 1, 10), (1, 2, 0), (1, 2, 1), (1, 2, 2), (1, 2, 3),  

(1, 2, 4), (1, 2, 5), (1, 2, 6), (1, 2, 7), (1, 2, 8), (1, 2, 9), (1, 2, 10), (1, 3, 0), (1, 3, 1), (1, 3, 2),  

(1, 3, 3), (1, 3, 4), (1, 3, 5), (1, 3, 6), (1, 3, 7), (1, 3, 8), (1, 3, 9), (1, 3, 10), (1, 4, 0), (1, 4, 1),  

(1, 4, 2), (1, 4, 3), (1, 4, 4), (1, 4, 5), (1, 4, 6), (1, 4, 7), (1, 4, 8), (1, 4, 9), (1, 4, 10), (1, 5, 0),  

(1, 5, 1), (1, 5, 2), (1, 5, 3), (1, 5, 4), (1, 5, 5), (1, 5, 6), (1, 5, 7), (1, 5, 8), (1, 5, 9), (1, 5, 10),  

(1, 6, 0), (1, 6, 1), (1, 6, 2), (1, 6, 3), (1, 6, 4), (1, 6, 5), (1, 6, 6), (1, 6, 7), (1, 6, 8), (1, 6, 9),  

(1, 6, 10), (1, 7, 0), (1, 7, 1), (1, 7, 2), (1, 7, 3), (1, 7, 4), (1, 7, 5), (1, 7, 6), (1, 7, 7), (1, 7, 8),  

(1, 7, 9), (1, 7, 10), (1, 8, 0), (1, 8, 1), (1, 8, 2), (1, 8, 3), (1, 8, 4), (1, 8, 5), (1, 8, 6), (1, 8, 7),  

(1, 8, 8), (1, 8, 9), (1, 8, 10), (1, 9, 0), (1, 9, 1), (1, 9, 2), (1, 9, 3), (1, 9, 4), (1, 9, 5), (1, 9, 6),  

(1, 9, 7), (1, 9, 8), (1, 9, 9), (1, 9, 10), (1, 10, 0), (1, 10, 1), (1, 10, 2), (1, 10, 3), (1, 10, 4),  

(1, 10, 5), (1, 10, 6), (1, 10, 7), (1, 10, 8), (1, 10, 9), (1, 10, 10), (2, 0, 0), (2, 0, 1), (2, 0, 2),  

(2, 0, 3), (2, 0, 4), (2, 0, 5), (2, 0, 6), (2, 0, 7), (2, 0, 8), (2, 0, 9), (2, 0, 10), (2, 1, 0), (2, 1, 1),  

(2, 1, 2), (2, 1, 3), (2, 1, 4), (2, 1, 5), (2, 1, 6), (2, 1, 7), (2, 1, 8), (2, 1, 9), (2, 1, 10), (2, 2, 0),  

(2, 2, 1), (2, 2, 2), (2, 2, 3), (2, 2, 4), (2, 2, 5), (2, 2, 6), (2, 2, 7), (2, 2, 8), (2, 2, 9), (2, 2, 10),  

(2, 3, 0),  (2, 3, 1),  (2, 3, 2),  (2, 3, 3),  (2, 3, 4),  (2, 3, 5),  (2, 3, 6),  (2, 3, 7),  (2, 3, 8),   (2, 3, 9),  
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(2, 3, 10), (2, 4, 0), (2, 4, 1), (2, 4, 2), (2, 4, 3), (2, 4, 4), (2, 4, 5), (2, 4, 6), (2, 4, 7), (2, 4, 8),  

(2, 4, 9), (2, 4, 10), (2, 5, 0), (2, 5, 1), (2, 5, 2), (2, 5, 3), (2, 5, 4), (2, 5, 5), (2, 5, 6), (2, 5, 7),  

(2, 5, 8), (2, 5, 9), (2, 5, 10), (2, 6, 0), (2, 6, 1), (2, 6, 2), (2, 6, 3), (2, 6, 4), (2, 6, 5), (2, 6, 6),  

(2, 6, 7), (2, 6, 8), (2, 6, 9), (2, 6, 10), (2, 7, 0), (2, 7, 1), (2, 7, 2), (2, 7, 3), (2, 7, 4), (2, 7, 5),  

(2, 7, 6), (2, 7, 7), (2, 7, 8), (2, 7, 9), (2, 7, 10), (2, 8, 0), (2, 8, 1), (2, 8, 2), (2, 8, 3), (2, 8, 4),  

(2, 8, 5), (2, 8, 6), (2, 8, 7), (2, 8, 8), (2, 8, 9), (2, 8, 10), (2, 9, 0), (2, 9, 1), (2, 9, 2), (2, 9, 3),  

(2, 9, 4), (2, 9, 5), (2, 9, 6), (2, 9, 7), (2, 9, 8), (2, 9, 9), (2, 9, 10), (2, 10, 0), (2, 10, 1), (2, 10, 2), 

(2, 10, 3), (2, 10, 4), (2, 10, 5), (2, 10, 6), (2, 10, 7), (2, 10, 8), (2, 10, 9), (2, 10, 10), (3, 0, 0),  

(3, 0, 1), (3, 0, 2), (3, 0, 3), (3, 0, 4), (3, 0, 5), (3, 0, 6), (3, 0, 7), (3, 0, 8), (3, 0, 9), (3, 0, 10),  

(3, 1, 0), (3, 1, 1), (3, 1, 2), (3, 1, 3), (3, 1, 4), (3, 1, 5), (3, 1, 6), (3, 1, 7), (3, 1, 8), (3, 1, 9),  

(3, 1, 10), (3, 2, 0), (3, 2, 1), (3, 2, 2), (3, 2, 3), (3, 2, 4), (3, 2, 5), (3, 2, 6), (3, 2, 7), (3, 2, 8),  

(3, 2, 9), (3, 2, 10), (3, 3, 0), (3, 3, 1), (3, 3, 2), (3, 3, 3), (3, 3, 4), (3, 3, 5), (3, 3, 6), (3, 3, 7),  

(3, 3, 8), (3, 3, 9), (3, 3, 10), (3, 4, 0), (3, 4, 1), (3, 4, 2), (3, 4, 3), (3, 4, 4), (3, 4, 5), (3, 4, 6),  

(3, 4, 7), (3, 4, 8), (3, 4, 9), (3, 4, 10), (3, 5, 0), (3, 5, 1), (3, 5, 2), (3, 5, 3), (3, 5, 4), (3, 5, 5),  

(3, 5, 6), (3, 5, 7), (3, 5, 8), (3, 5, 9), (3, 5, 10), (3, 6, 0), (3, 6, 1), (3, 6, 2), (3, 6, 3), (3, 6, 4),  

(3, 6, 5), (3, 6, 6), (3, 6, 7), (3, 6, 8), (3, 6, 9), (3, 6, 10), (3, 7, 0), (3, 7, 1), (3, 7, 2), (3, 7, 3),  

(3, 7, 4), (3, 7, 5), (3, 7, 6), (3, 7, 7), (3, 7, 8), (3, 7, 9), (3, 7, 10), (3, 8, 0), (3, 8, 1), (3, 8, 2),  

(3, 8, 3), (3, 8, 4), (3, 8, 5), (3, 8, 6), (3, 8, 7), (3, 8, 8), (3, 8, 9), (3, 8, 10), (3, 9, 0), (3, 9, 1),  

(3, 9, 2), (3, 9, 3), (3, 9, 4), (3, 9, 5), (3, 9, 6), (3, 9, 7), (3, 9, 8), (3, 9, 9), (3, 9, 10), (3, 10, 0),  

(3, 10, 1), (3, 10, 2), (3, 10, 3), (3, 10, 4), (3, 10, 5), (3, 10, 6), (3, 10, 7), (3, 10, 8), (3, 10, 9),  

(3, 10, 10), (4, 0, 0), (4, 0, 1), (4, 0, 2), (4, 0, 3), (4, 0, 4), (4, 0, 5), (4, 0, 6), (4, 0, 7), (4, 0, 8),  

(4, 0, 9), (4, 0, 10), (4, 1, 0), (4, 1, 1), (4, 1, 2), (4, 1, 3), (4, 1, 4), (4, 1, 5), (4, 1, 6), (4, 1, 7),  

(4, 1, 8), (4, 1, 9), (4, 1, 10), (4, 2, 0), (4, 2, 1), (4, 2, 2), (4, 2, 3), (4, 2, 4), (4, 2, 5), (4, 2, 6),  

(4, 2, 7), (4, 2, 8), (4, 2, 9), (4, 2, 10), (4, 3, 0), (4, 3, 1), (4, 3, 2), (4, 3, 3), (4, 3, 4), (4, 3, 5),  

(4, 3, 6), (4, 3, 7), (4, 3, 8), (4, 3, 9), (4, 3, 10), (4, 4, 0), (4, 4, 1), (4, 4, 2), (4, 4, 3), (4, 4, 4),  

(4, 4, 5), (4, 4, 6), (4, 4, 7), (4, 4, 8), (4, 4, 9), (4, 4, 10), (4, 5, 0), (4, 5, 1), (4, 5, 2), (4, 5, 3),  

(4, 5, 4), (4, 5, 5), (4, 5, 6), (4, 5, 7), (4, 5, 8), (4, 5, 9), (4, 5, 10), (4, 6, 0), (4, 6, 1), (4, 6, 2),  

(4, 6, 3), (4, 6, 4), (4, 6, 5), (4, 6, 6), (4, 6, 7), (4, 6, 8), (4, 6, 9), (4, 6, 10), (4, 7, 0), (4, 7, 1),  

(4, 7, 2), (4, 7, 3), (4, 7, 4), (4, 7, 5), (4, 7, 6), (4, 7, 7), (4, 7, 8), (4, 7, 9), (4, 7, 10), (4, 8, 0),  

(4, 8, 1), (4, 8, 2), (4, 8, 3), (4, 8, 4), (4, 8, 5), (4, 8, 6), (4, 8, 7), (4, 8, 8), (4, 8, 9), (4, 8, 10),  

(4, 9, 0), (4, 9, 1), (4, 9, 2), (4, 9, 3), (4, 9, 4), (4, 9, 5), (4, 9, 6), (4, 9, 7), (4, 9, 8), (4, 9, 9),  

(4, 9, 10), (4, 10, 0), (4, 10, 1), (4, 10, 2), (4, 10, 3), (4, 10, 4), (4, 10, 5), (4, 10, 6), (4, 10, 7),  

(4, 10, 8), (4, 10, 9), (4, 10, 10), (5, 0, 0), (5, 0, 1), (5, 0, 2), (5, 0, 3), (5, 0, 4), (5, 0, 5), (5, 0, 6), 

(5, 0, 7), (5, 0, 8), (5, 0, 9), (5, 0, 10), (5, 1, 0), (5, 1, 1), (5, 1, 2), (5, 1, 3), (5, 1, 4), (5, 1, 5),  

(5, 1, 6), (5, 1, 7), (5, 1, 8), (5, 1, 9), (5, 1, 10), (5, 2, 0), (5, 2, 1), (5, 2, 2), (5, 2, 3), (5, 2, 4),  

(5, 2, 5), (5, 2, 6), (5, 2, 7), (5, 2, 8), (5, 2, 9), (5, 2, 10), (5, 3, 0), (5, 3, 1), (5, 3, 2), (5, 3, 3),  

(5, 3, 4), (5, 3, 5),  (5, 3, 6),  (5, 3, 7),  (5, 3, 8),  (5, 3, 9),  (5, 3, 10),  (5, 4, 0),  (5, 4, 1),  (5, 4, 2),  
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(5, 4, 3), (5, 4, 4), (5, 4, 5), (5, 4, 6), (5, 4, 7), (5, 4, 8), (5, 4, 9), (5, 4, 10), (5, 5, 0), (5, 5, 1),  

(5, 5, 2), (5, 5, 3), (5, 5, 4), (5, 5, 5), (5, 5, 6), (5, 5, 7), (5, 5, 8), (5, 5, 9), (5, 5, 10), (5, 6, 0),  

(5, 6, 1), (5, 6, 2), (5, 6, 3), (5, 6, 4), (5, 6, 5), (5, 6, 6), (5, 6, 7), (5, 6, 8), (5, 6, 9), (5, 6, 10),  

(5, 7, 0), (5, 7, 1), (5, 7, 2), (5, 7, 3), (5, 7, 4), (5, 7, 5), (5, 7, 6), (5, 7, 7), (5, 7, 8), (5, 7, 9),  

(5, 7, 10), (5, 8, 0), (5, 8, 1), (5, 8, 2), (5, 8, 3), (5, 8, 4), (5, 8, 5), (5, 8, 6), (5, 8, 7), (5, 8, 8),  

(5, 8, 9), (5, 8, 10), (5, 9, 0), (5, 9, 1), (5, 9, 2), (5, 9, 3), (5, 9, 4), (5, 9, 5), (5, 9, 6), (5, 9, 7),  

(5, 9, 8), (5, 9, 9), (5, 9, 10), (5, 10, 0), (5, 10, 1), (5, 10, 2), (5, 10, 3), (5, 10, 4), (5, 10, 5),  

(5, 10, 6), (5, 10, 7), (5, 10, 8), (5, 10, 9), (5, 10, 10), (6, 0, 0), (6, 0, 1), (6, 0, 2), (6, 0, 3),  

(6, 0, 4), (6, 0, 5), (6, 0, 6), (6, 0, 7), (6, 0, 8), (6, 0, 9), (6, 0, 10), (6, 1, 0), (6, 1, 1), (6, 1, 2),  

(6, 1, 3), (6, 1, 4), (6, 1, 5), (6, 1, 6), (6, 1, 7), (6, 1, 8), (6, 1, 9), (6, 1, 10), (6, 2, 0), (6, 2, 1),  

(6, 2, 2), (6, 2, 3), (6, 2, 4), (6, 2, 5), (6, 2, 6), (6, 2, 7), (6, 2, 8), (6, 2, 9), (6, 2, 10), (6, 3, 0),  

(6, 3, 1), (6, 3, 2), (6, 3, 3), (6, 3, 4), (6, 3, 5), (6, 3, 6), (6, 3, 7), (6, 3, 8), (6, 3, 9), (6, 3, 10),  

(6, 4, 0), (6, 4, 1), (6, 4, 2), (6, 4, 3), (6, 4, 4), (6, 4, 5), (6, 4, 6), (6, 4, 7), (6, 4, 8), (6, 4, 9),  

(6, 4, 10), (6, 5, 0), (6, 5, 1), (6, 5, 2), (6, 5, 3), (6, 5, 4), (6, 5, 5), (6, 5, 6), (6, 5, 7), (6, 5, 8),  

(6, 5, 9), (6, 5, 10), (6, 6, 0), (6, 6, 1), (6, 6, 2), (6, 6, 3), (6, 6, 4), (6, 6, 5), (6, 6, 6), (6, 6, 7),  

(6, 6, 8), (6, 6, 9), (6, 6, 10), (6, 7, 0), (6, 7, 1), (6, 7, 2), (6, 7, 3), (6, 7, 4), (6, 7, 5), (6, 7, 6),  

(6, 7, 7), (6, 7, 8), (6, 7, 9), (6, 7, 10), (6, 8, 0), (6, 8, 1), (6, 8, 2), (6, 8, 3), (6, 8, 4), (6, 8, 5),  

(6, 8, 6), (6, 8, 7), (6, 8, 8), (6, 8, 9), (6, 8, 10), (6, 9, 0), (6, 9, 1), (6, 9, 2), (6, 9, 3), (6, 9, 4), (6, 

9, 5), (6, 9, 6), (6, 9, 7), (6, 9, 8), (6, 9, 9), (6, 9, 10), (6, 10, 0), (6, 10, 1), (6, 10, 2), (6, 10, 3),  

(6, 10, 4), (6, 10, 5), (6, 10, 6), (6, 10, 7), (6, 10, 8), (6, 10, 9), (6, 10, 10), (7, 0, 0), (7, 0, 1),  

(7, 0, 2), (7, 0, 3), (7, 0, 4), (7, 0, 5), (7, 0, 6), (7, 0, 7), (7, 0, 8), (7, 0, 9), (7, 0, 10), (7, 1, 0),  

(7, 1, 1), (7, 1, 2), (7, 1, 3), (7, 1, 4), (7, 1, 5), (7, 1, 6), (7, 1, 7), (7, 1, 8), (7, 1, 9), (7, 1, 10),  

(7, 2, 0), (7, 2, 1), (7, 2, 2), (7, 2, 3), (7, 2, 4), (7, 2, 5), (7, 2, 6), (7, 2, 7), (7, 2, 8), (7, 2, 9),  

(7, 2, 10), (7, 3, 0), (7, 3, 1), (7, 3, 2), (7, 3, 3), (7, 3, 4), (7, 3, 5), (7, 3, 6), (7, 3, 7), (7, 3, 8),  

(7, 3, 9), (7, 3, 10), (7, 4, 0), (7, 4, 1), (7, 4, 2), (7, 4, 3), (7, 4, 4), (7, 4, 5), (7, 4, 6), (7, 4, 7),  

(7, 4, 8), (7, 4, 9), (7, 4, 10), (7, 5, 0), (7, 5, 1), (7, 5, 2), (7, 5, 3), (7, 5, 4), (7, 5, 5), (7, 5, 6),  

(7, 5, 7), (7, 5, 8), (7, 5, 9), (7, 5, 10), (7, 6, 0), (7, 6, 1), (7, 6, 2), (7, 6, 3), (7, 6, 4), (7, 6, 5),  

(7, 6, 6), (7, 6, 7), (7, 6, 8), (7, 6, 9), (7, 6, 10), (7, 7, 0), (7, 7, 1), (7, 7, 2), (7, 7, 3), (7, 7, 4),  

(7, 7, 5), (7, 7, 6), (7, 7, 7), (7, 7, 8), (7, 7, 9), (7, 7, 10), (7, 8, 0), (7, 8, 1), (7, 8, 2), (7, 8, 3),  

(7, 8, 4), (7, 8, 5), (7, 8, 6), (7, 8, 7), (7, 8, 8), (7, 8, 9), (7, 8, 10), (7, 9, 0), (7, 9, 1), (7, 9, 2),  

(7, 9, 3), (7, 9, 4), (7, 9, 5), (7, 9, 6), (7, 9, 7), (7, 9, 8), (7, 9, 9), (7, 9, 10), (7, 10, 0), (7, 10, 1), 

(7, 10, 2), (7, 10, 3), (7, 10, 4), (7, 10, 5), (7, 10, 6), (7, 10, 7), (7, 10, 8), (7, 10, 9), (7, 10, 10), 

(8, 0, 0), (8, 0, 1), (8, 0, 2), (8, 0, 3), (8, 0, 4), (8, 0, 5), (8, 0, 6), (8, 0, 7), (8, 0, 8), (8, 0, 9),  

(8, 0, 10), (8, 1, 0), (8, 1, 1), (8, 1, 2), (8, 1, 3), (8, 1, 4), (8, 1, 5), (8, 1, 6), (8, 1, 7), (8, 1, 8),  

(8, 1, 9), (8, 1, 10), (8, 2, 0), (8, 2, 1), (8, 2, 2), (8, 2, 3), (8, 2, 4), (8, 2, 5), (8, 2, 6), (8, 2, 7),  

(8, 2, 8),  (8, 2, 9),  (8, 2, 10),  (8, 3, 0),  (8, 3, 1),  (8, 3, 2),  (8, 3, 3),  (8, 3, 4),  (8, 3, 5), (8, 3, 6),  
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(8, 3, 7), (8, 3, 8), (8, 3, 9), (8, 3, 10), (8, 4, 0), (8, 4, 1), (8, 4, 2), (8, 4, 3), (8, 4, 4), (8, 4, 5),  

(8, 4, 6), (8, 4, 7), (8, 4, 8), (8, 4, 9), (8, 4, 10), (8, 5, 0), (8, 5, 1), (8, 5, 2), (8, 5, 3), (8, 5, 4),  

(8, 5, 5), (8, 5, 6), (8, 5, 7), (8, 5, 8), (8, 5, 9), (8, 5, 10), (8, 6, 0), (8, 6, 1), (8, 6, 2), (8, 6, 3),  

(8, 6, 4), (8, 6, 5), (8, 6, 6), (8, 6, 7), (8, 6, 8), (8, 6, 9), (8, 6, 10), (8, 7, 0), (8, 7, 1), (8, 7, 2),  

(8, 7, 3), (8, 7, 4), (8, 7, 5), (8, 7, 6), (8, 7, 7), (8, 7, 8), (8, 7, 9), (8, 7, 10), (8, 8, 0), (8, 8, 1),  

(8, 8, 2), (8, 8, 3), (8, 8, 4), (8, 8, 5), (8, 8, 6), (8, 8, 7), (8, 8, 8), (8, 8, 9), (8, 8, 10), (8, 9, 0),  

(8, 9, 1), (8, 9, 2), (8, 9, 3), (8, 9, 4), (8, 9, 5), (8, 9, 6), (8, 9, 7), (8, 9, 8), (8, 9, 9), (8, 9, 10),  

(8, 10, 0), (8, 10, 1), (8, 10, 2), (8, 10, 3), (8, 10, 4), (8, 10, 5), (8, 10, 6), (8, 10, 7), (8, 10, 8),  

(8, 10, 9), (8, 10, 10), (9, 0, 0), (9, 0, 1), (9, 0, 2), (9, 0, 3), (9, 0, 4), (9, 0, 5), (9, 0, 6), (9, 0, 7), 

(9, 0, 8), (9, 0, 9), (9, 0, 10), (9, 1, 0), (9, 1, 1), (9, 1, 2), (9, 1, 3), (9, 1, 4), (9, 1, 5), (9, 1, 6),  

(9, 1, 7), (9, 1, 8), (9, 1, 9), (9, 1, 10), (9, 2, 0), (9, 2, 1), (9, 2, 2), (9, 2, 3), (9, 2, 4), (9, 2, 5),  

(9, 2, 6), (9, 2, 7), (9, 2, 8), (9, 2, 9), (9, 2, 10), (9, 3, 0), (9, 3, 1), (9, 3, 2), (9, 3, 3), (9, 3, 4),  

(9, 3, 5), (9, 3, 6), (9, 3, 7), (9, 3, 8), (9, 3, 9), (9, 3, 10), (9, 4, 0), (9, 4, 1), (9, 4, 2), (9, 4, 3),  

(9, 4, 4), (9, 4, 5), (9, 4, 6), (9, 4, 7), (9, 4, 8), (9, 4, 9), (9, 4, 10), (9, 5, 0), (9, 5, 1), (9, 5, 2),  

(9, 5, 3), (9, 5, 4), (9, 5, 5), (9, 5, 6), (9, 5, 7), (9, 5, 8), (9, 5, 9), (9, 5, 10), (9, 6, 0), (9, 6, 1),  

(9, 6, 2), (9, 6, 3), (9, 6, 4), (9, 6, 5), (9, 6, 6), (9, 6, 7), (9, 6, 8), (9, 6, 9), (9, 6, 10), (9, 7, 0),  

(9, 7, 1), (9, 7, 2), (9, 7, 3), (9, 7, 4), (9, 7, 5), (9, 7, 6), (9, 7, 7), (9, 7, 8), (9, 7, 9), (9, 7, 10),  

(9, 8, 0), (9, 8, 1), (9, 8, 2), (9, 8, 3), (9, 8, 4), (9, 8, 5), (9, 8, 6), (9, 8, 7), (9, 8, 8), (9, 8, 9),  

(9, 8, 10), (9, 9, 0), (9, 9, 1), (9, 9, 2), (9, 9, 3), (9, 9, 4), (9, 9, 5), (9, 9, 6), (9, 9, 7), (9, 9, 8),  

(9, 9, 9), (9, 9, 10), (9, 10, 0), (9, 10, 1), (9, 10, 2), (9, 10, 3), (9, 10, 4), (9, 10, 5), (9, 10, 6),  

(9, 10, 7), (9, 10, 8), (9, 10, 9), (9, 10, 10), (10, 0, 0), (10, 0, 1), (10, 0, 2), (10, 0, 3), (10, 0, 4), 

(10, 0, 5), (10, 0, 6), (10, 0, 7), (10, 0, 8), (10, 0, 9), (10, 0, 10), (10, 1, 0), (10, 1, 1), (10, 1, 2), 

(10, 1, 3), (10, 1, 4), (10, 1, 5), (10, 1, 6), (10, 1, 7), (10, 1, 8), (10, 1, 9), (10, 1, 10), (10, 2, 0), 

(10, 2, 1), (10, 2, 2), (10, 2, 3), (10, 2, 4), (10, 2, 5), (10, 2, 6), (10, 2, 7), (10, 2, 8), (10, 2, 9), 

(10, 2, 10), (10, 3, 0), (10, 3, 1), (10, 3, 2), (10, 3, 3), (10, 3, 4), (10, 3, 5), (10, 3, 6), (10, 3, 7), 

(10, 3, 8), (10, 3, 9), (10, 3, 10), (10, 4, 0), (10, 4, 1), (10, 4, 2), (10, 4, 3), (10, 4, 4), (10, 4, 5), 

(10, 4, 6), (10, 4, 7), (10, 4, 8), (10, 4, 9), (10, 4, 10), (10, 5, 0), (10, 5, 1), (10, 5, 2), (10, 5, 3), 

(10, 5, 4), (10, 5, 5), (10, 5, 6), (10, 5, 7), (10, 5, 8), (10, 5, 9), (10, 5, 10), (10, 6, 0), (10, 6, 1), 

(10, 6, 2), (10, 6, 3), (10, 6, 4), (10, 6, 5), (10, 6, 6), (10, 6, 7), (10, 6, 8), (10, 6, 9), (10, 6, 10), 

(10, 7, 0), (10, 7, 1), (10, 7, 2), (10, 7, 3), (10, 7, 4), (10, 7, 5), (10, 7, 6), (10, 7, 7), (10, 7, 8), 

(10, 7, 9), (10, 7, 10), (10, 8, 0), (10, 8, 1), (10, 8, 2), (10, 8, 3), (10, 8, 4), (10, 8, 5), (10, 8, 6), 

(10, 8, 7), (10, 8, 8), (10, 8, 9), (10, 8, 10), (10, 9, 0), (10, 9, 1), (10, 9, 2), (10, 9, 3), (10, 9, 4), 

(10, 9, 5), (10, 9, 6), (10, 9, 7), (10, 9, 8), (10, 9, 9), (10, 9, 10), (10, 10, 0), (10, 10, 1),  

(10, 10, 2), (10, 10, 3), (10, 10, 4), (10, 10, 5), (10, 10, 6), (10, 10, 7), (10, 10, 8), (10, 10, 9),  

(10, 10, 10)} мощности p3 – 1 = 113 – 1 = 1331 – 1 = 1330. 
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2.1.2. ПРОЕКТИВНАЯ ТОЧКА ПРОЕКТИВНОЙ ПЛОСКОСТИ 
 

Проективной точкой проективной плоскости )(2 KP  над полем K  называется 

класс эквивалентности какой-либо последовательности вида (X, Y, Z), состоящей  

из не равных одновременно нулю элементов KZYX ,, . 

При этом, если в качестве поля K  выступает pF  (поле вычетов по модулю p),  

проективная точка будет иметь мощность, равную p – 1. 

Рассмотрим, например, классы эквивалентности проективной плоскости 

)(2 KP = )(2
pFP = )( 3

2
FP  над полем K = pF = 3F = {0, 1, 2}. Заметим, что при этом 

}0{\}0{\}0{\ 3
**

FFF  ppKK = {0, 1, 2}\{0} = {1, 2}. 

Так, элемент (0, 0, 1) проективной плоскости )( 3
2

FP  при λ = 1 в соответствии  

с (2.1) эквивалентен сам себе:  

(0, 0, 1)   (1 ‧ 0 (mod 3), 1 ‧ 0 (mod 3), 1 ‧ 1 (mod 3))   (0, 0, 1), 

а при λ = 2 эквивалентен элементу (0, 0, 2): 

(0, 0, 1)   (2 ‧ 0 (mod 3), 2 ‧ 0 (mod 3), 2 ‧ 1 (mod 3))   (0, 0, 2). 

Элемент (0, 0, 2) проективной плоскости )( 3
2

FP  при λ = 1 эквивалентен сам себе:  

(0, 0, 2)   (1 ‧ 0 (mod 3), 1 ‧ 0 (mod 3), 1 ‧ 2 (mod 3))   (0, 0, 2), 

а при λ = 2 эквивалентен элементу (0, 0, 1): 

(0, 0, 2)   (2 ‧ 0 (mod 3), 2 ‧ 0 (mod 3), 2 ‧ 2 (mod 3))   (0, 0, 1). 

Следовательно, классом эквивалентности элемента (0, 0, 1) является множество  

эквивалентных элементов C1 = {(0, 0, 1), (0, 0, 2)}. 

Аналогично, классом эквивалентности элемента (0, 1, 0) является множество  

эквивалентных элементов C2 = {(0, 1, 0), (0, 2, 0)}. 

Далее, классом эквивалентности элемента (0, 1, 1) является множество эквивалент-

ных элементов C3 = {(0, 1, 1), (0, 2, 2)}. 

Остальными классами эквивалентности (проективными точками) проективной 

плоскости )( 3
2

FP  являются множества:  

C4 = {(0, 1, 2), (0, 2, 1)}, 

C5 = {(1, 0, 0), (2, 0, 0)}, 

C6 = {(1, 0, 1), (2, 0, 2)}, 

C7 = {(1, 0, 2), (2, 0, 1)}, 

C8 = {(1, 1, 0), (2, 2, 0)}, 

C9 = {(1, 1, 1), (2, 2, 2)}, 

C10 = {(1, 1, 2), (2, 2, 1)}, 

C11 = {(1, 2, 0), (2, 1, 0)}, 

C12 = {(1, 2, 1), (2, 1, 2)}, 

C13 = {(1, 2, 2), (2, 1, 1)}. 
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Заметим, что каждая из этих тринадцати проективных точек проективной плоско-

сти )(2
pFP = )( 3

2
FP , имеет мощность, равную p – 1 = 3 – 1 = 2. 

Во втором примере классами эквивалентности (проективными точками) проектив-

ной плоскости )(2 KP = )(2
pFP = )( 5

2
FP  над полем K = pF = 5F = {0, 1, 2, 3, 4} при 

*
5

**
FF  pK = {1, 2, 3, 4} являются множества: 

C1 = {(0, 0, 1), (0, 0, 2), (0, 0, 3), (0, 0, 4)},  

C2 = {(0, 1, 0), (0, 2, 0), (0, 3, 0), (0, 4, 0)},  

C3 = {(0, 1, 1), (0, 2, 2), (0, 3, 3), (0, 4, 4)},  

C4 = {(0, 1, 2), (0, 2, 4), (0, 3, 1), (0, 4, 3)},  

C5 = {(0, 1, 3), (0, 2, 1), (0, 3, 4), (0, 4, 2)},  

C6 = {(0, 1, 4), (0, 2, 3), (0, 3, 2), (0, 4, 1)},  

C7 = {(1, 0, 0), (2, 0, 0), (3, 0, 0), (4, 0, 0)},  

C8 = {(1, 0, 1), (2, 0, 2), (3, 0, 3), (4, 0, 4)},  

C9 = {(1, 0, 2), (2, 0, 4), (3, 0, 1), (4, 0, 3)},  

C10 = {(1, 0, 3), (2, 0, 1), (3, 0, 4), (4, 0, 2)},  

C11 = {(1, 0, 4), (2, 0, 3), (3, 0, 2), (4, 0, 1)},  

C12 = {(1, 1, 0), (2, 2, 0), (3, 3, 0), (4, 4, 0)},  

C13 = {(1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 3), (4, 4, 4)},  

C14 = {(1, 1, 2), (2, 2, 4), (3, 3, 1), (4, 4, 3)},  

C15 = {(1, 1, 3), (2, 2, 1), (3, 3, 4), (4, 4, 2)},  

C16 = {(1, 1, 4), (2, 2, 3), (3, 3, 2), (4, 4, 1)},  

C17 = {(1, 2, 0), (2, 4, 0), (3, 1, 0), (4, 3, 0)},  

C18 = {(1, 2, 1), (2, 4, 2), (3, 1, 3), (4, 3, 4)},  

C19 = {(1, 2, 2), (2, 4, 4), (3, 1, 1), (4, 3, 3)},  

C20 = {(1, 2, 3), (2, 4, 1), (3, 1, 4), (4, 3, 2)},  

C21 = {(1, 2, 4), (2, 4, 3), (3, 1, 2), (4, 3, 1)},  

C22 = {(1, 3, 0), (2, 1, 0), (3, 4, 0), (4, 2, 0)},  

C23 = {(1, 3, 1), (2, 1, 2), (3, 4, 3), (4, 2, 4)},  

C24 = {(1, 3, 2), (2, 1, 4), (3, 4, 1), (4, 2, 3)},  

C25 = {(1, 3, 3), (2, 1, 1), (3, 4, 4), (4, 2, 2)},  

C26 = {(1, 3, 4), (2, 1, 3), (3, 4, 2), (4, 2, 1)},  

C27 = {(1, 4, 0), (2, 3, 0), (3, 2, 0), (4, 1, 0)},  

C28 = {(1, 4, 1), (2, 3, 2), (3, 2, 3), (4, 1, 4)},  

C29 = {(1, 4, 2), (2, 3, 4), (3, 2, 1), (4, 1, 3)},  

C30 = {(1, 4, 3), (2, 3, 1), (3, 2, 4), (4, 1, 2)},  

C31 = {(1, 4, 4), (2, 3, 3), (3, 2, 2), (4, 1, 1)}. 
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Заметим, что каждая из этих тридцати одной проективной точки проективной 

плоскости )(2
pFP = )( 5

2
FP , имеет мощность, равную p – 1 = 5 – 1 = 4. 

В этой проективной плоскости, например, точки (2, 1, 3) и (3, 4, 2) эквивалентны, 

поскольку существует значение (λ = 4)   *
5

**
FF  pK = {1, 2, 3, 4}, при котором: 

(2, 1, 3)   (4 ‧ 2 (mod 5), 4 ‧ 1 (mod 5), 4 ‧ 3 (mod 5))   (3, 4, 2), 

а точки, например, (2, 1, 3) и (4, 2, 3) эквивалентными не являются, поскольку не суще-

ствует значения λ   *
5

**
FF  pK = {1, 2, 3, 4}, обеспечивающего эквивалентность дан-

ных элементов проективной плоскости:  

(2, 1, 3)   (1 ‧ 2 (mod 5), 1 ‧ 1 (mod 5), 1 ‧ 3 (mod 5))   (2, 1, 3)   (4, 2, 3), 

(2, 1, 3)   (2 ‧ 2 (mod 5), 2 ‧ 1 (mod 5), 2 ‧ 3 (mod 5))   (4, 2, 1)   (4, 2, 3), 

(2, 1, 3)   (3 ‧ 2 (mod 5), 3 ‧ 1 (mod 5), 3 ‧ 3 (mod 5))   (1, 3, 4)   (4, 2, 3), 

(2, 1, 3)   (4 ‧ 2 (mod 5), 4 ‧ 1 (mod 5), 4 ‧ 3 (mod 5))   (3, 4, 2)   (4, 2, 3). 

В третьем примере классами эквивалентности (проективными точками) проектив-

ной плоскости )(2 KP = )(2
pFP = )( 7

2
FP  над полем K = pF = 7F = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} при 

*
7

**
FF  pK = {1, 2, 3, 4, 5, 6} являются множества:  

C1 = {(0, 0, 1), (0, 0, 2), (0, 0, 3), (0, 0, 4), (0, 0, 5), (0, 0, 6)},  

C2 = {(0, 1, 0), (0, 2, 0), (0, 3, 0), (0, 4, 0), (0, 5, 0), (0, 6, 0)},  

C3 = {(0, 1, 1), (0, 2, 2), (0, 3, 3), (0, 4, 4), (0, 5, 5), (0, 6, 6)},  

C4 = {(0, 1, 2), (0, 2, 4), (0, 3, 6), (0, 4, 1), (0, 5, 3), (0, 6, 5)},  

C5 = {(0, 1, 3), (0, 2, 6), (0, 3, 2), (0, 4, 5), (0, 5, 1), (0, 6, 4)},  

C6 = {(0, 1, 4), (0, 2, 1), (0, 3, 5), (0, 4, 2), (0, 5, 6), (0, 6, 3)},  

C7 = {(0, 1, 5), (0, 2, 3), (0, 3, 1), (0, 4, 6), (0, 5, 4), (0, 6, 2)},  

C8 = {(0, 1, 6), (0, 2, 5), (0, 3, 4), (0, 4, 3), (0, 5, 2), (0, 6, 1)},  

C9 = {(1, 0, 0), (2, 0, 0), (3, 0, 0), (4, 0, 0), (5, 0, 0), (6, 0, 0)},  

C10 = {(1, 0, 1), (2, 0, 2), (3, 0, 3), (4, 0, 4), (5, 0, 5), (6, 0, 6)},  

C11 = {(1, 0, 2), (2, 0, 4), (3, 0, 6), (4, 0, 1), (5, 0, 3), (6, 0, 5)},  

C12 = {(1, 0, 3), (2, 0, 6), (3, 0, 2), (4, 0, 5), (5, 0, 1), (6, 0, 4)},  

C13 = {(1, 0, 4), (2, 0, 1), (3, 0, 5), (4, 0, 2), (5, 0, 6), (6, 0, 3)},  

C14 = {(1, 0, 5), (2, 0, 3), (3, 0, 1), (4, 0, 6), (5, 0, 4), (6, 0, 2)},  

C15 = {(1, 0, 6), (2, 0, 5), (3, 0, 4), (4, 0, 3), (5, 0, 2), (6, 0, 1)},  

C16 = {(1, 1, 0), (2, 2, 0), (3, 3, 0), (4, 4, 0), (5, 5, 0), (6, 6, 0)},  

C17 = {(1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 3), (4, 4, 4), (5, 5, 5), (6, 6, 6)},  

C18 = {(1, 1, 2), (2, 2, 4), (3, 3, 6), (4, 4, 1), (5, 5, 3), (6, 6, 5)},  

C19 = {(1, 1, 3), (2, 2, 6), (3, 3, 2), (4, 4, 5), (5, 5, 1), (6, 6, 4)},  

C20 = {(1, 1, 4), (2, 2, 1), (3, 3, 5), (4, 4, 2), (5, 5, 6), (6, 6, 3)},  
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C21 = {(1, 1, 5), (2, 2, 3), (3, 3, 1), (4, 4, 6), (5, 5, 4), (6, 6, 2)},  

C22 = {(1, 1, 6), (2, 2, 5), (3, 3, 4), (4, 4, 3), (5, 5, 2), (6, 6, 1)},  

C23 = {(1, 2, 0), (2, 4, 0), (3, 6, 0), (4, 1, 0), (5, 3, 0), (6, 5, 0)},  

C24 = {(1, 2, 1), (2, 4, 2), (3, 6, 3), (4, 1, 4), (5, 3, 5), (6, 5, 6)},  

C25 = {(1, 2, 2), (2, 4, 4), (3, 6, 6), (4, 1, 1), (5, 3, 3), (6, 5, 5)},  

C26 = {(1, 2, 3), (2, 4, 6), (3, 6, 2), (4, 1, 5), (5, 3, 1), (6, 5, 4)},  

C27 = {(1, 2, 4), (2, 4, 1), (3, 6, 5), (4, 1, 2), (5, 3, 6), (6, 5, 3)},  

C28 = {(1, 2, 5), (2, 4, 3), (3, 6, 1), (4, 1, 6), (5, 3, 4), (6, 5, 2)},  

C29 = {(1, 2, 6), (2, 4, 5), (3, 6, 4), (4, 1, 3), (5, 3, 2), (6, 5, 1)},  

C30 = {(1, 3, 0), (2, 6, 0), (3, 2, 0), (4, 5, 0), (5, 1, 0), (6, 4, 0)},  

C31 = {(1, 3, 1), (2, 6, 2), (3, 2, 3), (4, 5, 4), (5, 1, 5), (6, 4, 6)},  

C32 = {(1, 3, 2), (2, 6, 4), (3, 2, 6), (4, 5, 1), (5, 1, 3), (6, 4, 5)},  

C33 = {(1, 3, 3), (2, 6, 6), (3, 2, 2), (4, 5, 5), (5, 1, 1), (6, 4, 4)},  

C34 = {(1, 3, 4), (2, 6, 1), (3, 2, 5), (4, 5, 2), (5, 1, 6), (6, 4, 3)},  

C35 = {(1, 3, 5), (2, 6, 3), (3, 2, 1), (4, 5, 6), (5, 1, 4), (6, 4, 2)},  

C36 = {(1, 3, 6), (2, 6, 5), (3, 2, 4), (4, 5, 3), (5, 1, 2), (6, 4, 1)},  

C37 = {(1, 4, 0), (2, 1, 0), (3, 5, 0), (4, 2, 0), (5, 6, 0), (6, 3, 0)},  

C38 = {(1, 4, 1), (2, 1, 2), (3, 5, 3), (4, 2, 4), (5, 6, 5), (6, 3, 6)},  

C39 = {(1, 4, 2), (2, 1, 4), (3, 5, 6), (4, 2, 1), (5, 6, 3), (6, 3, 5)},  

C40 = {(1, 4, 3), (2, 1, 6), (3, 5, 2), (4, 2, 5), (5, 6, 1), (6, 3, 4)},  

C41 = {(1, 4, 4), (2, 1, 1), (3, 5, 5), (4, 2, 2), (5, 6, 6), (6, 3, 3)},  

C42 = {(1, 4, 5), (2, 1, 3), (3, 5, 1), (4, 2, 6), (5, 6, 4), (6, 3, 2)},  

C43 = {(1, 4, 6), (2, 1, 5), (3, 5, 4), (4, 2, 3), (5, 6, 2), (6, 3, 1)},  

C44 = {(1, 5, 0), (2, 3, 0), (3, 1, 0), (4, 6, 0), (5, 4, 0), (6, 2, 0)},  

C45 = {(1, 5, 1), (2, 3, 2), (3, 1, 3), (4, 6, 4), (5, 4, 5), (6, 2, 6)},  

C46 = {(1, 5, 2), (2, 3, 4), (3, 1, 6), (4, 6, 1), (5, 4, 3), (6, 2, 5)},  

C47 = {(1, 5, 3), (2, 3, 6), (3, 1, 2), (4, 6, 5), (5, 4, 1), (6, 2, 4)},  

C48 = {(1, 5, 4), (2, 3, 1), (3, 1, 5), (4, 6, 2), (5, 4, 6), (6, 2, 3)},  

C49 = {(1, 5, 5), (2, 3, 3), (3, 1, 1), (4, 6, 6), (5, 4, 4), (6, 2, 2)},  

C50 = {(1, 5, 6), (2, 3, 5), (3, 1, 4), (4, 6, 3), (5, 4, 2), (6, 2, 1)},  

C51 = {(1, 6, 0), (2, 5, 0), (3, 4, 0), (4, 3, 0), (5, 2, 0), (6, 1, 0)},  

C52 = {(1, 6, 1), (2, 5, 2), (3, 4, 3), (4, 3, 4), (5, 2, 5), (6, 1, 6)},  

C53 = {(1, 6, 2), (2, 5, 4), (3, 4, 6), (4, 3, 1), (5, 2, 3), (6, 1, 5)},  

C54 = {(1, 6, 3), (2, 5, 6), (3, 4, 2), (4, 3, 5), (5, 2, 1), (6, 1, 4)},  

C55 = {(1, 6, 4), (2, 5, 1), (3, 4, 5), (4, 3, 2), (5, 2, 6), (6, 1, 3)},  

C56 = {(1, 6, 5), (2, 5, 3), (3, 4, 1), (4, 3, 6), (5, 2, 4), (6, 1, 2)},  

C57 = {(1, 6, 6), (2, 5, 5), (3, 4, 4), (4, 3, 3), (5, 2, 2), (6, 1, 1)}.  
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Заметим, что каждая из этих пятидесяти семи проективных точек проективной 

плоскости )(2
pFP = )( 7

2
FP  имеет мощность, равную p – 1 = 7 – 1 = 6. 

В четвертом примере классами эквивалентности (проективными точками) проек-

тивной плоскости )(2 KP = )(2
pFP = )( 11

2
FP  над полем K = pF = 11F = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 

8, 9, 10} при *
11

**
FF  pK = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} являются множества:  

C1 = {(0, 0, 1), (0, 0, 2), (0, 0, 3), (0, 0, 4), (0, 0, 5), (0, 0, 6), (0, 0, 7),  

(0, 0, 8), (0, 0, 9), (0, 0, 10)},  

C2 = {(0, 1, 0), (0, 2, 0), (0, 3, 0), (0, 4, 0), (0, 5, 0), (0, 6, 0), (0, 7, 0),  

(0, 8, 0), (0, 9, 0), (0, 10, 0)},  

C3 = {(0, 1, 1), (0, 2, 2), (0, 3, 3), (0, 4, 4), (0, 5, 5), (0, 6, 6), (0, 7, 7),  

(0, 8, 8), (0, 9, 9), (0, 10, 10)},  

C4 = {(0, 1, 2), (0, 2, 4), (0, 3, 6), (0, 4, 8), (0, 5, 10), (0, 6, 1), (0, 7, 3),  

(0, 8, 5), (0, 9, 7), (0, 10, 9)},  

C5 = {(0, 1, 3), (0, 2, 6), (0, 3, 9), (0, 4, 1), (0, 5, 4), (0, 6, 7), (0, 7, 10),  

(0, 8, 2), (0, 9, 5), (0, 10, 8)},  

C6 = {(0, 1, 4), (0, 2, 8), (0, 3, 1), (0, 4, 5), (0, 5, 9), (0, 6, 2), (0, 7, 6),  

(0, 8, 10), (0, 9, 3), (0, 10, 7)},  

C7 = {(0, 1, 5), (0, 2, 10), (0, 3, 4), (0, 4, 9), (0, 5, 3), (0, 6, 8), (0, 7, 2),  

(0, 8, 7), (0, 9, 1), (0, 10, 6)},  

C8 = {(0, 1, 6), (0, 2, 1), (0, 3, 7), (0, 4, 2), (0, 5, 8), (0, 6, 3), (0, 7, 9),  

(0, 8, 4), (0, 9, 10), (0, 10, 5)},  

C9 = {(0, 1, 7), (0, 2, 3), (0, 3, 10), (0, 4, 6), (0, 5, 2), (0, 6, 9), (0, 7, 5),  

(0, 8, 1), (0, 9, 8), (0, 10, 4)},  

C10 = {(0, 1, 8), (0, 2, 5), (0, 3, 2), (0, 4, 10), (0, 5, 7), (0, 6, 4), (0, 7, 1),  

(0, 8, 9), (0, 9, 6), (0, 10, 3)},  

C11 = {(0, 1, 9), (0, 2, 7), (0, 3, 5), (0, 4, 3), (0, 5, 1), (0, 6, 10), (0, 7, 8),  

(0, 8, 6), (0, 9, 4), (0, 10, 2)},  

C12 = {(0, 1, 10), (0, 2, 9), (0, 3, 8), (0, 4, 7), (0, 5, 6), (0, 6, 5), (0, 7, 4),  

(0, 8, 3), (0, 9, 2), (0, 10, 1)},  

C13 = {(1, 0, 0), (2, 0, 0), (3, 0, 0), (4, 0, 0), (5, 0, 0), (6, 0, 0), (7, 0, 0),  

(8, 0, 0), (9, 0, 0), (10, 0, 0)},  

C14 = {(1, 0, 1), (2, 0, 2), (3, 0, 3), (4, 0, 4), (5, 0, 5), (6, 0, 6), (7, 0, 7),  

(8, 0, 8), (9, 0, 9), (10, 0, 10)},  

C15 = {(1, 0, 2), (2, 0, 4), (3, 0, 6), (4, 0, 8), (5, 0, 10), (6, 0, 1), (7, 0, 3),  

(8, 0, 5), (9, 0, 7), (10, 0, 9)},  

C16 = {(1, 0, 3), (2, 0, 6), (3, 0, 9), (4, 0, 1), (5, 0, 4), (6, 0, 7), (7, 0, 10),  

(8, 0, 2), (9, 0, 5), (10, 0, 8)},  
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C17 = {(1, 0, 4), (2, 0, 8), (3, 0, 1), (4, 0, 5), (5, 0, 9), (6, 0, 2), (7, 0, 6),  

(8, 0, 10), (9, 0, 3), (10, 0, 7)},  

C18 = {(1, 0, 5), (2, 0, 10), (3, 0, 4), (4, 0, 9), (5, 0, 3), (6, 0, 8), (7, 0, 2),  

(8, 0, 7), (9, 0, 1), (10, 0, 6)},  

C19 = {(1, 0, 6), (2, 0, 1), (3, 0, 7), (4, 0, 2), (5, 0, 8), (6, 0, 3), (7, 0, 9),  

(8, 0, 4), (9, 0, 10), (10, 0, 5)},  

C20 = {(1, 0, 7), (2, 0, 3), (3, 0, 10), (4, 0, 6), (5, 0, 2), (6, 0, 9), (7, 0, 5),  

(8, 0, 1), (9, 0, 8), (10, 0, 4)},  

C21 = {(1, 0, 8), (2, 0, 5), (3, 0, 2), (4, 0, 10), (5, 0, 7), (6, 0, 4), (7, 0, 1),  

(8, 0, 9), (9, 0, 6), (10, 0, 3)},  

C22 = {(1, 0, 9), (2, 0, 7), (3, 0, 5), (4, 0, 3), (5, 0, 1), (6, 0, 10), (7, 0, 8),  

(8, 0, 6), (9, 0, 4), (10, 0, 2)},  

C23 = {(1, 0, 10), (2, 0, 9), (3, 0, 8), (4, 0, 7), (5, 0, 6), (6, 0, 5), (7, 0, 4),  

(8, 0, 3), (9, 0, 2), (10, 0, 1)},  

C24 = {(1, 1, 0), (2, 2, 0), (3, 3, 0), (4, 4, 0), (5, 5, 0), (6, 6, 0), (7, 7, 0),  

(8, 8, 0), (9, 9, 0), (10, 10, 0)},  

C25 = {(1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 3), (4, 4, 4), (5, 5, 5), (6, 6, 6), (7, 7, 7),  

(8, 8, 8), (9, 9, 9), (10, 10, 10)},  

C26 = {(1, 1, 2), (2, 2, 4), (3, 3, 6), (4, 4, 8), (5, 5, 10), (6, 6, 1), (7, 7, 3),  

(8, 8, 5), (9, 9, 7), (10, 10, 9)},  

C27 = {(1, 1, 3), (2, 2, 6), (3, 3, 9), (4, 4, 1), (5, 5, 4), (6, 6, 7), (7, 7, 10),  

(8, 8, 2), (9, 9, 5), (10, 10, 8)},  

C28 = {(1, 1, 4), (2, 2, 8), (3, 3, 1), (4, 4, 5), (5, 5, 9), (6, 6, 2), (7, 7, 6),  

(8, 8, 10), (9, 9, 3), (10, 10, 7)},  

C29 = {(1, 1, 5), (2, 2, 10), (3, 3, 4), (4, 4, 9), (5, 5, 3), (6, 6, 8), (7, 7, 2),  

(8, 8, 7), (9, 9, 1), (10, 10, 6)},  

C30 = {(1, 1, 6), (2, 2, 1), (3, 3, 7), (4, 4, 2), (5, 5, 8), (6, 6, 3), (7, 7, 9),  

(8, 8, 4), (9, 9, 10), (10, 10, 5)},  

C31 = {(1, 1, 7), (2, 2, 3), (3, 3, 10), (4, 4, 6), (5, 5, 2), (6, 6, 9), (7, 7, 5),  

(8, 8, 1), (9, 9, 8), (10, 10, 4)},  

C32 = {(1, 1, 8), (2, 2, 5), (3, 3, 2), (4, 4, 10), (5, 5, 7), (6, 6, 4), (7, 7, 1),  

(8, 8, 9), (9, 9, 6), (10, 10, 3)},  

C33 = {(1, 1, 9), (2, 2, 7), (3, 3, 5), (4, 4, 3), (5, 5, 1), (6, 6, 10), (7, 7, 8),  

(8, 8, 6), (9, 9, 4), (10, 10, 2)},  

C34 = {(1, 1, 10), (2, 2, 9), (3, 3, 8), (4, 4, 7), (5, 5, 6), (6, 6, 5), (7, 7, 4),  

(8, 8, 3), (9, 9, 2), (10, 10, 1)},  

C35 = {(1, 2, 0), (2, 4, 0), (3, 6, 0), (4, 8, 0), (5, 10, 0), (6, 1, 0), (7, 3, 0),  

(8, 5, 0), (9, 7, 0), (10, 9, 0)},  
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C36 = {(1, 2, 1), (2, 4, 2), (3, 6, 3), (4, 8, 4), (5, 10, 5), (6, 1, 6), (7, 3, 7),  

(8, 5, 8), (9, 7, 9), (10, 9, 10)},  

C37 = {(1, 2, 2), (2, 4, 4), (3, 6, 6), (4, 8, 8), (5, 10, 10), (6, 1, 1), (7, 3, 3),  

(8, 5, 5), (9, 7, 7), (10, 9, 9)},  

C38 = {(1, 2, 3), (2, 4, 6), (3, 6, 9), (4, 8, 1), (5, 10, 4), (6, 1, 7), (7, 3, 10),  

(8, 5, 2), (9, 7, 5), (10, 9, 8)},  

C39 = {(1, 2, 4), (2, 4, 8), (3, 6, 1), (4, 8, 5), (5, 10, 9), (6, 1, 2), (7, 3, 6),  

(8, 5, 10), (9, 7, 3), (10, 9, 7)},  

C40 = {(1, 2, 5), (2, 4, 10), (3, 6, 4), (4, 8, 9), (5, 10, 3), (6, 1, 8), (7, 3, 2),  

(8, 5, 7), (9, 7, 1), (10, 9, 6)},  

C41 = {(1, 2, 6), (2, 4, 1), (3, 6, 7), (4, 8, 2), (5, 10, 8), (6, 1, 3), (7, 3, 9),  

(8, 5, 4), (9, 7, 10), (10, 9, 5)},  

C42 = {(1, 2, 7), (2, 4, 3), (3, 6, 10), (4, 8, 6), (5, 10, 2), (6, 1, 9), (7, 3, 5),  

(8, 5, 1), (9, 7, 8), (10, 9, 4)},  

C43 = {(1, 2, 8), (2, 4, 5), (3, 6, 2), (4, 8, 10), (5, 10, 7), (6, 1, 4), (7, 3, 1),  

(8, 5, 9), (9, 7, 6), (10, 9, 3)},  

C44 = {(1, 2, 9), (2, 4, 7), (3, 6, 5), (4, 8, 3), (5, 10, 1), (6, 1, 10), (7, 3, 8),  

(8, 5, 6), (9, 7, 4), (10, 9, 2)},  

C45 = {(1, 2, 10), (2, 4, 9), (3, 6, 8), (4, 8, 7), (5, 10, 6), (6, 1, 5), (7, 3, 4),  

(8, 5, 3), (9, 7, 2), (10, 9, 1)},  

C46 = {(1, 3, 0), (2, 6, 0), (3, 9, 0), (4, 1, 0), (5, 4, 0), (6, 7, 0), (7, 10, 0),  

(8, 2, 0), (9, 5, 0), (10, 8, 0)},  

C47 = {(1, 3, 1), (2, 6, 2), (3, 9, 3), (4, 1, 4), (5, 4, 5), (6, 7, 6), (7, 10, 7),  

(8, 2, 8), (9, 5, 9), (10, 8, 10)},  

C48 = {(1, 3, 2), (2, 6, 4), (3, 9, 6), (4, 1, 8), (5, 4, 10), (6, 7, 1), (7, 10, 3),  

(8, 2, 5), (9, 5, 7), (10, 8, 9)},  

C49 = {(1, 3, 3), (2, 6, 6), (3, 9, 9), (4, 1, 1), (5, 4, 4), (6, 7, 7), (7, 10, 10),  

(8, 2, 2), (9, 5, 5), (10, 8, 8)},  

C50 = {(1, 3, 4), (2, 6, 8), (3, 9, 1), (4, 1, 5), (5, 4, 9), (6, 7, 2), (7, 10, 6),  

(8, 2, 10), (9, 5, 3), (10, 8, 7)},  

C51 = {(1, 3, 5), (2, 6, 10), (3, 9, 4), (4, 1, 9), (5, 4, 3), (6, 7, 8), (7, 10, 2),  

(8, 2, 7), (9, 5, 1), (10, 8, 6)},  

C52 = {(1, 3, 6), (2, 6, 1), (3, 9, 7), (4, 1, 2), (5, 4, 8), (6, 7, 3), (7, 10, 9),  

(8, 2, 4), (9, 5, 10), (10, 8, 5)},  

C53 = {(1, 3, 7), (2, 6, 3), (3, 9, 10), (4, 1, 6), (5, 4, 2), (6, 7, 9), (7, 10, 5),  

(8, 2, 1), (9, 5, 8), (10, 8, 4)},  

C54 = {(1, 3, 8), (2, 6, 5), (3, 9, 2), (4, 1, 10), (5, 4, 7), (6, 7, 4), (7, 10, 1),  

(8, 2, 9), (9, 5, 6), (10, 8, 3)},  
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C55 = {(1, 3, 9), (2, 6, 7), (3, 9, 5), (4, 1, 3), (5, 4, 1), (6, 7, 10), (7, 10, 8),  

(8, 2, 6), (9, 5, 4), (10, 8, 2)},  

C56 = {(1, 3, 10), (2, 6, 9), (3, 9, 8), (4, 1, 7), (5, 4, 6), (6, 7, 5), (7, 10, 4),  

(8, 2, 3), (9, 5, 2), (10, 8, 1)},  

C57 = {(1, 4, 0), (2, 8, 0), (3, 1, 0), (4, 5, 0), (5, 9, 0), (6, 2, 0), (7, 6, 0),  

(8, 10, 0), (9, 3, 0), (10, 7, 0)},  

C58 = {(1, 4, 1), (2, 8, 2), (3, 1, 3), (4, 5, 4), (5, 9, 5), (6, 2, 6), (7, 6, 7),  

(8, 10, 8), (9, 3, 9), (10, 7, 10)},  

C59 = {(1, 4, 2), (2, 8, 4), (3, 1, 6), (4, 5, 8), (5, 9, 10), (6, 2, 1), (7, 6, 3),  

(8, 10, 5), (9, 3, 7), (10, 7, 9)},  

C60 = {(1, 4, 3), (2, 8, 6), (3, 1, 9), (4, 5, 1), (5, 9, 4), (6, 2, 7), (7, 6, 10),  

(8, 10, 2), (9, 3, 5), (10, 7, 8)},  

C61 = {(1, 4, 4), (2, 8, 8), (3, 1, 1), (4, 5, 5), (5, 9, 9), (6, 2, 2), (7, 6, 6),  

(8, 10, 10), (9, 3, 3), (10, 7, 7)},  

C62 = {(1, 4, 5), (2, 8, 10), (3, 1, 4), (4, 5, 9), (5, 9, 3), (6, 2, 8), (7, 6, 2),  

(8, 10, 7), (9, 3, 1), (10, 7, 6)},  

C63 = {(1, 4, 6), (2, 8, 1), (3, 1, 7), (4, 5, 2), (5, 9, 8), (6, 2, 3), (7, 6, 9),  

(8, 10, 4), (9, 3, 10), (10, 7, 5)},  

C64 = {(1, 4, 7), (2, 8, 3), (3, 1, 10), (4, 5, 6), (5, 9, 2), (6, 2, 9), (7, 6, 5),  

(8, 10, 1), (9, 3, 8), (10, 7, 4)},  

C65 = {(1, 4, 8), (2, 8, 5), (3, 1, 2), (4, 5, 10), (5, 9, 7), (6, 2, 4), (7, 6, 1),  

(8, 10, 9), (9, 3, 6), (10, 7, 3)},  

C66 = {(1, 4, 9), (2, 8, 7), (3, 1, 5), (4, 5, 3), (5, 9, 1), (6, 2, 10), (7, 6, 8),  

(8, 10, 6), (9, 3, 4), (10, 7, 2)},  

C67 = {(1, 4, 10), (2, 8, 9), (3, 1, 8), (4, 5, 7), (5, 9, 6), (6, 2, 5), (7, 6, 4),  

(8, 10, 3), (9, 3, 2), (10, 7, 1)},  

C68 = {(1, 5, 0), (2, 10, 0), (3, 4, 0), (4, 9, 0), (5, 3, 0), (6, 8, 0), (7, 2, 0),  

(8, 7, 0), (9, 1, 0), (10, 6, 0)},  

C69 = {(1, 5, 1), (2, 10, 2), (3, 4, 3), (4, 9, 4), (5, 3, 5), (6, 8, 6), (7, 2, 7),  

(8, 7, 8), (9, 1, 9), (10, 6, 10)},  

C70 = {(1, 5, 2), (2, 10, 4), (3, 4, 6), (4, 9, 8), (5, 3, 10), (6, 8, 1), (7, 2, 3),  

(8, 7, 5), (9, 1, 7), (10, 6, 9)},  

C71 = {(1, 5, 3), (2, 10, 6), (3, 4, 9), (4, 9, 1), (5, 3, 4), (6, 8, 7), (7, 2, 10),  

(8, 7, 2), (9, 1, 5), (10, 6, 8)},  

C72 = {(1, 5, 4), (2, 10, 8), (3, 4, 1), (4, 9, 5), (5, 3, 9), (6, 8, 2), (7, 2, 6),  

(8, 7, 10), (9, 1, 3), (10, 6, 7)},  

C73 = {(1, 5, 5), (2, 10, 10), (3, 4, 4), (4, 9, 9), (5, 3, 3), (6, 8, 8), (7, 2, 2),  

(8, 7, 7), (9, 1, 1), (10, 6, 6)},  
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C74 = {(1, 5, 6), (2, 10, 1), (3, 4, 7), (4, 9, 2), (5, 3, 8), (6, 8, 3), (7, 2, 9),  

(8, 7, 4), (9, 1, 10), (10, 6, 5)},  

C75 = {(1, 5, 7), (2, 10, 3), (3, 4, 10), (4, 9, 6), (5, 3, 2), (6, 8, 9), (7, 2, 5),  

(8, 7, 1), (9, 1, 8), (10, 6, 4)},  

C76 = {(1, 5, 8), (2, 10, 5), (3, 4, 2), (4, 9, 10), (5, 3, 7), (6, 8, 4), (7, 2, 1),  

(8, 7, 9), (9, 1, 6), (10, 6, 3)},  

C77 = {(1, 5, 9), (2, 10, 7), (3, 4, 5), (4, 9, 3), (5, 3, 1), (6, 8, 10), (7, 2, 8),  

(8, 7, 6), (9, 1, 4), (10, 6, 2)},  

C78 = {(1, 5, 10), (2, 10, 9), (3, 4, 8), (4, 9, 7), (5, 3, 6), (6, 8, 5), (7, 2, 4),  

(8, 7, 3), (9, 1, 2), (10, 6, 1)},  

C79 = {(1, 6, 0), (2, 1, 0), (3, 7, 0), (4, 2, 0), (5, 8, 0), (6, 3, 0), (7, 9, 0),  

(8, 4, 0), (9, 10, 0), (10, 5, 0)},  

C80 = {(1, 6, 1), (2, 1, 2), (3, 7, 3), (4, 2, 4), (5, 8, 5), (6, 3, 6), (7, 9, 7),  

(8, 4, 8), (9, 10, 9), (10, 5, 10)},  

C81 = {(1, 6, 2), (2, 1, 4), (3, 7, 6), (4, 2, 8), (5, 8, 10), (6, 3, 1), (7, 9, 3),  

(8, 4, 5), (9, 10, 7), (10, 5, 9)},  

C82 = {(1, 6, 3), (2, 1, 6), (3, 7, 9), (4, 2, 1), (5, 8, 4), (6, 3, 7), (7, 9, 10),  

(8, 4, 2), (9, 10, 5), (10, 5, 8)},  

C83 = {(1, 6, 4), (2, 1, 8), (3, 7, 1), (4, 2, 5), (5, 8, 9), (6, 3, 2), (7, 9, 6),  

(8, 4, 10), (9, 10, 3), (10, 5, 7)},  

C84 = {(1, 6, 5), (2, 1, 10), (3, 7, 4), (4, 2, 9), (5, 8, 3), (6, 3, 8), (7, 9, 2),  

(8, 4, 7), (9, 10, 1), (10, 5, 6)},  

C85 = {(1, 6, 6), (2, 1, 1), (3, 7, 7), (4, 2, 2), (5, 8, 8), (6, 3, 3), (7, 9, 9),  

(8, 4, 4), (9, 10, 10), (10, 5, 5)},  

C86 = {(1, 6, 7), (2, 1, 3), (3, 7, 10), (4, 2, 6), (5, 8, 2), (6, 3, 9), (7, 9, 5),  

(8, 4, 1), (9, 10, 8), (10, 5, 4)},  

C87 = {(1, 6, 8), (2, 1, 5), (3, 7, 2), (4, 2, 10), (5, 8, 7), (6, 3, 4), (7, 9, 1),  

(8, 4, 9), (9, 10, 6), (10, 5, 3)},  

C88 = {(1, 6, 9), (2, 1, 7), (3, 7, 5), (4, 2, 3), (5, 8, 1), (6, 3, 10), (7, 9, 8),  

(8, 4, 6), (9, 10, 4), (10, 5, 2)},  

C89 = {(1, 6, 10), (2, 1, 9), (3, 7, 8), (4, 2, 7), (5, 8, 6), (6, 3, 5), (7, 9, 4),  

(8, 4, 3), (9, 10, 2), (10, 5, 1)},  

C90 = {(1, 7, 0), (2, 3, 0), (3, 10, 0), (4, 6, 0), (5, 2, 0), (6, 9, 0), (7, 5, 0),  

(8, 1, 0), (9, 8, 0), (10, 4, 0)},  

C91 = {(1, 7, 1), (2, 3, 2), (3, 10, 3), (4, 6, 4), (5, 2, 5), (6, 9, 6), (7, 5, 7),  

(8, 1, 8), (9, 8, 9), (10, 4, 10)},  

C92 = {(1, 7, 2), (2, 3, 4), (3, 10, 6), (4, 6, 8), (5, 2, 10), (6, 9, 1), (7, 5, 3),  

(8, 1, 5), (9, 8, 7), (10, 4, 9)},  
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C93 = {(1, 7, 3), (2, 3, 6), (3, 10, 9), (4, 6, 1), (5, 2, 4), (6, 9, 7), (7, 5, 10),  

(8, 1, 2), (9, 8, 5), (10, 4, 8)},  

C94 = {(1, 7, 4), (2, 3, 8), (3, 10, 1), (4, 6, 5), (5, 2, 9), (6, 9, 2), (7, 5, 6),  

(8, 1, 10), (9, 8, 3), (10, 4, 7)},  

C95 = {(1, 7, 5), (2, 3, 10), (3, 10, 4), (4, 6, 9), (5, 2, 3), (6, 9, 8), (7, 5, 2),  

(8, 1, 7), (9, 8, 1), (10, 4, 6)},  

C96 = {(1, 7, 6), (2, 3, 1), (3, 10, 7), (4, 6, 2), (5, 2, 8), (6, 9, 3), (7, 5, 9),  

(8, 1, 4), (9, 8, 10), (10, 4, 5)},  

C97 = {(1, 7, 7), (2, 3, 3), (3, 10, 10), (4, 6, 6), (5, 2, 2), (6, 9, 9), (7, 5, 5),  

(8, 1, 1), (9, 8, 8), (10, 4, 4)},  

C98 = {(1, 7, 8), (2, 3, 5), (3, 10, 2), (4, 6, 10), (5, 2, 7), (6, 9, 4), (7, 5, 1),  

(8, 1, 9), (9, 8, 6), (10, 4, 3)},  

C99 = {(1, 7, 9), (2, 3, 7), (3, 10, 5), (4, 6, 3), (5, 2, 1), (6, 9, 10), (7, 5, 8),  

(8, 1, 6), (9, 8, 4), (10, 4, 2)},  

C100 = {(1, 7, 10), (2, 3, 9), (3, 10, 8), (4, 6, 7), (5, 2, 6), (6, 9, 5), (7, 5, 4),  

(8, 1, 3), (9, 8, 2), (10, 4, 1)},  

C101 = {(1, 8, 0), (2, 5, 0), (3, 2, 0), (4, 10, 0), (5, 7, 0), (6, 4, 0), (7, 1, 0),  

(8, 9, 0), (9, 6, 0), (10, 3, 0)},  

C102 = {(1, 8, 1), (2, 5, 2), (3, 2, 3), (4, 10, 4), (5, 7, 5), (6, 4, 6), (7, 1, 7),  

(8, 9, 8), (9, 6, 9), (10, 3, 10)},  

C103 = {(1, 8, 2), (2, 5, 4), (3, 2, 6), (4, 10, 8), (5, 7, 10), (6, 4, 1), (7, 1, 3),  

(8, 9, 5), (9, 6, 7), (10, 3, 9)},  

C104 = {(1, 8, 3), (2, 5, 6), (3, 2, 9), (4, 10, 1), (5, 7, 4), (6, 4, 7), (7, 1, 10),  

(8, 9, 2), (9, 6, 5), (10, 3, 8)},  

C105 = {(1, 8, 4), (2, 5, 8), (3, 2, 1), (4, 10, 5), (5, 7, 9), (6, 4, 2), (7, 1, 6),  

(8, 9, 10), (9, 6, 3), (10, 3, 7)},  

C106 = {(1, 8, 5), (2, 5, 10), (3, 2, 4), (4, 10, 9), (5, 7, 3), (6, 4, 8), (7, 1, 2),  

(8, 9, 7), (9, 6, 1), (10, 3, 6)},  

C107 = {(1, 8, 6), (2, 5, 1), (3, 2, 7), (4, 10, 2), (5, 7, 8), (6, 4, 3), (7, 1, 9),  

(8, 9, 4), (9, 6, 10), (10, 3, 5)},  

C108 = {(1, 8, 7), (2, 5, 3), (3, 2, 10), (4, 10, 6), (5, 7, 2), (6, 4, 9), (7, 1, 5),  

(8, 9, 1), (9, 6, 8), (10, 3, 4)},  

C109 = {(1, 8, 8), (2, 5, 5), (3, 2, 2), (4, 10, 10), (5, 7, 7), (6, 4, 4), (7, 1, 1),  

(8, 9, 9), (9, 6, 6), (10, 3, 3)},  

C110 = {(1, 8, 9), (2, 5, 7), (3, 2, 5), (4, 10, 3), (5, 7, 1), (6, 4, 10), (7, 1, 8),  

(8, 9, 6), (9, 6, 4), (10, 3, 2)},  

C111 = {(1, 8, 10), (2, 5, 9), (3, 2, 8), (4, 10, 7), (5, 7, 6), (6, 4, 5), (7, 1, 4),  

(8, 9, 3), (9, 6, 2), (10, 3, 1)},  
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C112 = {(1, 9, 0), (2, 7, 0), (3, 5, 0), (4, 3, 0), (5, 1, 0), (6, 10, 0), (7, 8, 0),  

(8, 6, 0), (9, 4, 0), (10, 2, 0)},  

C113 = {(1, 9, 1), (2, 7, 2), (3, 5, 3), (4, 3, 4), (5, 1, 5), (6, 10, 6), (7, 8, 7),  

(8, 6, 8), (9, 4, 9), (10, 2, 10)},  

C114 = {(1, 9, 2), (2, 7, 4), (3, 5, 6), (4, 3, 8), (5, 1, 10), (6, 10, 1), (7, 8, 3),  

(8, 6, 5), (9, 4, 7), (10, 2, 9)},  

C115 = {(1, 9, 3), (2, 7, 6), (3, 5, 9), (4, 3, 1), (5, 1, 4), (6, 10, 7), (7, 8, 10),  

(8, 6, 2), (9, 4, 5), (10, 2, 8)},  

C116 = {(1, 9, 4), (2, 7, 8), (3, 5, 1), (4, 3, 5), (5, 1, 9), (6, 10, 2), (7, 8, 6),  

(8, 6, 10), (9, 4, 3), (10, 2, 7)},  

C117 = {(1, 9, 5), (2, 7, 10), (3, 5, 4), (4, 3, 9), (5, 1, 3), (6, 10, 8), (7, 8, 2),  

(8, 6, 7), (9, 4, 1), (10, 2, 6)},  

C118 = {(1, 9, 6), (2, 7, 1), (3, 5, 7), (4, 3, 2), (5, 1, 8), (6, 10, 3), (7, 8, 9),  

(8, 6, 4), (9, 4, 10), (10, 2, 5)},  

C119 = {(1, 9, 7), (2, 7, 3), (3, 5, 10), (4, 3, 6), (5, 1, 2), (6, 10, 9), (7, 8, 5),  

(8, 6, 1), (9, 4, 8), (10, 2, 4)},  

C120 = {(1, 9, 8), (2, 7, 5), (3, 5, 2), (4, 3, 10), (5, 1, 7), (6, 10, 4), (7, 8, 1),  

(8, 6, 9), (9, 4, 6), (10, 2, 3)},  

C121 = {(1, 9, 9), (2, 7, 7), (3, 5, 5), (4, 3, 3), (5, 1, 1), (6, 10, 10), (7, 8, 8),  

(8, 6, 6), (9, 4, 4), (10, 2, 2)},  

C122 = {(1, 9, 10), (2, 7, 9), (3, 5, 8), (4, 3, 7), (5, 1, 6), (6, 10, 5), (7, 8, 4),  

(8, 6, 3), (9, 4, 2), (10, 2, 1)},  

C123 = {(1, 10, 0), (2, 9, 0), (3, 8, 0), (4, 7, 0), (5, 6, 0), (6, 5, 0), (7, 4, 0),  

(8, 3, 0), (9, 2, 0), (10, 1, 0)},  

C124 = {(1, 10, 1), (2, 9, 2), (3, 8, 3), (4, 7, 4), (5, 6, 5), (6, 5, 6), (7, 4, 7),  

(8, 3, 8), (9, 2, 9), (10, 1, 10)},  

C125 = {(1, 10, 2), (2, 9, 4), (3, 8, 6), (4, 7, 8), (5, 6, 10), (6, 5, 1), (7, 4, 3),  

(8, 3, 5), (9, 2, 7), (10, 1, 9)},  

C126 = {(1, 10, 3), (2, 9, 6), (3, 8, 9), (4, 7, 1), (5, 6, 4), (6, 5, 7), (7, 4, 10),  

(8, 3, 2), (9, 2, 5), (10, 1, 8)},  

C127 = {(1, 10, 4), (2, 9, 8), (3, 8, 1), (4, 7, 5), (5, 6, 9), (6, 5, 2), (7, 4, 6),  

(8, 3, 10), (9, 2, 3), (10, 1, 7)},  

C128 = {(1, 10, 5), (2, 9, 10), (3, 8, 4), (4, 7, 9), (5, 6, 3), (6, 5, 8), (7, 4, 2),  

(8, 3, 7), (9, 2, 1), (10, 1, 6)},  

C129 = {(1, 10, 6), (2, 9, 1), (3, 8, 7), (4, 7, 2), (5, 6, 8), (6, 5, 3), (7, 4, 9),  

(8, 3, 4), (9, 2, 10), (10, 1, 5)},  

C130 = {(1, 10, 7), (2, 9, 3), (3, 8, 10), (4, 7, 6), (5, 6, 2), (6, 5, 9), (7, 4, 5),  

(8, 3, 1), (9, 2, 8), (10, 1, 4)},  
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C131 = {(1, 10, 8), (2, 9, 5), (3, 8, 2), (4, 7, 10), (5, 6, 7), (6, 5, 4), (7, 4, 1),  

(8, 3, 9), (9, 2, 6), (10, 1, 3)},  

C132 = {(1, 10, 9), (2, 9, 7), (3, 8, 5), (4, 7, 3), (5, 6, 1), (6, 5, 10), (7, 4, 8),  

(8, 3, 6), (9, 2, 4), (10, 1, 2)},  

C133 = {(1, 10, 10), (2, 9, 9), (3, 8, 8), (4, 7, 7), (5, 6, 6), (6, 5, 5), (7, 4, 4),  

(8, 3, 3), (9, 2, 2), (10, 1, 1)}. 

Заметим, что каждая из этих ста тридцати трех проективных точек проективной 

плоскости )(2
pFP = )( 11

2
FP  имеет мощность, равную p – 1 = 11 – 1 = 10. 

 

2.1.3. ЭЛЛИПТИЧЕСКАЯ КРИВАЯ (В ПРОЕКТИВНЫХ КООРДИНАТАХ) 

 

Эллиптической кривой E называется множество точек проективной плоскости 

)(2 KP , удовлетворяющих однородному уравнению Вейерштрасса (длинной форме  

Вейерштрасса): 

),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

+ ZYXa1 – ZXa 2
2 + 2

3 ZYa – 2
4 ZXa – 3

6Za = 0, (2.2) 

где коэффициенты (с исторически сложившимися обозначениями) 1a , 2a , 3a , 4a ,  

6a    K .  

Пусть в качестве поля K  выступает поле вычетов по простому модулю p, обозна-

чаемое символом pF , и пусть при этом, например, p = 3. Вычислим значения функции 

Вейерштрасса ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

+ ZYXa1 – ZXa 2
2 + 2

3 ZYa – 2
4 ZXa – 3

6Za  для  

точек проективной плоскости )(2 KP  = )(2
pFP  = )( 3

2
FP  при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 2, 

a6 = 1: 

(0, 0, 1): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

+ ZYXa1 – ZXa 2
2 + 2

3 ZYa – 2
4 ZXa – 3

6Za =  

= 
3X + ZY 2

+ ZYX0 – ZX 20  + 20 ZY – 22 ZX –
31 Z = 

= 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 30 + 102  – 2102  –
31 = –1 (mod 3) = 2, 

(0, 0, 2): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 30 + 202  – 2202  –
32 = –8 (mod 3) = 1, 

(0, 1, 0): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 30 + 012  – 2002  – 30 = 0, 

(0, 1, 1): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 30 + 112  – 2102  –
31 = 1 – 1 = 0, 
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(0, 1, 2): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 30 + 212  – 2202  –
32 = 2 – 8 = –6 (mod 3) = 0, 

(0, 2, 0): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 30 + 022  – 2002  – 30 = 0, 

(0, 2, 1): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 30 + 122  – 2102  –
31 = 4 – 1 = 3 (mod 3) = 0, 

(0, 2, 2): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 30 + 222  – 2202  –
32 = 8 – 8 = 0, 

(1, 0, 0): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 
31 + 002  – 2012  – 30 = – 1 (mod 3) = 2, 

(1, 0, 1): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 
31 + 102  –

2112  –
31 = – 1 – 2 – 1 = – 4 (mod 3) = 2, 

(1, 0, 2): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 
31 + 202  –

2212  –
32 = – 1 – 8 – 8 = – 17 (mod 3) = 1, 

(1, 1, 0): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 
31 + 012  – 2012  – 30 = – 1 (mod 3) = 2, 

(1, 1, 1): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 
31 + 112  –

2112  –
31 = – 1 + 1 – 2 – 1 = – 3 (mod 3) = 0, 

(1, 1, 2): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 
31 + 212  –

2212  –
32 = – 1 + 2 – 8 – 8 = – 15 (mod 3) = 0, 

(1, 2, 0): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 
31 + 022  – 2012  – 30 = – 1 (mod 3) = 2, 

(1, 2, 1): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 
31 + 122  –

2112  –
31 = – 1 + 4 – 2 – 1 = 0, 

(1, 2, 2): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 
31 + 222  –

2212  –
32 = – 1 + 8 – 8 – 8 = – 9 (mod 3) = 0, 

(2, 0, 0): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 
32 + 002  – 2022  – 30 = – 8 (mod 3) = 1, 
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(2, 0, 1): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 
32 + 102  –

2122  –
31 = – 8 – 4 – 1 = – 13 (mod 3) = 2, 

(2, 0, 2): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 
32 + 202  –

2222  –
32 = – 8 – 16 – 8 = – 32 (mod 3) = 1, 

(2, 1, 0): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 
32 + 012  – 2022  – 30 = – 8 (mod 3) = 1, 

(2, 1, 1): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 
32 + 112  –

2122  –
31 = – 8 + 1 – 4 – 1 = – 12 (mod 3) = 0, 

(2, 1, 2): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 
32 + 212  –

2222  –
32 = – 8 + 2 – 16 – 8 = – 30 (mod 3) = 0, 

(2, 2, 0): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 
32 + 022  – 2022  – 30 = – 8 (mod 3) = 1, 

(2, 2, 1): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 
32 + 122  –

2122  –
31 = – 8 + 4 – 4 – 1 = – 9 (mod 3) = 0, 

(2, 2, 2): ),,( ZYXF  = 
3X + ZY 2

– 22 ZX –
3Z = 

= 
32 + 222  –

2222  –
32 = – 8 + 8 – 16 – 8 = – 24 (mod 3) = 0. 

Следовательно, множеством точек проективной плоскости )(2 KP  = )(2
pFP  =  

= )( 3
2

FP , удовлетворяющих длинной форме Вейерштрасса (2.2) при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, 

a4 = 2, a6 = 1, является множество 

{(0, 1, 0), (0, 1, 1), (0, 1, 2), (0, 2, 0), (0, 2, 1), (0, 2, 2), (1, 1, 1), (1, 1, 2), (1, 2, 1),  

(1, 2, 2), (2, 1, 1), (2, 1, 2), (2, 2, 1), (2, 2, 2)}   (2.3) 

мощности 14. 

Пусть во втором примере в качестве поля K  выступает поле вычетов pF  по про-

стому модулю p = 5. Тогда множеством точек проективной плоскости )(2 KP  = )(2
pFP  =  

= )( 5
2

FP , удовлетворяющих длинной форме Вейерштрасса (2.2) при a1 = 0, a2 = 3, a3 = 4, 

a4 = 0, a6 = 3, является множество 

{(0, 1, 0), (0, 2, 0), (0, 3, 0), (0, 4, 0), (1, 0, 4), (1, 2, 1), (1, 3, 2), (1, 4, 1),  

(1, 4, 2), (1, 4, 4), (2, 0, 3), (2, 1, 4), (2, 3, 2), (2, 3, 3), (2, 3, 4), (2, 4, 2),  

(3, 0, 2), (3, 1, 3), (3, 2, 1), (3, 2, 2), (3, 2, 3), (3, 4, 1), (4, 0, 1), (4, 1, 1),  

(4, 1, 3), (4, 1, 4), (4, 2, 3), (4, 3, 4)}    (2.4) 

мощности 28. 
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В третьем примере, когда в качестве поля K  выступает поле вычетов pF  по про-

стому модулю p = 7, множеством точек проективной плоскости )(2 KP  = )(2
pFP  =  

= )( 7
2

FP , удовлетворяющих длинной форме Вейерштрасса (2.2) при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, 

a4 = 1, a6 = 3, является множество 

{(0, 1, 0), (0, 2, 0), (0, 3, 0), (0, 4, 0), (0, 5, 0), (0, 6, 0), (1, 0, 3),  

(1, 1, 6), (1, 2, 2), (1, 5, 2), (1, 6, 6), (2, 0, 6), (2, 2, 5), (2, 3, 4), (2, 4, 4),  

(2, 5, 5), (3, 0, 2), (3, 1, 6), (3, 3, 4), (3, 4, 4), (3, 6, 6), (4, 0, 5), (4, 1, 1),  

(4, 3, 3), (4, 4, 3), (4, 6, 1), (5, 0, 1), (5, 2, 2), (5, 3, 3), (5, 4, 3), (5, 5, 2),  

(6, 0, 4), (6, 1, 1), (6, 2, 5), (6, 5, 5), (6, 6, 1)}   (2.5) 

мощности 36. 

В четвертом примере, когда в качестве поля K  выступает поле вычетов pF  по про-

стому модулю p = 11, множеством точек проективной плоскости )(2 KP  = )(2
pFP  =  

= )( 11
2

FP , удовлетворяющих длинной форме Вейерштрасса (2.2) при a1 = 10, a2 = 4,  

a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4, является множество 

{(0, 1, 0), (0, 1, 2), (0, 1, 4), (0, 2, 0), (0, 2, 4), (0, 2, 8), (0, 3, 0), (0, 3, 1),  

(0, 3, 6), (0, 4, 0), (0, 4, 5), (0, 4, 8), (0, 5, 0), (0, 5, 9), (0, 5, 10), (0, 6, 0),  

(0, 6, 1), (0, 6, 2), (0, 7, 0), (0, 7, 3), (0, 7, 6), (0, 8, 0), (0, 8, 5), (0, 8, 10),  

(0, 9, 0), (0, 9, 3), (0, 9, 7), (0, 10, 0), (0, 10, 7), (0, 10, 9), (1, 0, 3), (1, 1, 2),  

(1, 3, 5), (1, 4, 1), (1, 5, 4), (1, 6, 1), (1, 6, 3), (1, 6, 10), (1, 7, 2), (1, 7, 9),  

(1, 8, 10), (1, 9, 9), (1, 10, 4), (1, 10, 5), (1, 10, 7), (2, 0, 6), (2, 1, 2), (2, 1, 6),  

(2, 1, 9), (2, 2, 4), (2, 3, 4), (2, 3, 7), (2, 5, 9), (2, 6, 10), (2, 7, 7), (2, 8, 2),  

(2, 9, 3), (2, 9, 8), (2, 9, 10), (2, 10, 8), (3, 0, 9), (3, 1, 3), (3, 2, 8), (3, 3, 6),  

(3, 4, 1), (3, 5, 5), (3, 7, 3), (3, 7, 8), (3, 7, 9), (3, 8, 1), (3, 8, 4), (3, 8, 10),  

(3, 9, 4), (3, 10, 5), (3, 10, 6), (4, 0, 1), (4, 1, 9), (4, 2, 1), (4, 2, 4), (4, 2, 7),  

(4, 3, 3), (4, 4, 8), (4, 5, 4), (4, 6, 3), (4, 6, 8), (4, 7, 5), (4, 7, 6), (4, 7, 9),  

(4, 9, 5), (4, 10, 7), (5, 0, 4), (5, 1, 1), (5, 2, 1), (5, 2, 10), (5, 3, 9), (5, 4, 3),  

(5, 5, 10), (5, 6, 2), (5, 6, 3), (5, 6, 9), (5, 7, 6), (5, 8, 4), (5, 8, 5), (5, 8, 6),  

(5, 9, 5), (6, 0, 7), (6, 2, 6), (6, 3, 5), (6, 3, 6), (6, 3, 7), (6, 4, 5), (6, 5, 2),  

(6, 5, 8), (6, 5, 9), (6, 6, 1), (6, 7, 8), (6, 8, 2), (6, 9, 1), (6, 9, 10), (6, 10, 10),  

(7, 0, 10), (7, 1, 4), (7, 2, 6), (7, 4, 2), (7, 4, 5), (7, 4, 6), (7, 5, 3), (7, 5, 8),  

(7, 6, 7), (7, 7, 3), (7, 8, 8), (7, 9, 4), (7, 9, 7), (7, 9, 10), (7, 10, 2), (8, 0, 2),  

(8, 1, 5), (8, 1, 6), (8, 2, 7), (8, 3, 1), (8, 3, 7), (8, 3, 10), (8, 4, 2), (8, 4, 3),  

(8, 4, 8), (8, 6, 6), (8, 7, 10), (8, 8, 5), (8, 9, 3), (8, 10, 8), (9, 0, 5), (9, 1, 3),  

(9, 2, 1), (9, 2, 3), (9, 2, 8), (9, 3, 9), (9, 4, 4), (9, 5, 1), (9, 6, 2), (9, 8, 4),  

(9, 8, 7), (9, 9, 7), (9, 10, 2), (9, 10, 5), (9, 10, 9), (10, 0, 8), (10, 1, 4),  

(10, 1, 6), (10, 1, 7), (10, 2, 2), (10, 3, 1), (10, 4, 2), (10, 4, 9), (10, 5, 1),  

(10, 5, 8), (10, 5, 10), (10, 6, 7), (10, 7, 10), (10, 8, 6), (10, 10, 9)}    (2.6) 

мощности 180. 
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Эллиптическая кривая должна быть неособой в том смысле, что частные производ-

ные функции Вейерштрасса ),,( ZYXF  

X

F




 = 23X + ZYa1 – XZa22 – 2

4 Za ,   (2.7) 

Y

F




 = ZY2 + ZXa1 + 2

3Za ,    (2.8) 

Z

F




 = 

2Y + YXa1 – 2
2Xa + ZYa32 – ZXa42 – 2

63 Za   (2.9) 

не должны обращаться в нуль одновременно ни в одной ее точке. 

В первом примере, когда в качестве поля K  выступает поле вычетов pF  = 3F ,  

в множестве точек проективной плоскости )(2 KP  = )(2
pFP  = )( 3

2
FP , удовлетворяющих 

длинной форме Вейерштрасса при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 2, a6 = 1 (2.3), ни в одной  

из точек не обращаются в нуль одновременно частные производные (2.7) – (2.9). 

Поэтому множество точек проективной плоскости )(2 KP  = )(2
pFP  = )( 3

2
FP , 

удовлетворяющих длинной форме Вейерштрасса при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 2, a6 = 1,  

в которых не обращаются в нуль одновременно ни в одной его точке частные производ-

ные 
X

F




, 

Y

F




 и 

Z

F




, равно множеству (2.3).  

Во втором примере в качестве поля K  выступает поле вычетов pF  = 5F   

и в множестве точек проективной плоскости )(2 KP  = )(2
pFP  = )( 5

2
FP , удовлетворяю-

щих длинной форме Вейерштрасса при a1 = 0, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 0, a6 = 3 (2.4),  

также ни в одной из точек не обращаются в нуль одновременно частные производные  

(2.7) – (2.9). 

Следовательно, множество точек проективной плоскости )(2 KP  = )(2
pFP  =  

= )( 5
2

FP , удовлетворяющих длинной форме Вейерштрасса при a1 = 0, a2 = 3, a3 = 4,  

a4 = 0, a6 = 3, в которых не обращаются в нуль одновременно ни в одной его точке частные 

производные 
X

F




, 

Y

F




 и 

Z

F




, равно множеству (2.4).  

В третьем примере, когда в качестве поля K  выступает поле вычетов pF  = 7F ,  

в множестве точек проективной плоскости )(2 KP  = )(2
pFP  = )( 7

2
FP , удовлетворяющих 

длинной форме Вейерштрасса при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3 (2.5), так же,  

как и в первых двух примерах, ни в одной из точек не обращаются в нуль одновременно 

частные производные (2.7) – (2.9). 
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Поэтому множество точек проективной плоскости )(2 KP  = )(2
pFP  = )( 7

2
FP , 

удовлетворяющих длинной форме Вейерштрасса при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3,  

в которых не обращаются в нуль одновременно ни в одной его точке частные производ-

ные 
X

F




, 

Y

F




 и 

Z

F




, равно множеству (2.5).  

В четвертом примере, когда в качестве поля K  выступает поле вычетов pF  = 11F ,  

в множестве точек проективной плоскости )(2 KP  = )(2
pFP  = )( 11

2
FP , удовлетворяющих 

длинной форме Вейерштрасса при a1 = 10, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4 (2.6), так же,  

как и в первых трех примерах, ни в одной из точек не обращаются в нуль одновременно 

частные производные (2.7) – (2.9). 

Поэтому множество точек проективной плоскости )(2 KP  = )(2
pFP  = )( 11

2
FP , 

удовлетворяющих длинной форме Вейерштрасса при a1 = 10, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4,  

в которых не обращаются в нуль одновременно ни в одной его точке частные производ-

ные 
X

F




, 

Y

F




 и 

Z

F




, равно множеству (2.6).  

Множество K-рациональных точек эллиптической кривой E, т.е. точек проективной 

плоскости )(2 KP , удовлетворяющих уравнению кривой, обозначается через )(KE .  

Заметим, что эллиптическая кривая E имеет ровно одну точку, чья координата Z равна  

нулю, а именно точку (0, 1, 0). Ее принято называть бесконечно удаленной точкой  

(или просто точкой на бесконечности) и обозначать символом О. 

В первом примере, исключив из множества (2.3) точку (0, 2, 0), чья координата Z 

равна нулю, и отличную от бесконечно удаленной точки (0, 1, 0), получим эллиптическую 

кривую над полем K  = pF  = 3F  при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 2, a6 = 1: 

E = {(0, 1, 0), (0, 1, 1), (0, 1, 2), (0, 2, 1), (0, 2, 2), (1, 1, 1), (1, 1, 2), (1, 2, 1),  

(1, 2, 2), (2, 1, 1), (2, 1, 2), (2, 2, 1), (2, 2, 2)}   (2.10) 

мощности 13. 

Во втором примере исключим из множества (2.4) точки (0, 2, 0), (0, 3, 0) и (0, 4, 0), 

чьи координаты Z равны нулю, отличные от бесконечно удаленной точки (0, 1, 0),  

и в результате получим эллиптическую кривую над полем K  = pF  = 5F  при a1 = 0, a2 = 3, 

a3 = 4, a4 = 0, a6 = 3: 

E = {(0, 1, 0), (1, 0, 4), (1, 2, 1), (1, 3, 2), (1, 4, 1),  

(1, 4, 2), (1, 4, 4), (2, 0, 3), (2, 1, 4), (2, 3, 2), (2, 3, 3), (2, 3, 4), (2, 4, 2),  

(3, 0, 2), (3, 1, 3), (3, 2, 1), (3, 2, 2), (3, 2, 3), (3, 4, 1), (4, 0, 1), (4, 1, 1),  

(4, 1, 3), (4, 1, 4), (4, 2, 3), (4, 3, 4)}    (2.11) 

мощности 25. 
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В третьем примере, исключив из множества (2.5) точки (0, 2, 0), (0, 3, 0), (0, 4, 0), 

(0, 5, 0), (0, 6, 0), чьи координаты Z равны нулю, и отличные от бесконечно удаленной 

точки (0, 1, 0), получим эллиптическую кривую над полем K  = pF  = 7F  при a1 = 0, a2 = 0, 

a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3: 

E = {(0, 1, 0), (1, 0, 3), (1, 1, 6), (1, 2, 2), (1, 5, 2), (1, 6, 6), (2, 0, 6),  

(2, 2, 5), (2, 3, 4), (2, 4, 4), (2, 5, 5), (3, 0, 2), (3, 1, 6), (3, 3, 4), (3, 4, 4), (3, 6, 6),  

(4, 0, 5), (4, 1, 1), (4, 3, 3), (4, 4, 3), (4, 6, 1), (5, 0, 1), (5, 2, 2), (5, 3, 3), (5, 4, 3),  

(5, 5, 2), (6, 0, 4), (6, 1, 1), (6, 2, 5), (6, 5, 5), (6, 6, 1)}  (2.12) 

мощности 31. 

В четвертом примере, исключив из множества (2.6) точки (0, 2, 0), (0, 3, 0), (0, 4, 0), 

(0, 5, 0), (0, 6, 0), (0, 7, 0), (0, 8, 0), (0, 9, 0), (0, 10, 0), чьи координаты Z равны нулю,  

и отличные от бесконечно удаленной точки (0, 1, 0), получим эллиптическую кривую  

над полем K  = pF  = 11F  при a1 = 10, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4: 

E = {(0, 1, 0), (0, 1, 2), (0, 1, 4), (0, 2, 4), (0, 2, 8), (0, 3, 1), (0, 3, 6),  

(0, 4, 5), (0, 4, 8), (0, 5, 9), (0, 5, 10), (0, 6, 1), (0, 6, 2), (0, 7, 3),  

(0, 7, 6), (0, 8, 5), (0, 8, 10), (0, 9, 3), (0, 9, 7), (0, 10, 7), (0, 10, 9),  

(1, 0, 3), (1, 1, 2), (1, 3, 5), (1, 4, 1), (1, 5, 4), (1, 6, 1), (1, 6, 3),  

(1, 6, 10), (1, 7, 2), (1, 7, 9), (1, 8, 10), (1, 9, 9), (1, 10, 4), (1, 10, 5),  

(1, 10, 7), (2, 0, 6), (2, 1, 2), (2, 1, 6), (2, 1, 9), (2, 2, 4), (2, 3, 4),  

(2, 3, 7), (2, 5, 9), (2, 6, 10), (2, 7, 7), (2, 8, 2), (2, 9, 3), (2, 9, 8),  

(2, 9, 10), (2, 10, 8), (3, 0, 9), (3, 1, 3), (3, 2, 8), (3, 3, 6), (3, 4, 1),  

(3, 5, 5), (3, 7, 3), (3, 7, 8), (3, 7, 9), (3, 8, 1), (3, 8, 4), (3, 8, 10),  

(3, 9, 4), (3, 10, 5), (3, 10, 6), (4, 0, 1), (4, 1, 9), (4, 2, 1), (4, 2, 4),  

(4, 2, 7), (4, 3, 3), (4, 4, 8), (4, 5, 4), (4, 6, 3), (4, 6, 8), (4, 7, 5),  

(4, 7, 6), (4, 7, 9), (4, 9, 5), (4, 10, 7), (5, 0, 4), (5, 1, 1), (5, 2, 1),  

(5, 2, 10), (5, 3, 9), (5, 4, 3), (5, 5, 10), (5, 6, 2), (5, 6, 3), (5, 6, 9),  

(5, 7, 6), (5, 8, 4), (5, 8, 5), (5, 8, 6), (5, 9, 5), (6, 0, 7), (6, 2, 6),  

(6, 3, 5), (6, 3, 6), (6, 3, 7), (6, 4, 5), (6, 5, 2), (6, 5, 8), (6, 5, 9),  

(6, 6, 1), (6, 7, 8), (6, 8, 2), (6, 9, 1), (6, 9, 10), (6, 10, 10), (7, 0, 10),  

(7, 1, 4), (7, 2, 6), (7, 4, 2), (7, 4, 5), (7, 4, 6), (7, 5, 3), (7, 5, 8),  

(7, 6, 7), (7, 7, 3), (7, 8, 8), (7, 9, 4), (7, 9, 7), (7, 9, 10), (7, 10, 2),  

(8, 0, 2), (8, 1, 5), (8, 1, 6), (8, 2, 7), (8, 3, 1), (8, 3, 7), (8, 3, 10),  

(8, 4, 2), (8, 4, 3), (8, 4, 8), (8, 6, 6), (8, 7, 10), (8, 8, 5), (8, 9, 3),  

(8, 10, 8), (9, 0, 5), (9, 1, 3), (9, 2, 1), (9, 2, 3), (9, 2, 8), (9, 3, 9),  

(9, 4, 4), (9, 5, 1), (9, 6, 2), (9, 8, 4), (9, 8, 7), (9, 9, 7), (9, 10, 2),  

(9, 10, 5), (9, 10, 9), (10, 0, 8), (10, 1, 4), (10, 1, 6), (10, 1, 7),  

(10, 2, 2), (10, 3, 1), (10, 4, 2), (10, 4, 9), (10, 5, 1), (10, 5, 8),  

(10, 5, 10), (10, 6, 7), (10, 7, 10), (10, 8, 6), (10, 10, 9}     (2.13) 

мощности 171. 
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2.1.4. ЭЛЛИПТИЧЕСКАЯ КРИВАЯ (В АФФИННЫХ КООРДИНАТАХ) 

 

Для удобства, вместо длинной формы Вейерштрасса (2.2) часто пользуются  

аффинной (в криволинейных координатах) версией уравнения Вейерштрасса, которому 

удовлетворяет эллиптическая кривая:  

:E   
2Y + YXa1 + Ya3 =

3X + 2
2Xa + Xa4 + 6a ,   (2.14) 

где 1a , 2a , 3a , 4a , 6a    K .  

В данном (аффинном) случае K-рациональными точками (эллиптической кривой) 

являются решения уравнения в 
2K  и бесконечно удаленная точка О.  

Пусть в первом примере в качестве поля K  выступает поле вычетов по простому 

модулю p, обозначаемое символом pF  и пусть при этом p = 3. Установим, какие из эле-

ментов 
2K  = 2

pF  = pp FF   = 33 FF   = {0, 1, 2} × {0, 1, 2} = {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 

1), (1, 2), (2, 0), (2, 1), (2, 2)} удовлетворяют аффинной версии уравнения Вейерштрасса 

(2.14), например, при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 2, a6 = 1: 

(0, 0): 
2Y + YXa1 + Ya3 =

3X + 2
2Xa + Xa4 + 6a ,  

2Y + YX0 + Y0 =
3X + 20 X + X2 + 1, 

2Y =
3X + X2 + 1, 

20 = 30 + 02  + 1, 

0 = 1 (ЛОЖЬ), 

(0, 1): 
2Y =

3X + X2 + 1, 

21 = 30 + 02  + 1, 

1 = 1 (ИСТИНА), 

(0, 2): 
2Y =

3X + X2 + 1, 

22 = 30 + 02  + 1, 

4 (mod 3) = 1, 

1 = 1 (ИСТИНА), 

(1, 0): 
2Y =

3X + X2 + 1, 

20 =
31 + 12  + 1, 

0 = 1 + 2 + 1, 

0 = 4 (mod 3), 

0 = 1 (ЛОЖЬ), 

(1, 1): 
2Y =

3X + X2 + 1, 

21 =
31 + 12  + 1, 
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1 = 1 + 2 + 1, 

1 = 4 (mod 3), 

1 = 1 (ИСТИНА), 

(1, 2): 
2Y =

3X + X2 + 1, 

22 =
31 + 12  + 1, 

4 = 1 + 2 + 1, 

4 (mod 3) = 4 (mod 3), 

1 = 1 (ИСТИНА), 

(2, 0): 
2Y =

3X + X2 + 1, 

20 =
32 + 22  + 1, 

0 = 8 + 4 + 1, 

0 = 13 (mod 3), 

0 = 1 (ЛОЖЬ), 

(2, 1): 
2Y =

3X + X2 + 1, 

21 =
32 + 22  + 1, 

1 = 8 + 4 + 1, 

1 = 13 (mod 3), 

1 = 1 (ИСТИНА), 

(2, 2): 
2Y =

3X + X2 + 1, 

22 =
32 + 22  + 1, 

4 = 8 + 4 + 1, 

4 (mod 3) = 13 (mod 3), 

1 = 1 (ИСТИНА). 

Следовательно, в первом примере данного (аффинного) случая 3F -рациональными 

точками (эллиптической кривой) являются решения уравнения (2.14) в 2
3F  при a1 = 0,  

a2 = 0, a3 = 0, a4 = 2, a6 = 1: 

{(0, 1), (0, 2), (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}    (2.15) 

и бесконечно удаленная точка О.  

Если во втором примере в качестве поля K  выступает поле вычетов по простому 

модулю p = 5, то в этом (аффинном) случае 5F -рациональными точками (эллиптической 

кривой) являются решения уравнения (2.14) в 2
5F  = 55 FF   = {0, 1, 2, 3, 4} × {0, 1, 2, 3, 4} 

при a1 = 0, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 0, a6 = 3: 

{(1, 2), (1, 4), (3, 2), (3, 4), (4, 0), (4, 1)}    (2.16) 

и бесконечно удаленная точка О.  
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Пусть в третьем примере в качестве поля K  выступает поле вычетов по простому 

модулю p = 7. Тогда в данном (аффинном) случае 7F -рациональными точками (эллипти-

ческой кривой) являются решения уравнения (2.14) в 2
7F  = 77 FF   = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} ×  

× {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3: 

{(4, 1), (4, 6), (5, 0), (6, 1), (6, 6)}    (2.17) 

и бесконечно удаленная точка О.  

Если в четвертом примере в качестве поля K  выступает поле вычетов по простому 

модулю p = 11, то в этом (аффинном) случае 11F -рациональными точками (эллиптической 

кривой) являются решения уравнения (2.14) в 2
11F  = 1111 FF   = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} ×  

× {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} при a1 = 10, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4: 

{(0, 3), (0, 6), (1, 4), (1, 6), (3, 4), (3, 8), (4, 0), (4, 2), (5, 1), (5, 2), 

(6, 6), (6, 9), (8, 3), (9, 2), (9, 5), (10, 3), (10, 5)}    (2.18) 

и бесконечно удаленная точка О.  

Хотя большинство протоколов в криптографии используют эллиптическую кривую 

в аффинном виде, с точки зрения вычислений бывает удобно перейти к проективным  

координатам. Заметим, что такой переход достаточно легко осуществить, поскольку: 

– точка на бесконечности всегда переходит в бесконечно удаленную точку,  

как при переходе от аффинных координат к проективным, так и наоборот; 

– проективная точка (X, Y, Z) эллиптической кривой, отличная от бесконечно  

удаленной (Z ≠ 0), переходит в аффинную точку с координатами 




Z

X
, 





Z

Y
; 

–  для того, чтобы найти проективные координаты аффинной точки (X, Y) эллипти-

ческой кривой, не лежащей на бесконечности, достаточно выбрать значения 
*KZ    

и вычислить координаты проективной точки ( ZX  , ZY  , Z). 

Рассмотрим переход проективных точек (X, Y, Z) эллиптической кривой (в первом 

примере) над полем K  = pF  = 3F  при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 2, a6 = 1 (2.10), отличных  

от бесконечно удаленной точки (Z ≠ 0), в аффинные точки вида 




Z

X
, 





Z

Y
: 

(X, Y, Z) = (0, 1, 1) переходит в 




Z

X
, 





Z

Y
 = 





1

0
, 





1

1
 = (0, 1),  

(X, Y, Z) = (0, 1, 2) переходит в 




Z

X
, 





Z

Y
 = 





2

0
, 





2

1
 = (0, 1 ‧ 2–1 (mod 3)) = (0, 1 ‧ 2) = (0, 2), 

(X, Y, Z) = (0, 2, 1) переходит в 




Z

X
, 





Z

Y
 = 





1

0
, 





1

2
 = (0, 2), 

(X, Y, Z) = (0, 2, 2) переходит в 




Z

X
, 





Z

Y
 = 





2

0
, 





2

2
 = (0, 1), 
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(X, Y, Z) = (1, 1, 1) переходит в 




Z

X
, 





Z

Y
 = 





1

1
, 





1

1
 = (1, 1), 

(X, Y, Z) = (1, 1, 2) переходит в 




Z

X
, 





Z

Y
 = 





2

1
, 





2

1
 = (1 ‧ 2–1 (mod 3), 1 ‧ 2–1 (mod 3)) =  

= (1 ‧ 2, 1 ‧ 2) = (2, 2), 

(X, Y, Z) = (1, 2, 1) переходит в 




Z

X
, 





Z

Y
 = 





1

1
, 





1

2
 = (1, 2), 

(X, Y, Z) = (1, 2, 2) переходит в 




Z

X
, 





Z

Y
 = 





2

1
, 





2

2
 = (1 ‧ 2–1 (mod 3), 1) = (1 ‧ 2, 1) = (2, 1), 

(X, Y, Z) = (2, 1, 1) переходит в 




Z

X
, 





Z

Y
 = 





1

2
, 





1

1
 = (2, 1), 

(X, Y, Z) = (2, 1, 2) переходит в 




Z

X
, 





Z

Y
 = 





2

2
, 





2

1
 = (1, 1 ‧ 2–1 (mod 3)) = (1, 1 ‧ 2) = (1, 2), 

(X, Y, Z) = (2, 2, 1) переходит в 




Z

X
, 





Z

Y
 = 





1

2
, 





1

2
 = (2, 2), 

(X, Y, Z) = (2, 2, 2) переходит в 




Z

X
, 





Z

Y
 = 





2

2
, 





2

2
 = (1, 1). 

Обобщая рассмотренные переходы проективных точек вида (X, Y, Z) эллиптической 

кривой (в первом примере) над полем K  = pF  = 3F  при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 2, a6 = 1 

(2.10), отличных от бесконечно удаленной точки (Z ≠ 0), в аффинные точки вида 




Z

X
, 





Z

Y
 

имеем: 

(0, 1, 1) и (0, 2, 2) переходят в (0, 1),  

(0, 1, 2) и (0, 2, 1) переходят в (0, 2), 

(1, 1, 1) и (2, 2, 2) переходят в (1, 1), 

(1, 1, 2) и (2, 2, 1) переходят в (2, 2), 

(1, 2, 1) и (2, 1, 2) переходят в (1, 2), 

(1, 2, 2) и (2, 1, 1) переходят в (2, 1). 

Представим переход проективных точек (X, Y, Z) эллиптической кривой (во втором 

примере) над полем K  = pF  = 5F  при a1 = 0, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 0, a6 = 3 (2.11), отличных  

от бесконечно удаленной точки (Z ≠ 0), в аффинные точки 




Z

X
, 





Z

Y
: 

(1, 0, 4), (2, 0, 3), (3, 0, 2), (4, 0, 1) переходят в (4, 0), 

(1, 2, 1), (2, 4, 2), (3, 1, 3), (4, 3, 4) переходят в (1, 2), 

(1, 3, 2), (2, 1, 4), (3, 4, 1), (4, 2, 3) переходят в (3, 4), 

(1, 4, 1), (2, 3, 2), (3, 2, 3), (4, 1, 4) переходят в (1, 4), 
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(1, 4, 2), (2, 3, 4), (3, 2, 1), (4, 1, 3) переходят в (3, 2), 

(1, 4, 4), (2, 3, 3), (3, 2, 2), (4, 1, 1) переходят в (4, 1). 

Представим переход проективных точек (X, Y, Z) эллиптической кривой (в третьем 

примере) над полем K  = pF  = 7F  при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3 (2.12), отличных  

от бесконечно удаленной точки (Z ≠ 0), в аффинные точки 




Z

X
, 





Z

Y
: 

(1, 0, 3), (2, 0, 6), (3, 0, 2), (4, 0, 5), (5, 0, 1), (6, 0, 4) переходят в (5, 0),  

(1, 1, 6), (2, 2, 5), (3, 3, 4), (4, 4, 3), (5, 5, 2), (6, 6, 1) переходят в (6, 6),  

(1, 2, 2), (2, 4, 4), (3, 6, 6), (4, 1, 1), (5, 3, 3), (6, 5, 5) переходят в (4, 1),  

(1, 5, 2), (2, 3, 4), (3, 1, 6), (4, 6, 1), (5, 4, 3), (6, 2, 5) переходят в (4, 6),  

(1, 6, 6), (2, 5, 5), (3, 4, 4), (4, 3, 3), (5, 2, 2), (6, 1, 1) переходят в (6, 1).  

Представим переход проективных точек (X, Y, Z) эллиптической кривой (в четвер-

том примере) над полем K  = pF  = 11F  при a1 = 10, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4 (2.13),  

отличных от бесконечно удаленной точки (Z ≠ 0), в аффинные точки 




Z

X
, 





Z

Y
: 

(0, 1, 2) (0, 2, 4) (0, 3, 6) (0, 4, 8) (0, 5, 10) (0, 6, 1) (0, 7, 3) (0, 8, 5) (0, 9, 7) (0, 10, 9)  

переходят в (0, 6),  

(0, 1, 4) (0, 2, 8) (0, 3, 1) (0, 4, 5) (0, 5, 9) (0, 6, 2) (0, 7, 6) (0, 8, 10) (0, 9, 3) (0, 10, 7)  

переходят в (0, 3),  

(1, 0, 3) (2, 0, 6) (3, 0, 9) (4, 0, 1) (5, 0, 4) (6, 0, 7) (7, 0, 10) (8, 0, 2) (9, 0, 5) (10, 0, 8)  

переходят в (4, 0),  

(1, 1, 2) (2, 2, 4) (3, 3, 6) (4, 4, 8) (5, 5, 10) (6, 6, 1) (7, 7, 3) (8, 8, 5) (9, 9, 7) (10, 10, 9)  

переходят в (6, 6),  

(1, 3, 5) (2, 6, 10) (3, 9, 4) (4, 1, 9) (5, 4, 3) (6, 7, 8) (7, 10, 2) (8, 2, 7) (9, 5, 1) (10, 8, 6)  

переходят в (9, 5),  

(1, 4, 1) (2, 8, 2) (3, 1, 3) (4, 5, 4) (5, 9, 5) (6, 2, 6) (7, 6, 7) (8, 10, 8) (9, 3, 9) (10, 7, 10)  

переходят в (1, 4),  

(1, 5, 4) (2, 10, 8) (3, 4, 1) (4, 9, 5) (5, 3, 9) (6, 8, 2) (7, 2, 6) (8, 7, 10) (9, 1, 3) (10, 6, 7)  

переходят в (3, 4),  

(1, 6, 1) (2, 1, 2) (3, 7, 3) (4, 2, 4) (5, 8, 5) (6, 3, 6) (7, 9, 7) (8, 4, 8) (9, 10, 9) (10, 5, 10)  

переходят в (1, 6),  

(1, 6, 3) (2, 1, 6) (3, 7, 9) (4, 2, 1) (5, 8, 4) (6, 3, 7) (7, 9, 10) (8, 4, 2) (9, 10, 5) (10, 5, 8)  

переходят в (4, 2),  

(1, 6, 10) (2, 1, 9) (3, 7, 8) (4, 2, 7) (5, 8, 6) (6, 3, 5) (7, 9, 4) (8, 4, 3) (9, 10, 2) (10, 5, 1)  

переходят в (10, 5),  

(1, 7, 2) (2, 3, 4) (3, 10, 6) (4, 6, 8) (5, 2, 10) (6, 9, 1) (7, 5, 3) (8, 1, 5) (9, 8, 7) (10, 4, 9)  

переходят в (6, 9),  
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(1, 7, 9) (2, 3, 7) (3, 10, 5) (4, 6, 3) (5, 2, 1) (6, 9, 10) (7, 5, 8) (8, 1, 6) (9, 8, 4) (10, 4, 2)  

переходят в (5, 2),  

(1, 8, 10) (2, 5, 9) (3, 2, 8) (4, 10, 7) (5, 7, 6) (6, 4, 5) (7, 1, 4) (8, 9, 3) (9, 6, 2) (10, 3, 1)  

переходят в (10, 3),  

(1, 9, 9) (2, 7, 7) (3, 5, 5) (4, 3, 3) (5, 1, 1) (6, 10, 10) (7, 8, 8) (8, 6, 6) (9, 4, 4) (10, 2, 2)  

переходят в (5, 1),  

(1, 10, 4) (2, 9, 8) (3, 8, 1) (4, 7, 5) (5, 6, 9) (6, 5, 2) (7, 4, 6) (8, 3, 10) (9, 2, 3) (10, 1, 7)  

переходят в (3, 8),  

(1, 10, 5) (2, 9, 10) (3, 8, 4) (4, 7, 9) (5, 6, 3) (6, 5, 8) (7, 4, 2) (8, 3, 7) (9, 2, 1) (10, 1, 6)  

переходят в (9, 2),  

(1, 10, 7) (2, 9, 3) (3, 8, 10) (4, 7, 6) (5, 6, 2) (6, 5, 9) (7, 4, 5) (8, 3, 1) (9, 2, 8) (10, 1, 4)  

переходят в (8, 3). 

Рассмотрим поиск проективных координат (X, Y, Z) эллиптической кривой  

(в первом примере) над полем K  = pF  = 3F  при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 2, a6 = 1  

по известным аффинным точкам (X, Y), не лежащим на бесконечности (2.15). Для этого 

выберем значения 
*KZ  = *

pF = *
3F  = {0, 1, 2}\{0} = {1, 2} и вычислим координаты про-

ективных точек ( ZX  , ZY  , Z): 

(X, Y) = (0, 1), Z = 1: ( ZX  , ZY  , Z) = (0 ‧ 1, 1 ‧ 1, 1) = (0, 1, 1), 

(X, Y) = (0, 1), Z = 2: ( ZX  , ZY  , Z) = (0 ‧ 2, 1 ‧ 2, 2) = (0, 2, 2), 

(X, Y) = (0, 2), Z = 1: ( ZX  , ZY  , Z) = (0 ‧ 1, 2 ‧ 1, 1) = (0, 2, 1), 

(X, Y) = (0, 2), Z = 2: ( ZX  , ZY  , Z) = (0 ‧ 2, 2 ‧ 2 (mod 3), 2) = (0, 4 (mod 3), 2) = (0, 1, 2), 

(X, Y) = (1, 1), Z = 1: ( ZX  , ZY  , Z) = (1 ‧ 1, 1 ‧ 1, 1) = (1, 1, 1), 

(X, Y) = (1, 1), Z = 2: ( ZX  , ZY  , Z) = (1 ‧ 2, 1 ‧ 2, 2) = (2, 2, 2), 

(X, Y) = (1, 2), Z = 1: ( ZX  , ZY  , Z) = (1 ‧ 1, 2 ‧ 1, 1) = (1, 2, 1), 

(X, Y) = (1, 2), Z = 2: ( ZX  , ZY  , Z) = (1 ‧ 2, 2 ‧ 2 (mod 3), 2) = (2, 4 (mod 3), 2) = (2, 1, 2), 

(X, Y) = (2, 1), Z = 1: ( ZX  , ZY  , Z) = (2 ‧ 1, 1 ‧ 1, 1) = (2, 1, 1), 

(X, Y) = (2, 1), Z = 2: ( ZX  , ZY  , Z) = (2 ‧ 2 (mod 3), 1 ‧ 2, 2) = (4 (mod 3), 2, 2) = (1, 2, 2), 

(X, Y) = (2, 2), Z = 1: ( ZX  , ZY  , Z) = (2 ‧ 1, 2 ‧ 1, 1) = (2, 2, 1), 

(X, Y) = (2, 2), Z = 2: ( ZX  , ZY  , Z) = (2 ‧ 2 (mod 3), 2 ‧ 2 (mod 3), 2) =  

= (4 (mod 3), 4 (mod 3), 2) = (1, 1, 2). 

Представим (во втором примере) переход аффинных точек (X, Y), не лежащих  

на бесконечности (2.16), эллиптической кривой над полем K  = pF  = 5F  при a1 = 0, a2 = 3, 

a3 = 4, a4 = 0, a6 = 3 в проективные, осуществленный путем выбора значений  

*KZ  = *
pF = *

5F  = {0, 1, 2, 3, 4}\{0} = {1, 2, 3, 4} и вычисления координат проективных 

точек ( ZX  , ZY  , Z): 

(X, Y) = (1, 2), Z = 1: (1, 2) переходит в (1, 2, 1),  
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(X, Y) = (1, 2), Z = 2: (1, 2) переходит в (2, 4, 2),  

(X, Y) = (1, 2), Z = 3: (1, 2) переходит в (3, 1, 3),  

(X, Y) = (1, 2), Z = 4: (1, 2) переходит в (4, 3, 4),  

(X, Y) = (1, 4), Z = 1: (1, 4) переходит в (1, 4, 1),  

(X, Y) = (1, 4), Z = 2: (1, 4) переходит в (2, 3, 2),  

(X, Y) = (1, 4), Z = 3: (1, 4) переходит в (3, 2, 3),  

(X, Y) = (1, 4), Z = 4: (1, 4) переходит в (4, 1, 4),  

(X, Y) = (3, 2), Z = 1: (3, 2) переходит в (3, 2, 1),  

(X, Y) = (3, 2), Z = 2: (3, 2) переходит в (1, 4, 2),  

(X, Y) = (3, 2), Z = 3: (3, 2) переходит в (4, 1, 3),  

(X, Y) = (3, 2), Z = 4: (3, 2) переходит в (2, 3, 4),  

(X, Y) = (3, 4), Z = 1: (3, 4) переходит в (3, 4, 1),  

(X, Y) = (3, 4), Z = 2: (3, 4) переходит в (1, 3, 2),  

(X, Y) = (3, 4), Z = 3: (3, 4) переходит в (4, 2, 3),  

(X, Y) = (3, 4), Z = 4: (3, 4) переходит в (2, 1, 4),  

(X, Y) = (4, 0), Z = 1: (4, 0) переходит в (4, 0, 1),  

(X, Y) = (4, 0), Z = 2: (4, 0) переходит в (3, 0, 2),  

(X, Y) = (4, 0), Z = 3: (4, 0) переходит в (2, 0, 3),  

(X, Y) = (4, 0), Z = 4: (4, 0) переходит в (1, 0, 4),  

(X, Y) = (4, 1), Z = 1: (4, 1) переходит в (4, 1, 1),  

(X, Y) = (4, 1), Z = 2: (4, 1) переходит в (3, 2, 2),  

(X, Y) = (4, 1), Z = 3: (4, 1) переходит в (2, 3, 3),  

(X, Y) = (4, 1), Z = 4: (4, 1) переходит в (1, 4, 4).  

В третьем примере представим переход аффинных точек (X, Y), не лежащих на бес-

конечности (2.17), эллиптической кривой над полем K  = pF  = 7F  при a1 = 0, a2 = 0,  

a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3 в проективные, осуществленный путем выбора значений 
*KZ  = *

pF =  

= *
7F  = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} \ {0} = {1, 2, 3, 4, 5, 6} и вычисления координат проективных  

точек ( ZX  , ZY  , Z): 

(X, Y) = (4, 1), Z = 1: (4, 1) переходит в (4, 1, 1),  

(X, Y) = (4, 1), Z = 2: (4, 1) переходит в (1, 2, 2),  

(X, Y) = (4, 1), Z = 3: (4, 1) переходит в (5, 3, 3),  

(X, Y) = (4, 1), Z = 4: (4, 1) переходит в (2, 4, 4),  

(X, Y) = (4, 1), Z = 5: (4, 1) переходит в (6, 5, 5),  

(X, Y) = (4, 1), Z = 6: (4, 1) переходит в (3, 6, 6),  

(X, Y) = (4, 6), Z = 1: (4, 6) переходит в (4, 6, 1),  

(X, Y) = (4, 6), Z = 2: (4, 6) переходит в (1, 5, 2),  
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(X, Y) = (4, 6), Z = 3: (4, 6) переходит в (5, 4, 3),  

(X, Y) = (4, 6), Z = 4: (4, 6) переходит в (2, 3, 4),  

(X, Y) = (4, 6), Z = 5: (4, 6) переходит в (6, 2, 5),  

(X, Y) = (4, 6), Z = 6: (4, 6) переходит в (3, 1, 6),  

(X, Y) = (5, 0), Z = 1: (5, 0) переходит в (5, 0, 1),  

(X, Y) = (5, 0), Z = 2: (5, 0) переходит в (3, 0, 2),  

(X, Y) = (5, 0), Z = 3: (5, 0) переходит в (1, 0, 3),  

(X, Y) = (5, 0), Z = 4: (5, 0) переходит в (6, 0, 4),  

(X, Y) = (5, 0), Z = 5: (5, 0) переходит в (4, 0, 5),  

(X, Y) = (5, 0), Z = 6: (5, 0) переходит в (2, 0, 6),  

(X, Y) = (6, 1), Z = 1: (6, 1) переходит в (6, 1, 1),  

(X, Y) = (6, 1), Z = 2: (6, 1) переходит в (5, 2, 2),  

(X, Y) = (6, 1), Z = 3: (6, 1) переходит в (4, 3, 3),  

(X, Y) = (6, 1), Z = 4: (6, 1) переходит в (3, 4, 4),  

(X, Y) = (6, 1), Z = 5: (6, 1) переходит в (2, 5, 5),  

(X, Y) = (6, 1), Z = 6: (6, 1) переходит в (1, 6, 6),  

(X, Y) = (6, 6), Z = 1: (6, 6) переходит в (6, 6, 1),  

(X, Y) = (6, 6), Z = 2: (6, 6) переходит в (5, 5, 2),  

(X, Y) = (6, 6), Z = 3: (6, 6) переходит в (4, 4, 3),  

(X, Y) = (6, 6), Z = 4: (6, 6) переходит в (3, 3, 4),  

(X, Y) = (6, 6), Z = 5: (6, 6) переходит в (2, 2, 5),  

(X, Y) = (6, 6), Z = 6: (6, 6) переходит в (1, 1, 6).  

В четвертом примере представим переход аффинных точек (X, Y), не лежащих  

на бесконечности (2.18), эллиптической кривой над полем K  = pF  = 11F  при a1 = 10,  

a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4 в проективные, осуществленный путем выбора значений 

*KZ  = *
pF = *

11F  = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} \ {0} = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}  

и вычисления координат проективных точек ( ZX  , ZY  , Z): 

(X, Y) = (0, 3), Z = 1: (0, 3) переходит в (0, 3, 1),  

(X, Y) = (0, 3), Z = 2: (0, 3) переходит в (0, 6, 2),  

(X, Y) = (0, 3), Z = 3: (0, 3) переходит в (0, 9, 3),  

(X, Y) = (0, 3), Z = 4: (0, 3) переходит в (0, 1, 4),  

(X, Y) = (0, 3), Z = 5: (0, 3) переходит в (0, 4, 5),  

(X, Y) = (0, 3), Z = 6: (0, 3) переходит в (0, 7, 6),  

(X, Y) = (0, 3), Z = 7: (0, 3) переходит в (0, 10, 7),  

(X, Y) = (0, 3), Z = 8: (0, 3) переходит в (0, 2, 8),  

(X, Y) = (0, 3), Z = 9: (0, 3) переходит в (0, 5, 9),  

(X, Y) = (0, 3), Z = 10: (0, 3) переходит в (0, 8, 10),  
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(X, Y) = (0, 6), Z = 1: (0, 6) переходит в (0, 6, 1),  

(X, Y) = (0, 6), Z = 2: (0, 6) переходит в (0, 1, 2),  

(X, Y) = (0, 6), Z = 3: (0, 6) переходит в (0, 7, 3),  

(X, Y) = (0, 6), Z = 4: (0, 6) переходит в (0, 2, 4),  

(X, Y) = (0, 6), Z = 5: (0, 6) переходит в (0, 8, 5),  

(X, Y) = (0, 6), Z = 6: (0, 6) переходит в (0, 3, 6),  

(X, Y) = (0, 6), Z = 7: (0, 6) переходит в (0, 9, 7),  

(X, Y) = (0, 6), Z = 8: (0, 6) переходит в (0, 4, 8),  

(X, Y) = (0, 6), Z = 9: (0, 6) переходит в (0, 10, 9),  

(X, Y) = (0, 6), Z = 10: (0, 6) переходит в (0, 5, 10),  

(X, Y) = (1, 4), Z = 1: (1, 4) переходит в (1, 4, 1),  

(X, Y) = (1, 4), Z = 2: (1, 4) переходит в (2, 8, 2),  

(X, Y) = (1, 4), Z = 3: (1, 4) переходит в (3, 1, 3),  

(X, Y) = (1, 4), Z = 4: (1, 4) переходит в (4, 5, 4),  

(X, Y) = (1, 4), Z = 5: (1, 4) переходит в (5, 9, 5),  

(X, Y) = (1, 4), Z = 6: (1, 4) переходит в (6, 2, 6),  

(X, Y) = (1, 4), Z = 7: (1, 4) переходит в (7, 6, 7),  

(X, Y) = (1, 4), Z = 8: (1, 4) переходит в (8, 10, 8),  

(X, Y) = (1, 4), Z = 9: (1, 4) переходит в (9, 3, 9),  

(X, Y) = (1, 4), Z = 10: (1, 4) переходит в (10, 7, 10),  

(X, Y) = (1, 6), Z = 1: (1, 6) переходит в (1, 6, 1),  

(X, Y) = (1, 6), Z = 2: (1, 6) переходит в (2, 1, 2),  

(X, Y) = (1, 6), Z = 3: (1, 6) переходит в (3, 7, 3),  

(X, Y) = (1, 6), Z = 4: (1, 6) переходит в (4, 2, 4),  

(X, Y) = (1, 6), Z = 5: (1, 6) переходит в (5, 8, 5),  

(X, Y) = (1, 6), Z = 6: (1, 6) переходит в (6, 3, 6),  

(X, Y) = (1, 6), Z = 7: (1, 6) переходит в (7, 9, 7),  

(X, Y) = (1, 6), Z = 8: (1, 6) переходит в (8, 4, 8),  

(X, Y) = (1, 6), Z = 9: (1, 6) переходит в (9, 10, 9),  

(X, Y) = (1, 6), Z = 10: (1, 6) переходит в (10, 5, 10),  

(X, Y) = (3, 4), Z = 1: (3, 4) переходит в (3, 4, 1),  

(X, Y) = (3, 4), Z = 2: (3, 4) переходит в (6, 8, 2),  

(X, Y) = (3, 4), Z = 3: (3, 4) переходит в (9, 1, 3),  

(X, Y) = (3, 4), Z = 4: (3, 4) переходит в (1, 5, 4),  

(X, Y) = (3, 4), Z = 5: (3, 4) переходит в (4, 9, 5),  

(X, Y) = (3, 4), Z = 6: (3, 4) переходит в (7, 2, 6),  

(X, Y) = (3, 4), Z = 7: (3, 4) переходит в (10, 6, 7),  
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(X, Y) = (3, 4), Z = 8: (3, 4) переходит в (2, 10, 8),  

(X, Y) = (3, 4), Z = 9: (3, 4) переходит в (5, 3, 9),  

(X, Y) = (3, 4), Z = 10: (3, 4) переходит в (8, 7, 10),  

(X, Y) = (3, 8), Z = 1: (3, 8) переходит в (3, 8, 1),  

(X, Y) = (3, 8), Z = 2: (3, 8) переходит в (6, 5, 2),  

(X, Y) = (3, 8), Z = 3: (3, 8) переходит в (9, 2, 3),  

(X, Y) = (3, 8), Z = 4: (3, 8) переходит в (1, 10, 4),  

(X, Y) = (3, 8), Z = 5: (3, 8) переходит в (4, 7, 5),  

(X, Y) = (3, 8), Z = 6: (3, 8) переходит в (7, 4, 6),  

(X, Y) = (3, 8), Z = 7: (3, 8) переходит в (10, 1, 7),  

(X, Y) = (3, 8), Z = 8: (3, 8) переходит в (2, 9, 8),  

(X, Y) = (3, 8), Z = 9: (3, 8) переходит в (5, 6, 9),  

(X, Y) = (3, 8), Z = 10: (3, 8) переходит в (8, 3, 10),  

(X, Y) = (4, 0), Z = 1: (4, 0) переходит в (4, 0, 1),  

(X, Y) = (4, 0), Z = 2: (4, 0) переходит в (8, 0, 2),  

(X, Y) = (4, 0), Z = 3: (4, 0) переходит в (1, 0, 3),  

(X, Y) = (4, 0), Z = 4: (4, 0) переходит в (5, 0, 4),  

(X, Y) = (4, 0), Z = 5: (4, 0) переходит в (9, 0, 5),  

(X, Y) = (4, 0), Z = 6: (4, 0) переходит в (2, 0, 6),  

(X, Y) = (4, 0), Z = 7: (4, 0) переходит в (6, 0, 7),  

(X, Y) = (4, 0), Z = 8: (4, 0) переходит в (10, 0, 8),  

(X, Y) = (4, 0), Z = 9: (4, 0) переходит в (3, 0, 9),  

(X, Y) = (4, 0), Z = 10: (4, 0) переходит в (7, 0, 10),  

(X, Y) = (4, 2), Z = 1: (4, 2) переходит в (4, 2, 1),  

(X, Y) = (4, 2), Z = 2: (4, 2) переходит в (8, 4, 2),  

(X, Y) = (4, 2), Z = 3: (4, 2) переходит в (1, 6, 3),  

(X, Y) = (4, 2), Z = 4: (4, 2) переходит в (5, 8, 4),  

(X, Y) = (4, 2), Z = 5: (4, 2) переходит в (9, 10, 5),  

(X, Y) = (4, 2), Z = 6: (4, 2) переходит в (2, 1, 6),  

(X, Y) = (4, 2), Z = 7: (4, 2) переходит в (6, 3, 7),  

(X, Y) = (4, 2), Z = 8: (4, 2) переходит в (10, 5, 8),  

(X, Y) = (4, 2), Z = 9: (4, 2) переходит в (3, 7, 9),  

(X, Y) = (4, 2), Z = 10: (4, 2) переходит в (7, 9, 10),  

(X, Y) = (5, 1), Z = 1: (5, 1) переходит в (5, 1, 1),  

(X, Y) = (5, 1), Z = 2: (5, 1) переходит в (10, 2, 2),  

(X, Y) = (5, 1), Z = 3: (5, 1) переходит в (4, 3, 3),  

(X, Y) = (5, 1), Z = 4: (5, 1) переходит в (9, 4, 4),  
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(X, Y) = (5, 1), Z = 5: (5, 1) переходит в (3, 5, 5),  

(X, Y) = (5, 1), Z = 6: (5, 1) переходит в (8, 6, 6),  

(X, Y) = (5, 1), Z = 7: (5, 1) переходит в (2, 7, 7),  

(X, Y) = (5, 1), Z = 8: (5, 1) переходит в (7, 8, 8),  

(X, Y) = (5, 1), Z = 9: (5, 1) переходит в (1, 9, 9),  

(X, Y) = (5, 1), Z = 10: (5, 1) переходит в (6, 10, 10),  

(X, Y) = (5, 2), Z = 1: (5, 2) переходит в (5, 2, 1),  

(X, Y) = (5, 2), Z = 2: (5, 2) переходит в (10, 4, 2),  

(X, Y) = (5, 2), Z = 3: (5, 2) переходит в (4, 6, 3),  

(X, Y) = (5, 2), Z = 4: (5, 2) переходит в (9, 8, 4),  

(X, Y) = (5, 2), Z = 5: (5, 2) переходит в (3, 10, 5),  

(X, Y) = (5, 2), Z = 6: (5, 2) переходит в (8, 1, 6),  

(X, Y) = (5, 2), Z = 7: (5, 2) переходит в (2, 3, 7),  

(X, Y) = (5, 2), Z = 8: (5, 2) переходит в (7, 5, 8),  

(X, Y) = (5, 2), Z = 9: (5, 2) переходит в (1, 7, 9),  

(X, Y) = (5, 2), Z = 10: (5, 2) переходит в (6, 9, 10),  

(X, Y) = (6, 6), Z = 1: (6, 6) переходит в (6, 6, 1),  

(X, Y) = (6, 6), Z = 2: (6, 6) переходит в (1, 1, 2),  

(X, Y) = (6, 6), Z = 3: (6, 6) переходит в (7, 7, 3),  

(X, Y) = (6, 6), Z = 4: (6, 6) переходит в (2, 2, 4),  

(X, Y) = (6, 6), Z = 5: (6, 6) переходит в (8, 8, 5),  

(X, Y) = (6, 6), Z = 6: (6, 6) переходит в (3, 3, 6),  

(X, Y) = (6, 6), Z = 7: (6, 6) переходит в (9, 9, 7),  

(X, Y) = (6, 6), Z = 8: (6, 6) переходит в (4, 4, 8),  

(X, Y) = (6, 6), Z = 9: (6, 6) переходит в (10, 10, 9),  

(X, Y) = (6, 6), Z = 10: (6, 6) переходит в (5, 5, 10),  

(X, Y) = (6, 9), Z = 1: (6, 9) переходит в (6, 9, 1),  

(X, Y) = (6, 9), Z = 2: (6, 9) переходит в (1, 7, 2),  

(X, Y) = (6, 9), Z = 3: (6, 9) переходит в (7, 5, 3),  

(X, Y) = (6, 9), Z = 4: (6, 9) переходит в (2, 3, 4),  

(X, Y) = (6, 9), Z = 5: (6, 9) переходит в (8, 1, 5),  

(X, Y) = (6, 9), Z = 6: (6, 9) переходит в (3, 10, 6),  

(X, Y) = (6, 9), Z = 7: (6, 9) переходит в (9, 8, 7),  

(X, Y) = (6, 9), Z = 8: (6, 9) переходит в (4, 6, 8),  

(X, Y) = (6, 9), Z = 9: (6, 9) переходит в (10, 4, 9),  

(X, Y) = (6, 9), Z = 10: (6, 9) переходит в (5, 2, 10),  

(X, Y) = (8, 3), Z = 1: (8, 3) переходит в (8, 3, 1),  
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(X, Y) = (8, 3), Z = 2: (8, 3) переходит в (5, 6, 2),  

(X, Y) = (8, 3), Z = 3: (8, 3) переходит в (2, 9, 3),  

(X, Y) = (8, 3), Z = 4: (8, 3) переходит в (10, 1, 4),  

(X, Y) = (8, 3), Z = 5: (8, 3) переходит в (7, 4, 5),  

(X, Y) = (8, 3), Z = 6: (8, 3) переходит в (4, 7, 6),  

(X, Y) = (8, 3), Z = 7: (8, 3) переходит в (1, 10, 7),  

(X, Y) = (8, 3), Z = 8: (8, 3) переходит в (9, 2, 8),  

(X, Y) = (8, 3), Z = 9: (8, 3) переходит в (6, 5, 9),  

(X, Y) = (8, 3), Z = 10: (8, 3) переходит в (3, 8, 10),  

(X, Y) = (9, 2), Z = 1: (9, 2) переходит в (9, 2, 1),  

(X, Y) = (9, 2), Z = 2: (9, 2) переходит в (7, 4, 2),  

(X, Y) = (9, 2), Z = 3: (9, 2) переходит в (5, 6, 3),  

(X, Y) = (9, 2), Z = 4: (9, 2) переходит в (3, 8, 4),  

(X, Y) = (9, 2), Z = 5: (9, 2) переходит в (1, 10, 5),  

(X, Y) = (9, 2), Z = 6: (9, 2) переходит в (10, 1, 6),  

(X, Y) = (9, 2), Z = 7: (9, 2) переходит в (8, 3, 7),  

(X, Y) = (9, 2), Z = 8: (9, 2) переходит в (6, 5, 8),  

(X, Y) = (9, 2), Z = 9: (9, 2) переходит в (4, 7, 9),  

(X, Y) = (9, 2), Z = 10: (9, 2) переходит в (2, 9, 10),  

(X, Y) = (9, 5), Z = 1: (9, 5) переходит в (9, 5, 1),  

(X, Y) = (9, 5), Z = 2: (9, 5) переходит в (7, 10, 2),  

(X, Y) = (9, 5), Z = 3: (9, 5) переходит в (5, 4, 3),  

(X, Y) = (9, 5), Z = 4: (9, 5) переходит в (3, 9, 4),  

(X, Y) = (9, 5), Z = 5: (9, 5) переходит в (1, 3, 5),  

(X, Y) = (9, 5), Z = 6: (9, 5) переходит в (10, 8, 6),  

(X, Y) = (9, 5), Z = 7: (9, 5) переходит в (8, 2, 7),  

(X, Y) = (9, 5), Z = 8: (9, 5) переходит в (6, 7, 8),  

(X, Y) = (9, 5), Z = 9: (9, 5) переходит в (4, 1, 9),  

(X, Y) = (9, 5), Z = 10: (9, 5) переходит в (2, 6, 10),  

(X, Y) = (10, 3), Z = 1: (10, 3) переходит в (10, 3, 1),  

(X, Y) = (10, 3), Z = 2: (10, 3) переходит в (9, 6, 2),  

(X, Y) = (10, 3), Z = 3: (10, 3) переходит в (8, 9, 3),  

(X, Y) = (10, 3), Z = 4: (10, 3) переходит в (7, 1, 4),  

(X, Y) = (10, 3), Z = 5: (10, 3) переходит в (6, 4, 5),  

(X, Y) = (10, 3), Z = 6: (10, 3) переходит в (5, 7, 6),  

(X, Y) = (10, 3), Z = 7: (10, 3) переходит в (4, 10, 7),  

(X, Y) = (10, 3), Z = 8: (10, 3) переходит в (3, 2, 8),  
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(X, Y) = (10, 3), Z = 9: (10, 3) переходит в (2, 5, 9),  

(X, Y) = (10, 3), Z = 10: (10, 3) переходит в (1, 8, 10),  

(X, Y) = (10, 5), Z = 1: (10, 5) переходит в (10, 5, 1),  

(X, Y) = (10, 5), Z = 2: (10, 5) переходит в (9, 10, 2),  

(X, Y) = (10, 5), Z = 3: (10, 5) переходит в (8, 4, 3),  

(X, Y) = (10, 5), Z = 4: (10, 5) переходит в (7, 9, 4),  

(X, Y) = (10, 5), Z = 5: (10, 5) переходит в (6, 3, 5),  

(X, Y) = (10, 5), Z = 6: (10, 5) переходит в (5, 8, 6),  

(X, Y) = (10, 5), Z = 7: (10, 5) переходит в (4, 2, 7),  

(X, Y) = (10, 5), Z = 8: (10, 5) переходит в (3, 7, 8),  

(X, Y) = (10, 5), Z = 9: (10, 5) переходит в (2, 1, 9),  

(X, Y) = (10, 5), Z = 10: (10, 5) переходит в (1, 6, 10).  

Иногда в дальнейшем нам будет удобнее пользоваться слегка модифицированной 

формой проективной плоскости, когда проективные координаты (X, Y, Z) представляют 

аффинную точку )/,/( 32 ZYZX .  

Рассмотрим представление проективными точками вида (X, Y, Z) модифицирован-

ной формы проективной плоскости (в первом примере) над полем K  = pF  = 3F   

при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 2, a6 = 1 (2.10), отличными от бесконечно удаленной точки  

(Z ≠ 0), аффинных точек вида )/,/( 32 ZYZX : 

(X, Y, Z) = (0, 1, 1) представляет )/,/( 32 ZYZX  = )1/1,1/0( 32  = (0 / 1, 1 / 1) = (0, 1),  

(X, Y, Z) = (0, 1, 2) представляет )/,/( 32 ZYZX  = )2/1,2/0( 32  = (0, 1 / 8 (mod 3)) =  

 = (0, 1 / 2) = (0, 1 ‧ 2–1 (mod 3)) = (0, 1 ‧ 2) = (0, 2), 

(X, Y, Z) = (0, 2, 1) представляет )/,/( 32 ZYZX  = )1/2,1/0( 32  = (0 / 1, 2 / 1) = (0, 2), 

(X, Y, Z) = (0, 2, 2) представляет )/,/( 32 ZYZX  = )2/2,2/0( 32  = (0, 2 / 8 (mod 3)) =  

           = (0, 2 / 2) = (0, 2 ‧ 2–1 (mod 3)) = (0, 2 ‧ 2 (mod 3)) = (0, 4 (mod 3)) = (0, 1), 

(X, Y, Z) = (1, 1, 1) представляет )/,/( 32 ZYZX  = )1/1,1/1( 32  = (1 / 1, 1 / 1) = (1, 1), 

(X, Y, Z) = (1, 1, 2) представляет )/,/( 32 ZYZX  = )2/1,2/1( 32  =  

= (1 / 4 (mod 3), 1 / 8 (mod 3)) = (1 / 1, 1 / 2) = 

= (1, 1 ‧ 2–1 (mod 3)) = (1, 1 ‧ 2) = (1, 2), 

(X, Y, Z) = (1, 2, 1) представляет )/,/( 32 ZYZX  = )1/2,1/1( 32  = (1 / 1, 2 / 1) = (1, 2), 

(X, Y, Z) = (1, 2, 2) представляет )/,/( 32 ZYZX  = )2/2,2/1( 32  =  

      = (1 / 4 (mod 3), 2 / 8 (mod 3)) = (1 / 1, 2 / 2) = (1, 1), 

(X, Y, Z) = (2, 1, 1) представляет )/,/( 32 ZYZX  = )1/1,1/2( 32  = (2 / 1, 1 / 1) = (2, 1), 
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(X, Y, Z) = (2, 1, 2) представляет )/,/( 32 ZYZX  = )2/1,2/2( 32  =  

= (2 / 4 (mod 3), 1 / 8 (mod 3)) = (2 / 1, 1 / 2) = (2, 1 ‧ 2–1 (mod 3))  

= (2, 1 ‧ 2) = (2, 2), 

(X, Y, Z) = (2, 2, 1) представляет )/,/( 32 ZYZX  = )1/2,1/2( 32  = (2 / 1, 2 / 1) = (2, 2), 

(X, Y, Z) = (2, 2, 2) представляет )/,/( 32 ZYZX  = )2/2,2/2( 32  =  

     = (2 / 4 (mod 3), 2 / 8 (mod 3)) = (2 / 1, 2 / 2) = (2, 1). 

Обобщая рассмотренные (в первом примере) представления проективными точками 

вида (X, Y, Z) модифицированной формы проективной плоскости над полем K  = pF  = 3F  

при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 2, a6 = 1 (2.10), отличными от бесконечно удаленной точки  

(Z ≠ 0), аффинных точек вида )/,/( 32 ZYZX  имеем: 

(0, 1, 1) и (0, 2, 2) представляют (0, 1), 

(0, 1, 2) и (0, 2, 1) представляют (0, 2), 

(1, 1, 1) и (1, 2, 2) представляют (1, 1), 

(1, 1, 2) и (1, 2, 1) представляют (1, 2), 

(2, 1, 1) и (2, 2, 2) представляют (2, 1), 

(2, 1, 2) и (2, 2, 1) представляют (2, 2). 

Во втором примере приведем представление проективными точками вида (X, Y, Z) 

модифицированной формы проективной плоскости над полем K  = pF  = 5F  при a1 = 0,  

a2 = 3, a3 = 4, a4 = 0, a6 = 3 (2.11), отличными от бесконечно удаленной точки (Z ≠ 0),  

аффинных точек вида )/,/( 32 ZYZX : 

(1, 0, 4) представляет (1, 0),  

(1, 2, 1) представляет (1, 2),  

(1, 3, 2) представляет (4, 1),  

(1, 4, 1) представляет (1, 4),  

(1, 4, 2) представляет (4, 3),  

(1, 4, 4) и (4, 2, 3) представляют (1, 1),  

(2, 0, 3) представляет (3, 0),  

(2, 1, 4) представляет (2, 4),  

(2, 3, 2) представляет (3, 1),  

(2, 3, 3) представляет (3, 4),  

(2, 3, 4) представляет (2, 2),  

(2, 4, 2) представляет (3, 3),  

(3, 0, 2) представляет (2, 0),  

(3, 1, 3) представляет (2, 3),  
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(3, 2, 1) представляет (3, 2),  

(3, 2, 2) представляет (2, 4),  

(3, 2, 3) представляет (2, 1),  

(3, 4, 1) представляет (3, 4),  

(4, 0, 1) представляет (4, 0),  

(4, 1, 1) представляет (4, 1),  

(4, 1, 3) представляет (1, 3),  

(4, 1, 4) представляет (4, 4),  

(4, 3, 4) представляет (4, 2).  

В третьем примере приведем представление проективными точками вида (X, Y, Z) 

модифицированной формы проективной плоскости над полем K  = pF  = 7F  при a1 = 0,  

a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3 (2.12), отличными от бесконечно удаленной точки (Z ≠ 0),  

аффинных точек вида )/,/( 32 ZYZX : 

(1, 0, 3) представляет (4, 0),  

(1, 1, 6) представляет (1, 6),  

(1, 2, 2) представляет (2, 2),  

(1, 5, 2) представляет (2, 5),  

(1, 6, 6) представляет (1, 1),  

(2, 0, 6) представляет (2, 0),  

(2, 2, 5) представляет (4, 5),  

(2, 3, 4) представляет (1, 3),  

(2, 4, 4) представляет (1, 4),  

(2, 5, 5) представляет (4, 2),  

(3, 0, 2) представляет (6, 0),  

(3, 1, 6) представляет (3, 6),  

(3, 3, 4) представляет (5, 3),  

(3, 4, 4) представляет (5, 4),  

(3, 6, 6) представляет (3, 1),  

(4, 0, 5) представляет (1, 0),  

(4, 1, 1) представляет (4, 1),  

(4, 3, 3) представляет (2, 4),  

(4, 4, 3) представляет (2, 3),  

(4, 6, 1) представляет (4, 6),  

(5, 0, 1) представляет (5, 0),  

(5, 2, 2) представляет (3, 2),  

(5, 3, 3) представляет (6, 4),  
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(5, 4, 3) представляет (6, 3),  

(5, 5, 2) представляет (3, 5),  

(6, 0, 4) представляет (3, 0),  

(6, 1, 1) представляет (6, 1),  

(6, 2, 5) представляет (5, 5),  

(6, 5, 5) представляет (5, 2),  

(6, 6, 1) представляет (6, 6).  

В четвертом примере приведем представление проективными точками вида (X, Y, Z) 

модифицированной формы проективной плоскости над полем K  = pF  = 11F  при a1 = 10, 

a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4 (2.13), отличными от бесконечно удаленной точки (Z ≠ 0),  

аффинных точек вида )/,/( 32 ZYZX : 

(0, 1, 2) и (0, 10, 9) представляют (0, 7),  

(0, 1, 4) и (0, 10, 7) представляют (0, 5),  

(0, 2, 4) и (0, 9, 7) представляют (0, 10),  

(0, 2, 8) и (0, 9, 3) представляют (0, 4),  

(0, 3, 1) и (0, 8, 10) представляют (0, 3),  

(0, 3, 6) и (0, 8, 5) представляют (0, 2),  

(0, 4, 5) и (0, 7, 6) представляют (0, 1),  

(0, 4, 8) и (0, 7, 3) представляют (0, 8),  

(0, 5, 9) и (0, 6, 2) представляют (0, 9),  

(0, 5, 10) и (0, 6, 1) представляют (0, 6),  

(1, 0, 3) представляет (5, 0),  

(1, 1, 2) представляет (3, 7),  

(1, 3, 5), (3, 1, 3), (5, 6, 2) и (9, 4, 4) представляют (4, 9),  

(1, 4, 1), (3, 5, 5), (4, 1, 9) и (9, 2, 8) представляют (1, 4),  

(1, 5, 4) представляет (9, 3),  

(1, 6, 1) и (4, 7, 9) представляют (1, 6),  

(1, 6, 3) и (4, 7, 5) представляют (5, 10),  

(1, 6, 10) представляет (1, 5),  

(1, 7, 2) и (4, 10, 7) представляют (3, 5),  

(1, 7, 9) представляет (3, 6),  

(1, 8, 10) и (3, 10, 6) представляют (1, 3),  

(1, 9, 9), (3, 8, 10), (4, 5, 4) и (5, 4, 3) представляют (3, 3),  

(1, 10, 4) и (3, 7, 9) представляют (9, 6),  

(1, 10, 5) и (3, 7, 3) представляют (4, 8),  

(1, 10, 7), (4, 3, 3), (5, 9, 5) и (9, 5, 1) представляют (9, 5),  
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(2, 0, 6) представляет (8, 0),  

(2, 1, 2) и (8, 3, 7) представляют (6, 7),  

(2, 1, 6) и (8, 3, 10) представляют (8, 8),  

(2, 1, 9) представляет (6, 4),  

(2, 2, 4) представляет (7, 10),  

(2, 3, 4) и (8, 9, 3) представляют (7, 4),  

(2, 3, 7) представляет (7, 7),  

(2, 5, 9) и (6, 9, 1) представляют (6, 9),  

(2, 6, 10), (6, 2, 6), (7, 8, 8) и (10, 1, 4) представляют (2, 5),  

(2, 7, 7), (6, 5, 9), (8, 10, 8) и (10, 8, 6) представляют (7, 9),  

(2, 8, 2), (6, 10, 10), (7, 4, 5) и (8, 2, 7) представляют (6, 1),  

(2, 9, 3), (7, 10, 2), (8, 6, 6) и (10, 7, 10) представляют (10, 4),  

(2, 9, 8) и (6, 3, 7) представляют (10, 7),  

(2, 9, 10) и (6, 3, 6) представляют (2, 2),  

(2, 10, 8) представляет (10, 9),  

(3, 0, 9) представляет (9, 0),  

(3, 2, 8) и (9, 8, 7) представляют (4, 4),  

(3, 3, 6) представляет (1, 2),  

(3, 4, 1) представляет (3, 4),  

(3, 7, 8) представляет (4, 3),  

(3, 8, 1) и (9, 10, 5) представляют (3, 8),  

(3, 8, 4) и (9, 10, 9) представляют (5, 7),  

(3, 9, 4), (4, 7, 6), (5, 1, 1) и (9, 3, 9) представляют (5, 1),  

(3, 10, 5) представляет (1, 8),  

(4, 0, 1) представляет (4, 0),  

(4, 2, 1) и (5, 6, 9) представляют (4, 2),  

(4, 2, 4) и (5, 6, 3) представляют (3, 10),  

(4, 2, 7) представляет (3, 1),  

(4, 4, 8) представляет (9, 8),  

(4, 6, 3) представляет (9, 10),  

(4, 6, 8) и (5, 7, 6) представляют (9, 1),  

(4, 9, 5) представляет (5, 5),  

(5, 0, 4) представляет (1, 0),  

(5, 2, 1) представляет (5, 2),  

(5, 2, 10) и (9, 6, 2) представляют (5, 9),  

(5, 3, 9) представляет (4, 1),  

(5, 5, 10) представляет (5, 6),  

(5, 8, 4) и (9, 2, 3) представляют (1, 7),  
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(5, 8, 5) и (9, 2, 1) представляют (9, 2),  

(5, 8, 6) представляет (9, 9),  

(6, 0, 7) представляет (10, 0),  

(6, 3, 5) представляет (2, 9),  

(6, 4, 5) и (7, 5, 3) представляют (2, 1),  

(6, 5, 2) и (7, 9, 10) представляют (7, 2),  

(6, 5, 8) и (7, 9, 7) представляют (8, 10),  

(6, 6, 1) представляет (6, 6),  

(6, 7, 8), (7, 6, 7), (8, 3, 1) и (10, 2, 2) представляют (8, 3),  

(6, 8, 2) представляет (7, 1),  

(6, 9, 10) представляет (6, 2),  

(7, 0, 10) представляет (7, 0),  

(7, 1, 4) и (10, 4, 9) представляют (8, 5),  

(7, 2, 6) представляет (6, 5),  

(7, 4, 2) и (10, 5, 10) представляют (10, 6),  

(7, 4, 6) и (10, 5, 8) представляют (6, 10),  

(7, 5, 8) представляет (2, 10),  

(7, 7, 3) представляет (2, 8),  

(7, 9, 4) представляет (8, 1),  

(8, 0, 2) представляет (2, 0),  

(8, 1, 5) и (10, 3, 1) представляют (10, 3),  

(8, 1, 6) представляет (10, 8),  

(8, 4, 2) и (10, 1, 7) представляют (2, 6),  

(8, 4, 3) представляет (7, 3),  

(8, 4, 8) и (10, 1, 6) представляют (7, 8),  

(8, 7, 10) представляет (8, 4),  

(8, 8, 5) представляет (10, 2),  

(9, 0, 5) представляет (3, 0),  

(9, 1, 3) представляет (1, 9),  

(9, 8, 4) представляет (4, 7),  

(9, 9, 7) представляет (4, 10),  

(9, 10, 2) представляет (5, 4),  

(10, 0, 8) представляет (6, 0),  

(10, 4, 2) представляет (8, 6),  

(10, 5, 1) представляет (10, 5),  

(10, 6, 7) представляет (2, 3),  

(10, 10, 9) представляет (8, 7).  
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Для эллиптических кривых, заданных длинной (2.2) или аффинной (2.14) версиями 

уравнения Вейерштрасса, введем следующие константы, которые будут использованы  

в дальнейших формулах для вычисления дискриминантов этих кривых:  

2b  = 2
1a  + 24 a ,  

4b  = 31aa  + 42 a ,  

6b  = 2
3a  + 64 a ,  

8b  = 6
2
1 aa  + 624 aa  – 431 aaa  + 2

32aa  – 2
4a ,  

4c  = 2
2b  – 424 b ,  

6c  = – 3
2b  + 4236 bb  – 6216 b .  

Дискриминант эллиптической кривой E определяется по формуле 

  = – 8
2
2bb  – 3

48b  – 2
627b  + 6429 bbb .    (2.19) 

Заметим, что если характеристика поля Kchar   {2, 3}, то дискриминант можно вычис-

лить не только по формуле (2.19), но и по формуле 

  = 
1728

2
6

3
4 cc 

.       (2.20) 

Заметим, что 1728 = 64 ‧ 27 = 
62  ‧ 33 , так что использование формулы (2.20) для  

вычисления дискриминанта эллиптической кривой имеет смысл только в тех полях,  

чья характеристика отлична от двух и отлична от трех. В противном случае знаменатель 

1728 формулы (2.20) обращается в нуль. 

Вычислим дискриминант (первого примера) эллиптической кривой над полем  

K  = pF  = 3F  при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 2, a6 = 1 (2.10) по формуле (2.19): 

2b  = 2
1a  + 24a  (mod p) = 20  + 04   (mod 3) = 0 + 0 (mod 3) = 0,  

4b  = 31aa  + 42a  (mod p) = 00   + 22   (mod 3) = 0 + 4 (mod 3) = 1,  

6b  = 2
3a  + 64a  (mod p) = 20  + 14   (mod 3) = 0 + 4 (mod 3) = 1,  

8b  = 6
2
1 aa  + 624 aa  – 431 aaa  + 2

32aa  – 2
4a  (mod p) =  

    = 102   + 104   – 200   + 200   – 
22  (mod 3) =  

= 0 + 0 – 0 + 0 – 4 (mod 3) = –4 (mod 3) = 2,  

4c  = 2
2b  – 424b  (mod p) =  

= 20  – 124  (mod 3) = 0 – 24 (mod 3) = –24 (mod 3) = 0,  

6c  = – 3
2b  + 4236 bb  – 6216b  (mod p) =  

= – 30  + 1036   – 1216  (mod 3) = 0 + 0 – 216 (mod 3) = –216 (mod 3) = 0.  
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  = – 8
2
2bb  – 3

48b  – 2
627b  + 6429 bbb  (mod p) =  

         = – 202   – 318   – 2127   + 1109   (mod 3) =  

                                            = 0 – 8 – 27 + 0 (mod 3) = = –35 (mod 3) = 1. 

Поскольку знаменатель 1728 формулы (2.20) по модулю p = 3 обращается в нуль, 

вычислять дискриминант эллиптической кривой над полем K  = pF  = 3F  при a1 = 0,  

a2 = 0, a3 = 0, a4 = 2, a6 = 1 (2.10) по формуле (2.20) не имеет смысла. 

Представим дискриминант (второго примера) эллиптической кривой над полем  

K  = pF  = 5F  при a1 = 0, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 0, a6 = 3 (2.11), вычисленный по формулам 

(2.19) и (2.20): 

2b  = 2
1a  + 24a  (mod p) = 12 (mod 5) = 2,  

4b  = 31aa  + 42a  (mod p) = 0 (mod 5) = 0,  

6b  = 2
3a  + 64a  (mod p) = 28 (mod 5) = 3,  

8b  = 6
2
1 aa  + 624 aa  – 431 aaa  + 2

32aa  – 2
4a  (mod p) = 84 (mod 5) = 4,  

4c  = 2
2b  – 424b  (mod p) = 4 (mod 5) = 4,  

6c  = – 3
2b  + 4236 bb  – 6216b  (mod p) = –656 (mod 5) = 4,  

  = – 8
2
2bb  – 3

48b  – 2
627b  + 6429 bbb  (mod p) = –259 (mod 5) = 1, 

  = 
1728

2
6

3
4 cc 

 (mod p) = 
1728

44 23 
 (mod 5) =  

                 = 
)5(mod1728

)5(mod1664
 = 

)5(mod3

)5(mod48
 = 

)5(mod3

)5(mod3
 =  

                                               = 133   (mod 5) = 23   (mod 5) = 6 (mod 5) = 1. 

В третьем примере дискриминант эллиптической кривой над полем K  = pF  = 7F  

при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3 (2.12), вычисленный по формулам (2.19) и (2.20): 

2b  = 2
1a  + 24a  (mod p) = 0 (mod 7) = 0,  

4b  = 31aa  + 42a  (mod p) = 2 (mod 7) = 2,  

6b  = 2
3a  + 64a  (mod p) = 12 (mod 7) = 5,  

8b  = 6
2
1 aa  + 624 aa  – 431 aaa  + 2

32aa  – 2
4a  (mod p) = –1 (mod 7) = 6,  

4c  = 2
2b  – 424b  (mod p) = –48 (mod 7) = 1,  

6c  = – 3
2b  + 4236 bb  – 6216b  (mod p) = –1080 (mod 7) = 5,  

  = – 8
2
2bb  – 3

48b  – 2
627b  + 6429 bbb  (mod p) = –739 (mod 7) = 3, 
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  = 
1728

2
6

3
4 cc 

 (mod p) = 
1728

51 23 
 (mod 7) = 

)7(mod1728

)7(mod251
 = 

)7(mod6

)7(mod24
 = 

)7(mod6

)7(mod4
 =  

         = 164   (mod 7) = 64   (mod 7) = 24 (mod 7) = 3. 

В четвертом примере дискриминант эллиптической кривой над полем  

K  = pF  = 11F  при a1 = 10, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4 (2.13), вычисленный по формулам 

(2.19) и (2.20): 

2b  = 2
1a  + 24a  (mod p) = 116 (mod 11) = 6,  

4b  = 31aa  + 42a  (mod p) = 20 (mod 11) = 9,  

6b  = 2
3a  + 64a  (mod p) = 20 (mod 11) = 9,  

8b  = 6
2
1 aa  + 624 aa  – 431 aaa  + 2

32aa  – 2
4a  (mod p) = 480 (mod 11) = 7,  

4c  = 2
2b  – 424b  (mod p) = –180 (mod 11) = 7,  

6c  = – 3
2b  + 4236 bb  – 6216b  (mod p) = –216 (mod 11) = 4,  

  = – 8
2
2bb  – 3

48b  – 2
627b  + 6429 bbb  (mod p) = –3897 (mod 11) = 8, 

  = 
1728

2
6

3
4 cc 

 (mod p) = 
1728

47 23 
 (mod 11) = 

)11(mod1728

)11(mod16343
 = 

)11(mod1

)11(mod327
 =  

                = 
)11(mod1

)11(mod8
 = 118   (mod 11) = 18   (mod 11) = 8 (mod 11) = 8. 

Известно, что эллиптическая кривая E является неособой тогда и только тогда,  

когда ее дискриминант     0. 

Заметим, что вычисленные дискриминанты   первого, второго, третьего и четвер-

того примеров эллиптических кривых над полем K  = pF  = 3F  при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0,  

a4 = 2, a6 = 1 (2.10), над полем K  = pF  = 5F  при a1 = 0, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 0, a6 = 3 (2.11), 

над полем K  = pF  = 7F  при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3 (2.12) и над полем  

K  = pF  = 11F  при a1 = 10, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4 (2.13), равны одному, трем и восьми 

соответственно. Поэтому каждая из этих (эллиптических) кривых является неособой. 

С этого момента будем предполагать, что дискриминант (эллиптических) кривых 

    0, т.е. рассматривать только неособые кривые. 

Для неособых кривых E введем некоторое свойство, остающееся неизменным,  

так называемый j-инвариант или инвариант j: 

)(Ej  = 


3
4c

.      (2.21) 
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Вычислим j-инвариант (первого примера) эллиптической кривой над полем  

K  = pF  = 3F  при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 2, a6 = 1 (2.10) по формуле (2.21): 

)(Ej  = 


3
4c

 = 
1

03

 = 
1

0
 = 0. 

Представим вычисление j-инварианта (второго примера) эллиптической кривой  

над полем K  = pF  = 5F  при a1 = 0, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 0, a6 = 3 (2.11) по формуле (2.21): 

)(Ej  = 


3
4c

 = 
1

)5(mod43

 = 
1

)5(mod64
 = 

1

4
 = 4. 

В третьем примере j-инвариант эллиптической кривой над полем K  = pF  = 7F   

при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3 (2.12), вычисленный по формуле (2.21): 

)(Ej  = 


3
4c

 = 
)7(mod3

)7(mod13

 = 
)7(mod3

)7(mod1
 =  

= 131   (mod 7) = 51   (mod 7) = 5. 

В четвертом примере j-инвариант эллиптической кривой над полем K  = pF  = 11F  

при a1 = 10, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4 (2.13), вычисленный по формуле (2.21): 

)(Ej  = 


3
4c

 = 
)11(mod8

)11(mod73

 = 
)11(mod8

)11(mod343
 = 182   (mod 11) =  

= 72   (mod 11) = 14 (mod 11) = 3. 

Инвариант j тесно связан с понятием изоморфизма эллиптических кривых. Говорят, 

что эллиптическая кривая E с координатами X и Y над полем K изоморфна эллиптической 

кривой E  с координатами X   и Y   над полем K (обе кривые заданы уравнением  

Вейерштрасса), если найдутся такие константы r, s, t   K и u   
*K , что при замене пере-

менных: 

X = Xu 2  + r, 

Y = Yu 3  + Xus 2  + t                     (2.22) 

кривая E перейдет в кривую E . Отдельно отметим, что изоморфизм двух эллиптических 

кривых определен относительно одного и того же поля K.  

Рассмотрим (первый) пример эллиптической кривой E над полем K  = pF  = 3F   

при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 2, a6 = 1, удовлетворяющей аффинной версии уравнения  

Вейерштрасса (2.14):  

E:  
2Y + YXa1 + Ya3 =

3X + 2
2Xa + Xa4 + 6a ,  

E:  
2Y + YX0 + Y0 =

3X + 20 X + X2 + 1, 

E:  
2Y  = 

3X  + X2  + 1.            (2.23) 
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Сделаем замену переменных с набором констант (u, r, s, t), например, равным  

(2, 1, 2, 2), т.е. в соответствии с (2.22) положим: 

X = Xu 2  + r (mod p) = X )3(mod22  + 1 (mod 3) = X )3(mod4  + 1 = X   + 1, 

Y = Yu 3  + Xus 2  + t (mod p) = Y )3(mod23  + X  )3(mod22 2  + 2 =  

= Y )3(mod8  + X )3(mod8  + 2 = Y 2  + X 2  + 2. 

Подставив полученные выражения для X и Y в (2.23), получим изоморфную ей  

эллиптическую кривую: 

E :   2222  XY  =  31X  +  12 X  + 1, 

E :  2)2(2 XY   + 2)22(2 XY   + 
22  =  31X  +  12 X  + 1, 

E :  2)(2Y   + XY  222  + 2)2( X   + Y 8  + X 8  + 4 =  

 = 3)(X   + 1)(3 2  X  + 213 X  + 
31  + X 2  + 2 + 1, 

E :  2)(4 Y   + XY 8  + 2)(4 X   + Y 2  + X 2  + 1 =  

 = 3)(X   + 2)(3 X   + X 3  + 1 + X 2  + 3, 

E :  2)(Y   + XY 2  + 2)(X   + Y 2  + X 2  + 1 = 3)(X   + X 2  + 1, 

E :  2)(Y   + XY 2  + 2)(X   + Y 2  = 3)(X  , 

E :  2)(Y   + YX 2  + Y 2  = 3)(X   + 2)()1( X  , 

E :  2)(Y   + YX 2  + Y 2  = 3)(X   + 2)(2 X   + X 0  + 0, 

E :  2)(Y   + YX 2  + Y 2  = 3)(X   + 2)(2 X  .            (2.24) 

Полученная эллиптическая кривая E  над полем K  = pF  = 3F  (2.24) является  

изоморфной по отношению к (первому) примеру эллиптической кривой E над полем  

K  = pF  = 3F  при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 2, a6 = 1 (2.23) и удовлетворяет аффинной  

версии уравнения Вейерштрасса (2.14) при a1 = 2, a2 = 2, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 0. Вычислим ее 

дискриминант   и j-инвариант )(Ej   по формулам (2.19) и (2.21) соответственно:  

2b  = 2
1a  + 24a  (mod p) = 

22  + 24   (mod 3) = 12 (mod 3) = 0,  

4b  = 31aa  + 42a  (mod p) = 22   + 02   (mod 3) = 4 (mod 3) = 1,  

6b  = 2
3a  + 64a  (mod p) = 

22  + 04   (mod 3) = 4 (mod 3) = 1,  

                  8b  = 6
2
1 aa  + 624 aa  – 431 aaa  + 2

32aa  – 2
4a  (mod p) =  

= 022   + 024   – 022   + 
222   – 20  (mod 3) = 8 (mod 3) = 2,  
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4c  = 2
2b  – 424b  (mod p) = 20  – 124  (mod 3) =  

= 0 – 24 (mod 3) = –24 (mod 3) = 0,  

          6c  = – 3
2b  + 4236 bb  – 6216b  (mod p) =  

= – 30  + 1036   – 1216  (mod 3) = 0 + 0 – 216 (mod 3) = –216 (mod 3) = 0.  

  = – 8
2
2bb  – 3

48b  – 2
627b  + 6429 bbb  (mod p) =  

          = – 202   – 318   – 2127   + 1109   (mod 3) = 

                                            = 0 – 8 – 27 + 0 (mod 3) = –35 (mod 3) = 1, 

)(Ej   = 


3
4c

 = 
1

03

 = 
1

0
 = 0. 

Заметим, что j-инвариант )(Ej   этой кривой E  (2.24), так же как и j-инвариант 

)(Ej  исходной кривой E (2.23), равен нулю. 

Рассмотрим (второй) пример эллиптической кривой E над полем K  = pF  = 5F   

при a1 = 0, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 0, a6 = 3, удовлетворяющей аффинной версии уравнения  

Вейерштрасса (2.14):  

E:  
2Y  + YXa1  + Ya3  = 

3X  + 2
2Xa  + Xa4  + 6a ,  

E:  
2Y  + YX0  + Y4  = 

3X  + 23 X  + X0  + 3, 

E:  
2Y  + Y4  = 

3X  + 23 X  + 3.    (2.25) 

Сделаем замену переменных с набором констант (u, r, s, t) = (2, 2, 4, 1), т.е. (u = 2,  

r = 2, s = 4, t = 1). Следовательно, в соответствии с (2.22) положим: 

X = Xu 2  + r (mod p) =  X )5(mod22  + 2 (mod 5) = X )5(mod4  + 2 = X 4  + 2, 

Y = Yu 3  + Xus 2  + t (mod p) = Y )5(mod23  + X  )5(mod24 2  + 1 =  

      = Y )5(mod8  + X )5(mod16  + 1 = Y 3  + X 1  + 1 = Y 3  + X   + 1. 

Подставив полученные выражения для X и Y в (2.25), получим изоморфную ей  

эллиптическую кривую: 

E :   213  XY  + )13(4  XY  =  324 X  +  2243  X  + 3, 

E :  2)(3 XY   + 1)3(2  XY  + 
21  + Y 12  + X 4  + 4 =  

= ( 3)4( X   + 2)4(3 2  X  + 22)4(3  X  + 
32 ) +  

+ 2)4((3 X   + 2)4(2  X  + )22  + 3, 

E :  2)(3Y   + XY  )(32  + 2)(X   + )3(2 Y   + X 2  + 1 + Y 12  + X 4  + 4 =  

= ( 33 )(4 X   + 2)(43 22  X  + 4)4(3  X  + 8) +  

+ 22 )(4(3 X   + X 44  + 4) + 3, 
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E :  2)(9 Y   + YX 6  + 2)(X   + Y 6  + X 2  + 1 + Y 12  + X 4  + 4 =  

= 3)(64 X   + 2)(96 X   + X 48  + 8 + 2)(16(3 X   + X 16  + 4) + 3, 

E :  2)(9 Y   + YX 6  + 2)(X   + Y 18  + X 6  + 5 =  

= 3)(64 X   + 2)(96 X   + X 48  + 8 + 2)(16(3 X   + X 16  + 4) + 3, 

E :  2)(4 Y   + YX   + 2)(X   + Y 3  + X   + 0 =  

= 3)(4 X   + 2)(X   + X 3  + 3 + 2)(48 X   + X 48  + 12 + 3, 

E :  2)(4 Y   + YX   + 2)(X   + Y 3  + X   =  3)(4 X   + 2)(49 X   + X 51  + 18, 

E :  2)(4 Y   + YX   + 2)(X   + Y 3  + X   = 3)(4 X   + 2)(4 X   + X   + 3, 

E :  2)(4 Y   + YX   + Y 3  = 3)(4 X   + 2)(3 X   + 3, 

E :  21 )(44 Y    + YX 14  + Y  143  = 31 )(44 X    + 21 )(43 X    + 3 ‧ 
14 , 

E :  2)(Y   + YX 4  + Y 43  = 3)(X   + 2)(43 X   + 3 ‧ 4, 

E :  2)(Y   + YX 4  + Y 2  = 3)(X   + 2)(2 X   + 2.  (2.26) 

Полученная эллиптическая кривая E  над полем K  = pF  = 5F  (2.26) является  

изоморфной по отношению к (второму) примеру эллиптической кривой E над полем  

K  = pF  = 5F  при a1 = 0, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 0, a6 = 3 (2.25) и удовлетворяет аффинной  

версии уравнения Вейерштрасса (2.14) при a1 = 4, a2 = 2, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 2. Вычислим ее 

дискриминант   по формулам (2.19), (2.20) и j-инвариант )(Ej   по формуле (2.21): 

2b  = 2
1a  + 24a  (mod p) = 

24  + 24   (mod 5) = 24 (mod 5) = 4,  

4b  = 31aa  + 42a  (mod p) = 24   + 02   (mod 5) = 8 (mod 5) = 3,  

6b  = 2
3a  + 64a  (mod p) = 

22  + 24   (mod 5) = 12 (mod 5) = 2,  

8b  = 6
2
1 aa  + 624 aa  – 431 aaa  + 2

32aa  – 2
4a  (mod p) =  

= 242   + 224   – 024   + 
222   – 20  (mod 5) =  

= 32 + 16 – 0 + 8 – 0 (mod 5) = 56 (mod 5) = 1,  

4c  = 2
2b  – 424b  (mod p) = 

24  – 324   (mod 5) = 16 – 72 (mod 5) = –56 (mod 5) = 4,  

6c  = – 3
2b  + 4236 bb  – 6216b  (mod p) = –

34  + 3436   – 2216  (mod 5) =  

= –64 + 432 – 432 (mod 5) = –64 (mod 5) = 1.  

  = – 8
2
2bb  – 3

48b  – 2
627b  + 6429 bbb  (mod p) = – 142   – 338  – 2227   + 2349   (mod 5) = 

= –16 – 216 – 108 + 216 (mod 5) = –124 (mod 5) = 1, 
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  = 
1728

2
6

3
4 cc 

 (mod p) = 
1728

14 23 
 (mod 5) =  

= 
)5(mod1728

)5(mod164
 = 

)5(mod1728

)5(mod63
 = 

)5(mod3

)5(mod3
 =  

= 133   (mod 5) = 23   (mod 5) = 6 (mod 5) = 1. 

)(Ej   = 


3
4c

 = 
1

43

 = 
1

)5(mod64
 = 

1

)5(mod4
 =  

= 114   (mod 5) = 14   (mod 5) = 4 (mod 5) = 4. 

Заметим, что j-инвариант )(Ej   этой кривой (2.26), так же как и j-инвариант )(Ej  

исходной кривой E (2.25), равен четырем. 

Рассмотрим (третий) пример эллиптической кривой E над полем K  = pF  = 7F   

при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3, удовлетворяющей аффинной версии уравнения  

Вейерштрасса (2.14):  

E:  
2Y  + YXa1  + Ya3  = 

3X  + 2
2Xa  + Xa4  + 6a ,  

E:  
2Y  + YX0  + Y0  = 

3X  + 20 X  + X1  + 3, 

E:  
2Y  = 

3X  + X  + 3.     (2.27) 

Сделаем замену переменных с набором констант (u, r, s, t) = (2, 3, 4, 5), т.е. (u = 2,  

r = 3, s = 4, t = 5). Следовательно, в соответствии с (2.22) положим: 

X = Xu 2  + r (mod p) = X )7(mod22  + 3 (mod 7) = X )7(mod4  + 3 = X 4  + 3, 

Y = Yu 3  + Xus 2  + t (mod p) = Y )7(mod23  + X  )7(mod24 2  + 5 =  

= Y )7(mod8  + X )7(mod16  + 5 = Y   + X 2  + 5. 

Подставив полученные выражения для X и Y в (2.27), получим изоморфную ей  

эллиптическую кривую: 

E :   252  XY  =  334 X  +  34 X  + 3, 

E :  2)2( XY   + 5)2(2  XY  + 25  =  

= 3)4( X   + 3)4(3 2  X  + 23)4(3  X  + 33  + X 4  + 3 + 3, 

E :  2)(Y   + XY  22  + 2)(2 X   + )2(10 XY   + 25 =  

= 3)(64 X   + 2)4(9 X   + )4(93 X   + 27 + X 4  + 6, 

E :  2)(Y   + YX 4  + 2)(4 X   + Y 10  + X 20  + 25 =  

= 3)(64 X   + 2)(169 X   + X 427  + X 4  + 33, 
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E :  2)(Y   + YX 4  + 2)(4 X   + Y 10  + X 20  + 25 =  

= 3)(1 X   + 2)(144 X   + X 108  + X 4  + 5, 

E :  2)(Y   + YX 4  + Y 10  = 3)(X   + 2)(140 X   + X 92  – 20, 

E :  2)(Y   + YX 4  + Y 3  = 3)(X   + 2)(0 X   + X 1  + 1, 

E :  2)(Y   + YX 4  + Y 3  = 3)(X   + X   + 1.   (2.28) 

Полученная эллиптическая кривая E  над полем K  = pF  = 7F  (2.28) является  

изоморфной по отношению к (третьему) примеру эллиптической кривой E над полем  

K  = pF  = 7F  при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3 (2.27) и удовлетворяет аффинной  

версии уравнения Вейерштрасса (2.14) при a1 = 4, a2 = 0, a3 = 3, a4 = 1, a6 = 1. Вычислим ее 

дискриминант   по формулам (2.19), (2.20) и j-инвариант )(Ej   по формуле (2.21): 

2b  = 2
1a  + 24a  (mod p) = 

24  + 04   (mod 7) = 16 (mod 7) = 2,  

4b  = 31aa  + 42a  (mod p) = 34   + 12   (mod 7) = 14 (mod 7) = 0,  

6b  = 2
3a  + 64a  (mod p) = 23  + 14   (mod 7) = 13 (mod 7) = 6,  

8b  = 6
2
1 aa  + 624 aa  – 431 aaa  + 2

32aa  – 2
4a  (mod p) =  

= 142   + 104   – 134   + 230   – 
21  (mod 7) =  

= 16 + 0 – 12 + 0 – 1 (mod 7) = 3 (mod 7) = 3,  

4c  = 2
2b  – 424b  (mod p) = 

22  – 024   (mod 7) = 4 – 0 (mod 7) = 4 (mod 7) = 4,  

6c  = – 3
2b  + 4236 bb  – 6216b  (mod p) = –

32  + 0236   – 6216  (mod 7) =  

= –8 + 0 – 1296 (mod 7) = –1304 (mod 7) = 5.  

  = – 8
2
2bb  – 3

48b  – 2
627b  + 6429 bbb  (mod p) =  

= – 322   – 308  – 2627   + 6029   (mod 7) = 

= –12 – 0 – 972 + 0 (mod 7) = –984 (mod 7) = 3, 

  = 
1728

2
6

3
4 cc 

 (mod p) = 
1728

54 23 
 (mod 7) = 

)7(mod1728

)7(mod2564
 = 

= 
)7(mod1728

)7(mod39
 = 

)7(mod6

)7(mod4
 =  

= 164   (mod 7) = 64   (mod 7) = 24 (mod 7) = 3 (mod 7) = 3. 

)(Ej   = 


3
4c

 = 
3

43

 = 
3

)7(mod64
 = 

3

)7(mod1
 =  

= 131   (mod 7) = 51   (mod 7) = 5 (mod 7) = 5. 
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Заметим, что j-инвариант )(Ej   этой кривой (2.28), так же как и j-инвариант )(Ej  

исходной кривой E (2.27), равен пяти. 

Рассмотрим (четвертый) пример эллиптической кривой E над полем K  = pF  = 11F  

при a1 = 10, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4, удовлетворяющей аффинной версии уравнения 

Вейерштрасса (2.14):  

E:  
2Y  + YXa1  + Ya3  = 

3X  + 2
2Xa  + Xa4  + 6a ,  

E:  
2Y  + YX10  + Y2  = 

3X  + 
24 X  + X0  + 4, 

E:  
2Y  + YX10  + Y2  = 

3X  + 
24 X  + 4.     (2.29) 

Сделаем замену переменных с набором констант (u, r, s, t) = (9, 5, 2, 4), т.е. (u = 9,  

r = 5, s = 2, t = 4). Следовательно, в соответствии с (2.22) положим: 

X = Xu 2  + r (mod p) = X )11(mod92  + 5 (mod 11) = X )11(mod81  + 5 = X 4  + 5, 

Y = Yu 3  + Xus 2  + t (mod p) = Y )11(mod93  + X  )11(mod92 2  + 4 =  

= Y )11(mod729  + X )11(mod162  + 4 = Y 3  + X 8  + 4. 

Подставив полученные выражения для X и Y в (2.29), получим изоморфную ей  

эллиптическую кривую: 

E :   2483  XY  + )483()54(10  XYX  + 2 ‧ ( Y 3  + X 8  + 4) =  

=  354 X  +  2544  X  + 4, 

E :   283 XY   + 4)83(2  XY  + 
24  +  

+ )458535448434(10  XYXXXYX  +  

+ Y 6  + X 16  + 8 =  

=  34X   +   543
2
 X  + 25)4(3  X  + 35  + )55)4(2)4((4 22  XX  + 4, 

E :   23Y   + XY  832  +  28 X   + 

+ )83(8 XY   + 16 +  

+ )20401516)(3212(10 2  XYXXYX  +  

+ Y 6  + X 16  + 8 =  

=  364 X   +  21653 X   + X  4253  + 125 + )25452)(16(4 2  XX  + 4, 

E :   29 Y   + YX 48  +  264 X   + Y 24 + X 64  + 16 + YX 120  +  

+ 2)(320 X   + X 160  + Y 150  + X 400  + 200 + Y 6  + X 16  + 8 =  

=  364 X   +  2240 X   + X 300  + 125 + 2)(46 X   + X 160  + 100 + 4, 
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E :   29 Y   + YX  )12048(  + Y  )615024(  =  

=  364 X   +  2)320240( X   + X  )1640064300(  + (229 – 224), 

E :   29 Y   + YX )11(mod168  + Y )11(mod180  =  

=  3)11(mod64 X   +  2)11(mod)80( X   + X  )11(mod)180(  + 5, 

E :   29 Y   + YX 3  + Y 4  =  

=  39 X   +  28 X   + X 7  + 5, 

E :   21)99( Y    + YX   )93( 1  + Y   )94( 1  =  

=  31)99( X    +  21)98( X    + X   )97( 1  + )95( 1 , 

E :   2Y   + YX  )53(  + Y  )54(  =  

=  3X   +  2)58( X   + X  )57(  + )55(  , 

E :   2Y   + YX )11(mod15  + Y )11(mod20  =  

=  3X   +  2)11(mod40 X   + X )11(mod35  + )11(mod25 , 

E :   2Y   + YX 4  + Y 9  =  3X   +  27 X   + X 2  + 3.  (2.30) 

Полученная эллиптическая кривая E  над полем K  = pF  = 11F  (2.30) является 

изоморфной по отношению к (четвертому) примеру эллиптической кривой E над полем  

K  = pF  = 11F  при a1 = 10, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4 (2.29) и удовлетворяет аффинной  

версии уравнения Вейерштрасса (2.14) при a1 = 4, a2 = 7, a3 = 9, a4 = 2, a6 = 3. Вычислим ее 

дискриминант   по формулам (2.19), (2.20) и j-инвариант )(Ej   по формуле (2.21): 

2b  = 2
1a  + 24a  (mod p) = 

24  + 74   (mod 11) = 44 (mod 11) = 0,  

4b  = 31aa  + 42a  (mod p) = 94   (mod 11) + 22   (mod 11) = 40 (mod 11) = 7,  

6b  = 2
3a  + 64a  (mod p) = 29  + 34   (mod 11) = 93 (mod 11) = 5,  

8b  = 6
2
1 aa  + 624 aa  – 431 aaa  + 2

32aa  – 2
4a  (mod p) =  

= 342   + 374   – 294   + 297   – 
22  (mod 11) =  

= 48 + 84 – 72 + 567 – 4 (mod 11) = 623 (mod 11) = 7,  

4c  = 2
2b  – 424b  (mod p) = 20  – 724   (mod 11) = 0 – 168 (mod 11) = – 168 (mod 11) = 8,  

6c  = – 3
2b  + 4236 bb  – 6216 b  (mod p) = – 30  + 7036   – 5216  (mod 11) =  

= 0 + 0 – 1080 (mod 11) = –1080 (mod 11) = 9,  

  = – 8
2
2bb  – 3

48b  – 2
627b  + 6429 bbb  (mod p) = – 702   – 378  – 2527   + 5709   (mod 11) = 

= –0 – 2744 – 675 + 0 (mod 11) = –3419 (mod 11) = 2, 
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  = 
1728

2
6

3
4 cc 

 (mod p) = 
1728

98 23 
 (mod 11) = 

)11(mod1728

)11(mod81512
 = 

1

)11(mod431
 = 

1

2
 = 2. 

)(Ej   = 


3
4c

 = 
2

83

 = 
2

)11(mod512
 = 

2

)11(mod6
 = 126   (mod 11) =  

= 66   (mod 11) = 36 (mod 11) = 3. 

Заметим, что j-инвариант )(Ej   этой кривой (2.30), так же как и j-инвариант )(Ej  

исходной кривой E (2.29), равен трем. 

Изоморфизм эллиптических кривых является отношением эквивалентности.  

Следующая лемма показывает, что j-инвариант разделяет классы эквивалентности этого 

отношения над алгебраическим замыканием K  поля K . 

Лемма 2.1. Изоморфные над полем K  эллиптические кривые имеют один и тот же 

j-инвариант. Более того, любые эллиптические кривые с совпадающими j-инвариантами 

изоморфны над алгебраическим замыканием K  поля K .  

При этом под алгебраическим замыканием поля понимается его (единственное  

с точностью до изоморфизма) алгебраическое расширение, являющееся алгебраически  

замкнутым. Например, алгебраическим замыканием поля вещественных чисел является 

поле комплексных чисел, алгебраическим замыканием конечного поля kp
F  (поля Галуа) 

является поле p
F .  

Заметим, что если изоморфные над полем K  эллиптические кривые всегда имеют 

один и тот же j-инвариант, то эллиптические кривые с одним и тем же j-инвариантом  

не обязательно изоморфны над (основным) полем K . 

Для получения неизоморфной по отношению к (третьему) примеру эллиптической 

кривой E над полем )(2 KP  = )(2
pFP  = )( 7

2
FP  при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3,  

удовлетворяющей аффинной версии уравнения Вейерштрасса (2.27), сделаем замену  

переменных: 

X = X 3 ,    Y = Y 6 .    (2.31) 

При этом, подставив заявленные в (2.31) выражения для X и Y в (2.27), получим  

эллиптическую кривую: 

E  :   26 Y   =  33X   + X 3  + 3, 

E  :   26 Y   =  3)7(mod27 X   + X 3  + 3, 

E  :   26 Y   =  36 X   + X 3  + 3, 

E  :   21 )7(mod66 Y    =  31 )7(mod66 X    + X   )7(mod63 1  + )7(mod63 1 , 
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E  :   2Y   =  3X   + X  )7(mod63  + )7(mod63  , 

E  :   2Y   =  3X   + X )7(mod18  + )7(mod18 , 

E  :   2Y   =  3X   + X 4  + 4.    (2.32) 

Полученная эллиптическая кривая E   над полем )(2 KP  = )(2
pFP  = )( 7

2
FP  (2.32) 

удовлетворяет аффинной версии уравнения Вейерштрасса (2.14) при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, 

a4 = 4, a6 = 4. Вычислим ее дискриминант   по формулам (2.19), (2.20) и j-инвариант 

)(Ej   по формуле (2.21): 

2b  = 2
1a  + 24a  (mod p) = 20  + 04   (mod 7) = 0 (mod 7) = 0,  

4b  = 31aa  + 42a  (mod p) = 00   + 42   (mod 7) = 8 (mod 7) = 1,  

6b  = 2
3a  + 64a  (mod p) = 20  + 44   (mod 7) = 16 (mod 7) = 2,  

8b  = 6
2
1 aa  + 624 aa  – 431 aaa  + 2

32aa  – 2
4a  (mod p) =  

= 402   + 404   – 400   + 200   – 
24  (mod 7) =  

= 0 + 0 – 0 + 0 – 16 (mod 7) = –16 (mod 7) = 5,  

4c  = 2
2b  – 424b  (mod p) = 20  – 124  (mod 7) =  

= 0 – 24 (mod 7) = –24 (mod 7) = 4,  

6c  = – 3
2b  + 4236 bb  – 6216b  (mod p) = – 30  + 1036   – 2216  (mod 7) =  

= –0 + 0 – 432 (mod 7) = –432 (mod 7) = 2,  

  = – 8
2
2bb  – 3

48b  – 2
627b  + 6429 bbb  (mod p) =  

= – 502   – 318   – 2227   + 2109   (mod 7) = 

= –0 – 8 – 108 + 0 (mod 7) = –116 (mod 7) = 3, 

  = 
1728

2
6

3
4 cc 

 (mod p) = 
1728

24 23 
 (mod 7) =  

= 
)7(mod1728

)7(mod464
 = 

)7(mod1728

)7(mod60
 = 

)7(mod6

)7(mod4
 =  

= 164   (mod 7) = 64   (mod 7) = 24 (mod 7) = 3 (mod 7) = 3. 

)(Ej   = 


3
4c

 = 
3

43

 = 
3

)7(mod64
 = 

3

)7(mod1
 = 

= 131   (mod 7) = 51   (mod 7) = 5 (mod 7) = 5. 

Заметим, что j-инвариант )(Ej   кривой E   (2.32), так же как и j-инвариант )(Ej  

исходной кривой E (2.27), равен пяти. 

Получается, что кривые E (2.27) и E   (2.32) определены над полем K  = pF  = 7F   

и их j-инварианты равны, но они не изоморфны над этим полем, поскольку кривая E    
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получена в результате, в частности, некорректной подстановки Y = Y 6  из (2.31).  

Причиной некорректности этой подстановки является то, что коэффициент 3u  при Y    

в соответствии с (2.22) должен принадлежать K  = pF  = 7F . Однако, 76 F   

(см. табл. 2.1), а это противоречит ранее данному определению изоморфных эллипти-

ческих кривых, включающему выражения (2.22). 

Как следует из табл. 2.1, нет такого a   7F , квадрат которого b = 2a  (mod 7) равен 

шести, а, следовательно, 6  в 7F  не существует и тогда, сделанная подстановка  

Y = Y 6  из двух подстановок (2.31) при получении кривой E   (2.32) из кривой E (2.27) 

была некорректна.  

По такой же причине некорректности подстановки Y = Y 6  из (2.31) кривые E 

(2.27) и E   (2.32) не будут изоморфными и над некоторыми алгебраическими расширени-

ями поля 7F , например, над полями 11F , 13F  и 17F , поскольку 6   11F , 6   13F  и 

6   17F .  

Кривые E (2.27) и E   (2.32) не будут изоморфными, например, и над полем 19F , 

также являющимся алгебраическим расширением поля 7F , поскольку, в нем, хотя и суще-

ствует 6 , равный, например, пяти (см. табл. 2.2), но не существует элемента u, куб  

которого 3u  равен 6 , т.е. пяти (см. табл. 2.3). Последний факт о несуществовании  

элемента u, куб которого 3u  равен 6 , также противоречит определению изоморфных 

эллиптических кривых, включающему выражения (2.22). 

Заметим, что кривые E (2.27) и E   (2.32) будут изоморфны друг другу, но над лю-

бым алгебраическим расширением поля 7F , содержащим как элемент 6 , так и элемент 

u, куб которого 3u  равен 6 .  

Таблица 2.1 

a   7F  b = 2a  (mod 7) b  (mod 7) 

0 0 (mod 7) = 0 0  = 0 

1 1 (mod 7) = 1 1  = 1 

2 4 (mod 7) = 4 4  = 2 

3 9 (mod 7) = 2 2  = 3 

4 16 (mod 7) = 2 2  = 4 

5 25 (mod 7) = 4 4  = 5 

6 36 (mod 7) = 1 1  = 6 
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Таблица 2.2 

a   19F  b = 2a  (mod 19) b  (mod 19) 

0 0 (mod 19) = 0 0  = 0 

1 1 (mod 19) = 1 1  = 1 

2 4 (mod 19) = 4 4  = 2 

3 9 (mod 19) = 9 9  = 3 

4 16 (mod 19) = 16 16  = 4 

5 25 (mod 19) = 6 6  = 5 

6 36 (mod 19) = 17 17  = 6 

7 49 (mod 19) = 11 11  = 7 

8 64 (mod 19) = 7 7  = 8 

9 81 (mod 19) = 5 5  = 9 

10 100 (mod 19) = 5 5  = 10 

11 121 (mod 19) = 7 7  = 11 

12 144 (mod 19) = 11 11  = 12 

13 169 (mod 19) = 17 17  = 13 

14 196 (mod 19) = 6 6  = 14 

15 225 (mod 19) = 16 16  = 15 

16 256 (mod 19) = 9 9  = 16 

17 289 (mod 19) = 4 4  = 17 

18 324 (mod 19) = 1 1  = 18 

 

Таблица 2.3 

u   19F  2u  (mod 19) 

0 30  (mod 19) = 0 (mod 19) = 0 

1 31  (mod 19) = 1 (mod 19) = 1 

2 32  (mod 19) = 8 (mod 19) = 8 

3 33  (mod 19) = 27 (mod 19) = 8 

4 34  (mod 19) = 64 (mod 19) = 7 

5 35  (mod 19) = 125 (mod 19) = 11 

6 36  (mod 19) = 216 (mod 19) = 7 

7 37  (mod 19) = 343 (mod 19) = 1 
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Продолжение табл. 2.3 

u   19F  2u  (mod 19) 

8 38  (mod 19) = 512 (mod 19) = 18 

9 39  (mod 19) = 729 (mod 19) = 7 

10 310  (mod 19) = 1000 (mod 19) = 12 

11 311  (mod 19) = 1331 (mod 19) = 1 

12 312  (mod 19) = 1728 (mod 19) = 18 

13 313  (mod 19) = 2197 (mod 19) = 12 

14 314  (mod 19) = 2744 (mod 19) = 8 

15 315  (mod 19) = 3375 (mod 19) = 12 

16 316  (mod 19) = 4096 (mod 19) = 11 

17 317  (mod 19) = 4913 (mod 19) = 11 

18 318  (mod 19) = 5832 (mod 19) = 18 

 

Например, кривые E (2.27) и E   (2.32) будут изоморфны над полем 23F , посколь-

ку, во-первых, существует 6    23F :  

211  (mod 23) = 6  6  (mod 23) = 211  (mod 23) = 11   23F , 

а, вторых, существует u = 10 из 23F , для которого 3u  = 6 :  

310  (mod 23) = 1000 (mod 23) = 11 = 6  (mod 23).  
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2.2. ГРУППОВОЙ ЗАКОН 

 

2.2.1. ИЗОМОРФНАЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКАЯ КРИВАЯ 

 

Допустим, что характеристика char K поля K не равна двум и не равна трем,  

и рассмотрим замену переменных:  

X = X   – 
12

2b
,  Y = Y   – 

2

1a
 ‧ 










12

2b
X  – 

2

3a
,  (2.33) 

переводящую эллиптическую кривую, заданную длинной (аффинной) формой Вейер-

штрасса (2.14), в изоморфную ей эллиптическую кривую, определяемую короткой  

формой Вейерштрасса: 

:E   
2Y =

3X + Xa + b,    (2.34) 

при некоторых a, b   K .  

Рассмотрим (второй) пример эллиптической кривой E над полем K  = pF  = 5F  при 

a1 = 0, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 0, a6 = 3, удовлетворяющей аффинной версии уравнения Вейер-

штрасса (2.25), т.е. кривую E: 
2Y  + Y4  = 

3X  + 23 X  + 3. 

Установим конкретную замену переменных вида (2.33), используя при этом a1 = 0, 

a2 = 3, a3 = 4, a4 = 0, a6 = 3 и коэффициент b2 = 2, определенный при вычислении дискрими-

нанта этой эллиптической кривой: 

X = X   – 
12

2b
 = X   – 

12

2
 = X   – 

)5(mod12

2
 =  

= X   – 
)5(mod2

2
 = X   – 1,     (2.35) 

Y = Y   – 
2

1a
 ‧ 










12

2b
X  – 

2

3a
 =  

= Y   – 
2

0
 ‧  1X  – 

2

4
 =  

= Y   – 0 ‧  1X  – 2 =  

= Y   – 0 – 2 =  

= Y   – 2.       (2.36) 

Получим изоморфную кривой E (2.25) кривую E , проведя установленную замену 

переменных (2.35), (2.36): 

E:  
2Y  + Y4  = 

3X  + 23 X  + 3, 

E :   22Y  +  24  Y  =  31X  +  213  X  + 3, 

E :   2Y   + )2(2 Y  +  22  + Y 4  – 8 =  

=  3X   +   )1(3
2

 X  + 2)1(3  X  + 3)1(  +   22
)1()1(23  XX  + 3, 
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E :   2Y   – Y4  + 4 + Y 4  – 8 =  

=  3X   –  23 X   + X 3  – 1 +   123
2

 XX  + 3, 

E :   2Y   – 4 =  3X   –  23 X   + X 3  – 1 +  23 X   – X 6  + 3 + 3, 

E :   2Y   – 4 =  3X    X 3  – 5 (mod 5), 

E :   2Y   =  3X   + ( 3) (mod 5) ‧ X   – 0 + 4, 

E :  2Y   =  3X   + 2 ‧ X   + 4.    (2.37) 

Как мы убедились, полученная кривая E  (2.37), являющаяся изоморфной  

по отношению к кривой E (2.25), имеет вид короткой формы Вейерштрасса (2.34).  

При этом a = 2 и b = 4 (a, b   K  = pF  = 5F  = {0, 1, 2, 3, 4}).  

Рассмотрим (третий) пример эллиптической кривой E над полем K  = pF  = 7F   

при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3, удовлетворяющей аффинной версии уравнения  

Вейерштрасса (2.27), т.е. кривую E: 
2Y  = 

3X  + X  + 3. 

Установим конкретную замену переменных вида (2.33), используя при этом a1 = 0, 

a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3 и коэффициент b2 = 0, определенный при вычислении дискрими-

нанта этой эллиптической кривой: 

X = X   – 
12

2b
 = X   – 

12

0
 = X   – 0 = X  ,    (2.38) 

Y = Y   – 
2

1a
 ‧ 










12

2b
X  – 

2

3a
 =  

= Y   – 
2

0
 ‧  0X  – 

2

0
 =  

= Y   – 0 ‧ X   – 0 = Y   – 0 – 0 = Y  .   (2.39) 

Получим изоморфную кривой E (2.27) кривую E , проведя установленную замену 

переменных (2.38), (2.39): 

E:  
2Y  = 

3X  + X  + 3, 

E :   2Y   =  3X   + X   + 3.    (2.40) 

Как видно, полученная кривая E  (2.40), являющаяся изоморфной по отношению  

к кривой E (2.27), сразу же приобрела короткую форму Вейерштрасса (2.34). При этом  

a = 1 и b = 3 (a, b   K  = pF  = 7F  = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}).  

Рассмотрим (четвертый) пример эллиптической кривой E над полем K  = pF  = 11F  

при a1 = 10, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4, удовлетворяющей аффинной версии уравнения 

Вейерштрасса (2.29), т.е. кривую E: 
2Y  + YX10  + Y2  = 

3X  + 
24 X  + 4. 
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Установим конкретную замену переменных вида (2.33), используя при этом a1 = 10, 

a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4 и коэффициент b2 = 6, определенный при вычислении дискрими-

нанта этой эллиптической кривой: 

X = X   – 
12

2b
 = X   – 

12

6
 = X   – 

)11(mod12

6
 = X   – 

1

6
 = X   – 6,     (2.41) 

Y = Y   – 
2

1a
 ‧ 










12

2b
X  – 

2

3a
 =  

 = Y   – 
2

10
 ‧  6X  – 

2

2
 =  

= Y   – 5 ‧  6X  – 1 = 

= Y   – 5 ‧ X   + 30 – 1 = 

= Y   – 5 ‧ X   + 29 (mod 11) = 

= Y   – 5 ‧ X   + 7.      (2.42) 

Получим изоморфную кривой E (2.29) кривую E , проведя установленную замену 

переменных (2.41), (2.42): 

E:  
2Y  + YX10  + Y2  = 

3X  + 
24 X  + 4, 

E :   275  XY  + )75()6(10  XYX  + )75(2  XY  = 

=  36X  + 2)6(4  X  + 4,  

E :   25 XY   +   752  XY  + 27  +  

+ )423067)(5(10 2  XYXXYX  + 14102  XY  = 

=     3223
)6()6(3)6(3  XXX  +  

+ ))6()6(2)((4 22  XX  + 4,  

E :   2Y   + )5(2 XY   +  25 X   +  XY  514  + 49 +  

+ )42637)(5(10 2  YXXYX  + 14102  XY  = 

=     216108)18(
23

 XXX  +  

+ )36)12()((4 2  XX  + 4,  

E :   2Y   – YX 10  + 2)(25 X   + Y14  – X 70  + 49 +  

+ YX 10  – 2)(50 X   + X 370  – Y 60  – 420 + 14102  XY  = 

=  3X   –  218 X   + X 108  – 216 + 2)(4 X   – X 48  + 144 + 4,  

E :   2Y   – 2)(25 X   – Y44  + X 290  – 357 =  

=  3X   –  214 X   + X 60  – 68,  
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E :   2Y   =  3X   +  211 X   – X 230  + Y44  + 289,  

E :   2Y   =  3X   +  2)11(mod11 X   – X )11(mod230  + Y )11(mod44  + 289 (mod 11),  

E :   2Y   =  3X   +  20 X   + X 1  + Y0  + 3,  

E :   2Y   =  3X   + X   + 3.     (2.43) 

Как видно, полученная кривая E  (2.43), являющаяся изоморфной по отношению к 

кривой E (2.29), имеет вид короткой формы Вейерштрасса (2.34). При этом a = 1 и b = 3 (a, 

b   K  = pF  = 11F  = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}).  

 

2.2.2. ГРУППОВОЙ ЗАКОН  

ПО МЕТОДУ ХОРД И КАСАТЕЛЬНЫХ 

 

На представителях классов изоморфных эллиптических кривых вида (2.34) можно 

наглядно ввести групповой закон методом хорд и касательных. При этом метод хорд и 

касательных позволяет выполнять сложение, а, следовательно, и умножение точек эллип-

тических кривых.  

Сложение точек эллиптической кривой реализуется с помощью хорд. Пусть P и Q 

являются двумя различными точками некоторой кубической кривой E над полем K вида 

(2.34). Если провести через эти точки P и Q прямую линию, то она обязательно пересечет 

эллиптическую кривую E(K) в какой-нибудь третьей точке R. Заметим, что полученная 

таким образом точка R будет определена над тем же полем K, что и сама эллиптическая 

кривая E, а также исходные точки P и Q. Отразив затем точку R относительно горизон-

тальной оси, получим точку эллиптической кривой E(K), представляющую сумму P + Q 

(см. рис. 2.1).  

Умножение (сложение одинаковых) точек эллиптической кривой E(K) выполняется 

с помощью касательных, поскольку сложить точку кривой с собой невозможно с помо-

щью хорды. Пусть P является какой-либо точкой кубической кривой E над полем K вида 

(2.34). Если провести через точку P касательную к нашей эллиптической кривой E(K),  

то она пересечет ее в какой-нибудь другой точке (такая прямая должна пересекать эллип-

тическую кривую ровно в одной другой точке, поскольку кривая определяется кубиче-

ским уравнением). Назовем эту точку пересечения точкой R. Отразив точку R относитель-

но горизонтальной оси, получим точку эллиптической кривой E(K) под обозначением [2] 

P, которая представляет сумму P + P, т.е. удвоенную точку P или точку порядка 2  

(см. рис. 2.2).  
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Рис. 2.1 

 

 
 

Рис. 2.2 
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Если же точка P на эллиптической кривой E(K) выбрана так, что проведенная через 

нее касательная будет вертикальной прямой, то касательная «пересечет» эллиптическую 

кривую в бесконечно удаленной точке О, т.е. P + P = О. Пусть далее О = (0, 0).   

Заметим, что метод хорд и касательных наделяет эллиптическую кривую структу-

рой абелевой группы с бесконечно удаленной точкой О в качестве нейтрального элемента 

по сложению, т.е. нуля. Причем определение операций можно достаточно легко перенести 

на случай общей эллиптической кривой, заданной длинной формой Вейерштрасса (в част-

ности, с любой характеристикой поля). Только при этом на иллюстрациях выполнения 

операций необходимо заменить отражение точек эллиптической кривой относительно оси 

абсцисс на отражение точек относительно прямой: 

Y = Xa1  + 3a .     (2.44) 

 

2.2.3. РЕАЛИЗАЦИЯ СЛОЖЕНИЯ ТОЧЕК ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ КРИВОЙ 

 

Поскольку вычерчивание диаграмм в поле конечной характеристики является  

делом почти нереальным, приведем алгебраические формулы, с помощью которых можно 

реализовать сложение точек эллиптической кривой методом хорд и касательных. 

Лемма 2.2. Пусть E является эллиптической кривой, определяемой аффинной  

версией уравнения Вейерштрасса (2.14): 

:E   
2Y + YXa1 + Ya3 =

3X + 2
2Xa + Xa4 + 6a  

и на ней выбраны точки 1P  = ),( 11 yx  и 2P  = ),( 22 yx .  

Если 1P  = О и 2P  = О, то 

3x  = 0, 3y  = 0;     (2.45) 

иначе, если 1P  = О, то: 

3x  = 2x  и 3y  = 2y ;     (2.46) 

иначе, если 2P  = О, то: 

3x  = 1x  и 3y  = 1y ;     (2.47) 

иначе, если x1 ≠ x2, то: 

12

12

xx

yy




 ,   

12

1221

xx

xyxy




     (2.48) 

и значения x3 и y3 вычисляются по формулам: 

2121
2

3 xxaax  , 3313 )( axay       (2.49) 

в противном случае (x1 = x2) определяется с помощью соотношения (2.44) противополож-

ная к 1P  точка: 

1P  = ),( 31111 axayx      (2.50) 
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и если P2 ≠ –P1, то  

3111

11412
2
1

2

23

axay

yaaxax




 ,  

3111

13614
3
1

2

2

axay

yaaxax




 ,  (2.51) 

и значения x3 и y3 вычисляются по формулам (2.49), но если P2 = –P1, то 

1P  + 2P  = О.      (2.52) 

Применим приведенные алгебраические формулы (2.45) – (2.52) для сложения  

точек эллиптических кривых на примерах. 

Рассмотрим (второй) пример эллиптической кривой E над полем K  = pF  = 5F   

при a1 = 0, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 0, a6 = 3, удовлетворяющей аффинной версии уравнения  

Вейерштрасса (2.25), т.е. кривую E: 
2Y  + Y4  = 

3X  + 23 X  + 3. 

Ранее нами было установлено, что на этой эллиптической кривой существует шесть 

точек (2.16): 

{(1, 2), (1, 4), (3, 2), (3, 4), (4, 0), (4, 1)}      (2.53) 

и бесконечно удаленная точка О. 

Рассмотрим операцию сложения двух точек эллиптической кривой E: 
2Y  + Y4  =  

=
3X  + 23 X  + 3 (a1 = 0, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 0, a6 = 3). 

Выберем, например, бесконечно удаленные точки 1P  = ),( 11 yx  = (0, 0) и  

2P  = ),( 22 yx  = (0, 0) на этой кривой, т.е. 1x  = 0, 1y  = 0, 2x  = 0, 2y  = 0. 

Поскольку 1P  = О = (0, 0) и 2P  = О = (0, 0), то в соответствии с (2.45): 

3x  = 0, 3y  = 0. 

Следовательно, О + О = О. 

Выберем, теперь бесконечно удаленную точку 1P  = ),( 11 yx  = (0, 0) и точку  

2P  = ),( 22 yx  = (1, 2) на этой же кривой, т.е. 1x  = 0, 1y  = 0, 2x  = 1, 2y  = 2. 

Поскольку 1P  и 2P  не равны одновременно бесконечно удаленной точке О, но  

1P  = О, то в соответствии с (2.46): 

3x  = 2x  = 1 и 3y  = 2y  = 2. 

Следовательно, О + (1, 2) = (1, 2). 

Заметим, что сложение бесконечно удаленной точки О с точками (1, 4), (3, 2), (3, 4), 

(4, 0) и (4, 1) будет выполнено аналогичным образом, т.е. О + (1, 4) = (1, 4), О + (3, 2) =  

= (3, 2), О + (3, 4) = (3, 4), О + (4, 0) = (4, 0) и О + (4, 1) = (4, 1). 

Пусть теперь выберем точку 1P  = ),( 11 yx  = (1, 2) и бесконечно удаленную точку 

2P  = ),( 22 yx  = (0, 0) на этой кривой, т.е. 1x  = 1, 1y  = 2, 2x  = 0, 2y  = 0. 
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Поскольку 1P  и 2P  не равны одновременно бесконечно удаленной точке О, но  

2P  = О, то в соответствии с (2.47): 

3x  = 1x  = 1 и 3y  = 1y  = 2. 

Следовательно, (1, 2) + О = (1, 2). 

Выполним сложение точек 1P  = ),( 11 yx  = (1, 2) и 2P  = ),( 22 yx  = (1, 2) на этой 

кривой, т.е. 1x  = 1, 1y  = 2, 2x  = 1, 2y  = 2. 

Поскольку ни одна из точек 1P  и 2P  не является бесконечно удаленной точкой О  

и x1 = x2, то определим с помощью соотношения (2.50) противоположную к 1P  точку: 

1P  = ),( 31111 axayx   = ))5(mod)4102(,1(   = 

= ))5(mod6,1(   = ))5(mod)556(,1(   = 

= ))5(mod4,1(  = )4,1( , 

и так как (P2 ≠ –P1) = ((1, 2) ≠ )4,1( ) = ИСТИНА, то вычислим коэффициенты   и    

по формулам (2.51): 

3111

11412
2
1

2

23

axay

yaaxax




  = 

)5(mod)41022(

)5(mod)20013213( 2




 =  

= 
)5(mod)44(

)5(mod)00613(




 = 

)5(mod8

)5(mod9
 = 

)5(mod)58(

)5(mod)59(




 =  

= 
)5(mod3

)5(mod4
 = 

)5(mod)33(

)5(mod)34(
1

1








 = 

)5(mod1

)5(mod)24( 
 =  

= )5(mod8  = )5(mod)58(   = )5(mod3  = 3, 

3111

13614
3
1

2

2

axay

yaaxax




  = 

)5(mod)41022(

)5(mod)2432101( 3




 =  

= 
)5(mod)41022(

)5(mod)2432101( 3




 = 

)5(mod)404(

)5(mod)8601(




 =  

= 
)5(mod8

)5(mod)3(
 = 

)5(mod)58(

)5(mod)53(




 = 

)5(mod3

)5(mod2
 = 

)5(mod)33(

)5(mod)32(
1

1








 =  

= 
)5(mod1

)5(mod)22( 
 = 

)5(mod1

)5(mod4
 = )5(mod4  = 4  

и вычислим значения x3 и y3 по формулам (2.49): 

2121
2

3 xxaax   = )5(mod)113303( 2   = 

= )5(mod)509(   = )5(mod4  = 4, 

3313 )( axay   = )5(mod)444)03((   =  

= )5(mod)843(   = )5(mod)812(   = )5(mod)20(  =  

= )5(mod)5420(   = )5(mod)2020(   = )5(mod0  = 0. 
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Следовательно, (1, 2) + (1, 2) = (4, 0). 

Выполним теперь сложение точек 1P  = ),( 11 yx  = (1, 2) и 2P  = ),( 22 yx  = (1, 4) на 

этой кривой, т.е. 1x  = 1, 1y  = 2, 2x  = 1, 2y  = 4. 

Поскольку ни одна из точек 1P  и 2P  не является бесконечно удаленной точкой О  

и x1 = x2, то определим с помощью соотношения (2.50) противоположную к 1P  точку: 

1P  = ),( 31111 axayx   = ))5(mod)4102(,1(   = 

= ))5(mod)402(,1(   = ))5(mod)6(,1(   = ))5(mod)526(,1(   =  

= ))5(mod)106(,1(   = ))5(mod4,1(  = (1, 4), 

и так как (P2 = –P1) = ((1, 4) = (1, 4)) = ИСТИНА, то в соответствии с (2.52) получим, что 

(1, 2) + (1, 4) = О. 

Выполним теперь сложение точек 1P  = ),( 11 yx  = (1, 2) и 2P  = ),( 22 yx  = (3, 2)  

на этой кривой, т.е. 1x  = 1, 1y  = 2, 2x  = 3, 2y  = 2. 

Поскольку ни одна из точек 1P  и 2P  не является бесконечно удаленной точкой О  

и (x1 ≠ x2) = (1 ≠ 3) = ИСТИНА, то в соответствии с (2.48) получим: 

12

12

xx

yy




  = 

)5(mod)13(

)5(mod)22(




 = 

)5(mod2

)5(mod0
 = 

2

0
 = 0, 

12

1221

xx

xyxy




  = 

)5(mod)13(

)5(mod)1232(




 =  

= 
)5(mod2

)5(mod)26( 
 = 

)5(mod2

)5(mod4
 = 

2

4
 = 2 

и вычислим значения x3 и y3 по формулам (2.49): 

2121
2

3 xxaax   = )5(mod)313000( 2   = 

= )5(mod)700(   = )5(mod)7(  = )5(mod)527(   =  

= )5(mod)107(   = )5(mod3  = 3, 

3313 )( axay   = )5(mod)423)00((   =  

= )5(mod)630(   = )5(mod6  = )5(mod)526(   =  

= )5(mod)106(   = )5(mod4  = 4. 

Следовательно, (1, 2) + (3, 2) = (3, 4). 

Заметим, что сложение точки (1, 2) с точками (3, 4), (4, 0) и (4, 1) будет  

выполнено аналогичным образом, т.е. (1, 2) + (3, 4) = (4, 1), (1, 2) + (4, 0) = (3, 2) и  

(1, 2) + (4, 1) = (1, 4). 

Проведенные расчеты позволяют заполнить первые две строки таблицы сложения 

точек эллиптической кривой E над полем K  = pF  = 5F  при a1 = 0, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 0,  

a6 = 3, которая удовлетворяет аффинной версии уравнения Вейерштрасса (2.25),  

т.е. кривой E: 
2Y  + Y4  = 

3X  + 23 X  + 3. Выполнив остальные расчеты, получим пол-

ную таблицу сложения (см. табл. 2.4). 
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Таблица 2.4 

+ O (1, 2) (1, 4) (3, 2) (3, 4) (4, 0) (4, 1) 

O O (1, 2) (1, 4) (3, 2) (3, 4) (4, 0) (4, 1) 

(1, 2) (1, 2) (4, 0) O (3, 4) (4, 1) (3, 2) (1, 4) 

(1, 4) (1, 4) O (4, 1) (4, 0) (3, 2) (1, 2) (3, 4) 

(3, 2) (3, 2) (3, 4) (4, 0) (1, 4) O (4, 1) (1, 2) 

(3, 4) (3, 4) (4, 1) (3, 2) O (1, 2) (1, 4) (4, 0) 

(4, 0) (4, 0) (3, 2) (1, 2) (4, 1) (1, 4) (3, 4) O 

(4, 1) (4, 1) (1, 4) (3, 4) (1, 2) (4, 0) O (3, 2) 

 

Рассмотрим (третий) пример эллиптической кривой E над полем K  = pF  = 7F  при 

a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3, удовлетворяющей аффинной версии уравнения Вейер-

штрасса (2.27), т.е. кривую E: 
2Y  = 

3X  + X  + 3. 

Ранее нами было установлено, что на этой эллиптической кривой существует пять 

точек (2.17): 

{(4, 1), (4, 6), (5, 0), (6, 1), (6, 6)}    (2.54) 

и бесконечно удаленная точка О. 

Рассмотрим операцию сложения двух точек эллиптической кривой E: 
2Y  = 

3X  + 

X  + 3 (a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3). 

Выберем, например, бесконечно удаленные точки 1P  = ),( 11 yx  = (0, 0) и 2P  = 

),( 22 yx  = (0, 0) на этой кривой, т.е. 1x  = 0, 1y  = 0, 2x  = 0, 2y  = 0. 

Поскольку 1P  = О = (0, 0) и 2P  = О = (0, 0), то в соответствии с (2.45): 

3x  = 0, 3y  = 0. 

Следовательно, О + О = О. 

Выберем теперь бесконечно удаленную точку 1P  = ),( 11 yx  = (0, 0) и точку 2P  = 

),( 22 yx  = (4, 1) на этой же кривой, т.е. 1x  = 0, 1y  = 0, 2x  = 4, 2y  = 1. 

Поскольку 1P  и 2P  не равны одновременно бесконечно удаленной точке О, но 1P  = 

О, то в соответствии с (2.46): 

3x  = 2x  = 4 и 3y  = 2y  = 1. 

Следовательно, О + (4, 1) = (4, 1). 

Заметим, что сложение бесконечно удаленной точки О с точками (4, 6), (5, 0), (6, 1) 

и (6, 6) будет выполнено аналогичным образом, т.е. О + (4, 6) = (4, 6), О + (5, 0) = (5, 0), 

О + (6, 1) = (6, 1) и О + (6, 6) = (6, 6). 

Пусть теперь выберем точку 1P  = ),( 11 yx  = (4, 1) и бесконечно удаленную точку 

2P  = ),( 22 yx  = (0, 0) на этой кривой, т.е. 1x  = 4, 1y  = 1, 2x  = 0, 2y  = 0. 
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Поскольку 1P  и 2P  не равны одновременно бесконечно удаленной точке О,  

но 2P  = О, то в соответствии с (2.47): 

3x  = 1x  = 4 и 3y  = 1y  = 1. 

Следовательно, (4, 1) + О = (4, 1). 

Выполним сложение точек 1P  = ),( 11 yx  = (4, 1) и 2P  = ),( 22 yx  = (4, 1) на этой 

кривой, т.е. 1x  = 4, 1y  = 1, 2x  = 4, 2y  = 1. 

Поскольку ни одна из точек 1P  и 2P  не является бесконечно удаленной точкой О  

и x1 = x2, то определим с помощью соотношения (2.50) противоположную к 1P  точку: 

1P  = ),( 31111 axayx   = ))7(mod)0401(,4(   = 

= ))7(mod1,4(   = ))7(mod)71(,4(   = 

= ))7(mod6,4(  = )6,4( , 

и так как P2 ≠ –P1, то вычислим коэффициенты   и   по формулам (2.51): 

3111

11412
2
1

2

23

axay

yaaxax




  = 

)7(mod)04012(

)7(mod)10140243( 2




 =  

= 
)7(mod)02(

)7(mod)010163(




 = 

)7(mod2

)7(mod49
 = 

2

0
 = 0, 

3111

13614
3
1

2

2

axay

yaaxax




  = 

)7(mod)04012(

)7(mod)1032414( 3




 =  

= 
)7(mod2

)7(mod)6464( 
 = 

)7(mod2

)7(mod54
 = 

2

)7(mod)8754( 
 = 

= 
2

)7(mod)5654( 
 = 

2

)7(mod2
 = 

2

2
 = 1 

и вычислим значения x3 и y3 по формулам (2.49): 

2121
2

3 xxaax   = )7(mod)440000( 2   = 

= )7(mod)8(  = )7(mod)278(   = )7(mod)148(   = )7(mod6  = 6, 

3313 )( axay   = )7(mod)016)00((   =  

= )7(mod)1(  = )7(mod)71(   = )7(mod6  = 6. 

Следовательно, (4, 1) + (4, 1) = (6, 6). 

Выполним теперь сложение точек 1P  = ),( 11 yx  = (4, 1) и 2P  = ),( 22 yx  = (4, 6)  

на этой кривой, т.е. 1x  = 4, 1y  = 1, 2x  = 4, 2y  = 6. 

Поскольку ни одна из точек 1P  и 2P  не является бесконечно удаленной точкой О  

и x1 = x2, то определим с помощью соотношения (2.50) противоположную к 1P  точку: 

1P  = ),( 31111 axayx   = ))7(mod)0401(,4(   = 

= ))7(mod1,4(   = ))7(mod)71(,4(   = = ))7(mod6,4(  = )6,4(  
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и так как (P2 = –P1) = ((4, 6) = (4, 6)) = ИСТИНА, то в соответствии с (2.52) получим,  

что (4, 1) + (4, 6) = О. 

Выполним теперь сложение точек 1P  = ),( 11 yx  = (4, 1) и 2P  = ),( 22 yx  = (5, 0)  

на этой кривой, т.е. 1x  = 4, 1y  = 1, 2x  = 5, 2y  = 0. 

Поскольку ни одна из точек 1P  и 2P  не является бесконечно удаленной точкой О  

и (x1 ≠ x2) = (4 ≠ 5) = ИСТИНА, то в соответствии с (2.48) получим: 

12

12

xx

yy




  = 

)7(mod)45(

)7(mod)10(




 = 

)7(mod1

)7(mod)1(
 =  

= 
1

)7(mod)71( 
 = )7(mod6  = 6, 

12

1221

xx

xyxy




  = 

)7(mod)45(

)7(mod)4051(




 =  

= 
)7(mod1

)7(mod5
 = 

1

5
 = 5 

и вычислим значения x3 и y3 по формулам (2.49): 

2121
2

3 xxaax   = )7(mod)540606( 2   = 

= )7(mod)936(   = )7(mod27  = )7(mod)3727(   =  

= )7(mod)2127(   = )7(mod6  = 6, 

3313 )( axay   = )7(mod)056)06((   =  

= )7(mod)536(   = )7(mod41  = )7(mod)6741(   =  

= )7(mod)4241(   = )7(mod1  = 1. 

Следовательно, (4, 1) + (5, 0) = (6, 1). 

Заметим, что сложение точки (4, 1) с точками (6, 1) и (6, 6) будет выполнено анало-

гичным образом, т.е. (4, 1) + (6, 1) = (4, 6) и (4, 1) + (6, 6) = (5, 0). 

Проведенные расчеты позволяют заполнить первые две строки таблицы сложения 

точек эллиптической кривой E над полем K  = pF  = 7F  при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, 

a6 = 3, которая удовлетворяет аффинной версии уравнения Вейерштрасса (2.27), т.е. кри-

вой E: 
2Y  = 

3X  + X  + 3. Выполнив остальные расчеты, получим полную таблицу сложе-

ния (см. табл. 2.5). 

Рассмотрим (четвертый) пример эллиптической кривой E над полем K  = pF  = 11F  

при a1 = 10, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4, удовлетворяющей аффинной версии уравнения 

Вейерштрасса (2.29), т.е. кривую E: 
2Y  + YX10  + Y2  = 

3X  + 
24 X  + 4. 
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Таблица 2.5 

+ O (4, 1) (4, 6) (5, 0) (6, 1) (6, 6) 

O O (4, 1) (4, 6) (5, 0) (6, 1) (6, 6) 

(4, 1) (4, 1) (6, 6) O (6, 1) (4, 6) (5, 0) 

(4, 6) (4, 6) O (6, 1) (6, 6) (5, 0) (4, 1) 

(5, 0) (5, 0) (6, 1) (6, 6) O (4, 1) (4, 6) 

(6, 1) (6, 1) (4, 6) (5, 0) (4, 1) (6, 6) O 

(6, 6) (6, 6) (5, 0) (4, 1) (4, 6) O (6, 1) 

 

Ранее нами было установлено, что на этой эллиптической кривой существует  

семнадцать точек (2.18): 

{(0, 3), (0, 6), (1, 4), (1, 6), (3, 4), (3, 8), (4, 0), (4, 2), (5, 1), (5, 2), 

(6, 6), (6, 9), (8, 3), (9, 2), (9, 5), (10, 3), (10, 5)}   (2.55) 

и бесконечно удаленная точка О. 

Рассмотрим операцию сложения двух точек эллиптической кривой E: 
2Y  + YX10   

++ Y2  = 
3X  + 

24 X  + 4 (a1 = 10, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4). 

Выберем, например, бесконечно удаленные точки 1P  = ),( 11 yx  = (0, 0) и  

2P  = ),( 22 yx  = (0, 0) на этой кривой, т.е. 1x  = 0, 1y  = 0, 2x  = 0, 2y  = 0. 

Поскольку 1P  = О = (0, 0) и 2P  = О = (0, 0), то в соответствии с (2.45): 

3x  = 0, 3y  = 0. 

Следовательно, О + О = О. 

Выберем, теперь бесконечно удаленную точку 1P  = ),( 11 yx  = (0, 0) и точку  

2P  = ),( 22 yx  = (0, 3) на этой же кривой, т.е. 1x  = 0, 1y  = 0, 2x  = 0, 2y  = 3. 

Поскольку 1P  и 2P  не равны одновременно бесконечно удаленной точке О,  

но 1P  = О, то в соответствии с (2.46): 

3x  = 2x  = 0 и 3y  = 2y  = 3. 

Следовательно, О + (0, 3) = (0, 3). 

Заметим, что сложение бесконечно удаленной точки О с точками (0, 6), (1, 4), (1, 6), 

(3, 4), (3, 8), (4, 0), (4, 2), (5, 1), (5, 2), (6, 6), (6, 9), (8, 3), (9, 2), (9, 5), (10, 3) и (10, 5) будет 

выполнено аналогичным образом, т.е. О + (0, 6) = (0, 6), О + (1, 4) = (1, 4), О + (1, 6) =  

= (1, 6), О + (3, 4) = (3, 4), О + (3, 8) = (3, 8), О + (4, 0) = (4, 0), О + (4, 2) = (4, 2), О + (5, 1) =  

= (5, 1), О + (5, 2) = (5, 2), О + (6, 6) = (6, 6), О + (6, 9) = (6, 9), О + (8, 3) = (8, 3), О + (9, 2) =  

= (9, 2), О + (9, 5) = (9, 5), О + (10, 3) = (10, 3) и О + (10, 5) = (10, 5). 

Пусть теперь выберем точку 1P  = ),( 11 yx  = (0, 3) и бесконечно удаленную точку 

2P  = ),( 22 yx  = (0, 0) на этой кривой, т.е. 1x  = 0, 1y  = 3, 2x  = 0, 2y  = 0. 
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Поскольку 1P  и 2P  не равны одновременно бесконечно удаленной точке О,  

но 2P  = О, то в соответствии с (2.47): 

3x  = 1x  = 0 и 3y  = 1y  = 3. 

Следовательно, (0, 3) + О = (0, 3). 

Выполним сложение точек 1P  = ),( 11 yx  = (0, 3) и 2P  = ),( 22 yx  = (0, 3) на этой 

кривой, т.е. 1x  = 0, 1y  = 3, 2x  = 0, 2y  = 3. 

Поскольку ни одна из точек 1P  и 2P  не является бесконечно удаленной точкой О  

и x1 = x2, то определим с помощью соотношения (2.50) противоположную к 1P  точку: 

1P  = ),( 31111 axayx   = ))11(mod)20103(,0(   = 

= ))11(mod5,0(   = ))11(mod)115(,0(   = = ))11(mod6,0(  = )6,0( , 

и так как P2 ≠ –P1, то вычислим коэффициенты   и   по формулам (2.51): 

3111

11412
2
1

2

23

axay

yaaxax




  = 

)11(mod)201032(

)11(mod)310004203( 2




 =  

= 
)11(mod)26(

)11(mod)30000(




 = 

)11(mod8

)11(mod)11330( 
 =  

= 
)11(mod8

)11(mod)3330( 
 = 

)11(mod8

)11(mod3
 = 

)11(mod)88(

)11(mod)83(
1

1








 =  

= 
)11(mod1

)11(mod)73( 
 = )11(mod21  = )11(mod)1121(   = )11(mod10  = 10, 

3111

13614
3
1

2

2

axay

yaaxax




  = 

)11(mod)201032(

)11(mod)3242000( 3




 =  

= 
)11(mod)206(

)11(mod)6800(




 = 

)11(mod8

)11(mod2
 = 

)11(mod)88(

)11(mod)82(
1

1








 = 

= 
)11(mod1

)11(mod)72( 
 = )11(mod14  = )11(mod)1114(   = 3 

и вычислим значения x3 и y3 по формулам (2.49): 

2121
2

3 xxaax   = )11(mod)004101010( 2   = 

= )11(mod)4100100(   = )11(mod196  = )11(mod)1117196(   =  

= )11(mod)187196(   = )11(mod9  = 9, 

3313 )( axay   = )11(mod)239)1010((   =  

= )11(mod)5180(   = )11(mod185  = )11(mod)1117185(   =  

= )11(mod)187185(   = )11(mod2  = 2. 

Следовательно, (0, 3) + (0, 3) = (9, 2). 
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Выполним теперь сложение точек 1P  = ),( 11 yx  = (0, 3) и 2P  = ),( 22 yx  = (0, 6)  

на этой кривой, т.е. 1x  = 0, 1y  = 3, 2x  = 0, 2y  = 6. 

Поскольку ни одна из точек 1P  и 2P  не является бесконечно удаленной точкой О  

и x1 = x2, то определим с помощью соотношения (2.50) противоположную к 1P  точку: 

1P  = ),( 31111 axayx   = ))11(mod)20103(,0(   = 

= ))11(mod)203(,0(   = ))11(mod5,0(   = 

= ))11(mod)115(,0(   = ))11(mod6,0(  = )6,0( , 

и так как (P2 = –P1) = ((0, 6) = (0, 6)) = ИСТИНА, то в соответствии с (2.52) получим,  

что (0, 3) + (0, 6) = 0. 

Выполним теперь сложение точек 1P  = ),( 11 yx  = (0, 3) и 2P  = ),( 22 yx  = (1, 4)  

на этой кривой, т.е. 1x  = 0, 1y  = 3, 2x  = 1, 2y  = 4. 

Поскольку ни одна из точек 1P  и 2P  не является бесконечно удаленной точкой О  

и (x1 ≠ x2) = (0 ≠ 1) = ИСТИНА, то в соответствии с (2.48) получим: 

12

12

xx

yy




  = 

)11(mod)01(

)11(mod)34(




 = 

)11(mod1

)11(mod1
 = 

1

1
 = 1, 

12

1221

xx

xyxy




  = 

)11(mod)01(

)11(mod)0413(




 =  

= 
)11(mod1

)11(mod)03( 
 = 

)11(mod1

)11(mod3
 = 

1

3
 = 3 

и вычислим значения x3 и y3 по формулам (2.49): 

2121
2

3 xxaax   = )11(mod)1041101( 2   = 

= )11(mod)5101(   = )11(mod6  = 6, 

3313 )( axay   = )11(mod)236)101((   =  

= )11(mod)566(   = )11(mod)71(  = )11(mod)11771(   =  

= )11(mod)7771(   = )11(mod6  = 6. 

Следовательно, (0, 3) + (1, 4) = (6, 6). 

Заметим, что сложение точки (0, 3) с точками (1, 6), (3, 4), (3, 8), (4, 0), (4, 2), (5, 1), 

(5, 2), (6, 6), (6, 9), (8, 3), (9, 2), (9, 5), (10, 3) и (10, 5) будет выполнено аналогичным обра-

зом, т.е. (0, 3) + (1, 6) = (1, 4), (0, 3) + (3, 4) = (5, 2), (0, 3) + (3, 8) = (10, 3), (0, 3) + (4, 0) =  

= (5, 1), (0, 3) + (4, 2) = (4, 0), (0, 3) + (5, 1) = (3, 8), (0, 3) + (5, 2) = (4, 2), (0, 3) + (6, 6) =  

= (9, 5), (0, 3) + (6, 9) = (1, 6), (0, 3) + (8, 3) = (10, 5), (0, 3) + (9, 2) = (6, 9), (0, 3) + (9, 5) =  

= (0, 6), (0, 3) + (10, 3) = (8, 3) и (0, 3) + (10, 5) = (3, 4). 
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Проведенные расчеты позволяют заполнить первые две строки таблицы сложения 

точек эллиптической кривой E над полем K  = pF  = 11F  при a1 = 10, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0,  

a6 = 4, которая удовлетворяет аффинной версии уравнения Вейерштрасса (2.29), т.е. кри-

вой E: 
2Y  + YX10  + Y2  = 

3X  + 
24 X  + 4. Выполнив остальные расчеты, получим 

полную таблицу сложения (см. табл. 2.6, 2.7). 

Описанный ранее изоморфизм эллиптических кривых сохраняет структуру группы. 

Поэтому на изоморфных кривых приведенные выше формулы определяют структуры 

изоморфных абелевых групп.  

 

Таблица 2.6 

+ O (0, 3) (0, 6) (1, 4) (1, 6) (3, 4) (3, 8) (4, 0) (4, 2) 

O O (0, 3) (0, 6) (1, 4) (1, 6) (3, 4) (3, 8) (4, 0) (4, 2) 

(0, 3) (0, 3) (9, 2) O (6, 6) (1, 4) (5, 2) (10, 3) (5, 1) (4, 0) 

(0, 6) (0, 6) O (9, 5) (1, 6) (6, 9) (10, 5) (5, 1) (4, 2) (5, 2) 

(1, 4) (1, 4) (6, 6) (1, 6) (0, 3) O (3, 8) (5, 2) (10, 5) (8, 3) 

(1, 6) (1, 6) (1, 4) (6, 9) O (0, 6) (5, 1) (3, 4) (8, 3) (10, 3) 

(3, 4) (3, 4) (5, 2) (10, 5) (3, 8) (5, 1) (1, 6) O (9, 5) (6, 6) 

(3, 8) (3, 8) (10, 3) (5, 1) (5, 2) (3, 4) O (1, 4) (6, 9) (9, 2) 

(4, 0) (4, 0) (5, 1) (4, 2) (10, 5) (8, 3) (9, 5) (6, 9) (0, 3) O 

(4, 2) (4, 2) (4, 0) (5, 2) (8, 3) (10, 3) (6, 6) (9, 2) O (0, 6) 

(5, 1) (5, 1) (3, 8) (4, 0) (3, 4) (10, 5) (0, 6) (1, 6) (9, 2) (0, 3) 

(5, 2) (5, 2) (4, 2) (3, 4) (10, 3) (3, 8) (1, 4) (0, 3) (0, 6) (9, 5) 

(6, 6) (6, 6) (9, 5) (1, 4) (9, 2) (0, 3) (10, 3) (4, 2) (3, 4) (10, 5) 

(6, 9) (6, 9) (1, 6) (9, 2) (0, 6) (9, 5) (4, 0) (10, 5) (10, 3) (3, 8) 

(8, 3) (8, 3) (10, 5) (10, 3) (4, 0) (4, 2) (9, 2) (9, 5) (1, 4) (1, 6) 

(9, 2) (9, 2) (6, 9) (0, 3) (9, 5) (6, 6) (4, 2) (8, 3) (3, 8) (5, 1) 

(9, 5) (9, 5) (0, 6) (6, 6) (6, 9) (9, 2) (8, 3) (4, 0) (5, 2) (3, 4) 

(10, 3) (10, 3) (8, 3) (3, 8) (4, 2) (5, 2) (0, 3) (6, 6) (1, 6) (6, 9) 

(10, 5) (10, 5) (3, 4) (8, 3) (5, 1) (4, 0) (6, 9) (0, 6) (6, 6) (1, 4) 
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Таблица 2.7 

+ (5, 1) (5, 2) (6, 6) (6, 9) (8, 3) (9, 2) (9, 5) (10, 3) (10, 5) 

O (5, 1) (5, 2) (6, 6) (6, 9) (8, 3) (9, 2) (9, 5) (10, 3) (10, 5) 

(0, 3) (3, 8) (4, 2) (9, 5) (1, 6) (10, 5) (6, 9) (0, 6) (8, 3) (3, 4) 

(0, 6) (4, 0) (3, 4) (1, 4) (9, 2) (10, 3) (0, 3) (6, 6) (3, 8) (8, 3) 

(1, 4) (3, 4) (10, 3) (9, 2) (0, 6) (4, 0) (9, 5) (6, 9) (4, 2) (5, 1) 

(1, 6) (10, 5) (3, 8) (0, 3) (9, 5) (4, 2) (6, 6) (9, 2) (5, 2) (4, 0) 

(3, 4) (0, 6) (1, 4) (10, 3) (4, 0) (9, 2) (4, 2) (8, 3) (0, 3) (6, 9) 

(3, 8) (1, 6) (0, 3) (4, 2) (10, 5) (9, 5) (8, 3) (4, 0) (6, 6) (0, 6) 

(4, 0) (9, 2) (0, 6) (3, 4) (10, 3) (1, 4) (3, 8) (5, 2) (1, 6) (6, 6) 

(4, 2) (0, 3) (9, 5) (10, 5) (3, 8) (1, 6) (5, 1) (3, 4) (6, 9) (1, 4) 

(5, 1) (6, 9) O (5, 2) (8, 3) (6, 6) (10, 3) (4, 2) (1, 4) (9, 5) 

(5, 2) O (6, 6) (8, 3) (5, 1) (6, 9) (4, 0) (10, 5) (9, 2) (1, 6) 

(6, 6) (5, 2) (8, 3) (6, 9) O (5, 1) (0, 6) (1, 6) (4, 0) (3, 8) 

(6, 9) (8, 3) (5, 1) O (6, 6) (5, 2) (1, 4) (0, 3) (3, 4) (4, 2) 

(8, 3) (6, 6) (6, 9) (5, 1) (5, 2) O (3, 4) (3, 8) (0, 6) (0, 3) 

(9, 2) (10, 3) (4, 0) (0, 6) (1, 4) (3, 4) (1, 6) O (10, 5) (5, 2) 

(9, 5) (4, 2) (10, 5) (1, 6) (0, 3) (3, 8) O (1, 4) (5, 1) (10, 3) 

(10, 3) (1, 4) (9, 2) (4, 0) (3, 4) (0, 6) (10, 5) (5, 1) (9, 5) O 

(10, 5) (9, 5) (1, 6) (3, 8) (4, 2) (0, 3) (5, 2) (10, 3) O (9, 2) 

 

2.2.4. ДИСКРЕТНОЕ ЛОГАРИФМИРОВАНИЕ  

НА ЭЛЛИПТИЧЕСКОЙ КРИВОЙ 

 

Рассмотрим задачу дискретного логарифмирования на эллиптической кривой.  

Для этого зафиксируем некоторое натуральное число m и обозначим через [m] P результат 

выполнения одноместной операции [m], вычисляющей сумму из m точек P:  

[m]:    
m

PPPP  .     (2.56) 

Возьмем (второй) пример эллиптической кривой E над полем K  = pF  = 5F   

при a1 = 0, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 0, a6 = 3. Эта кривая удовлетворяет аффинной версии уравне-

ния Вейерштрасса (2.25), т.е. является кривой E: 
2Y  + Y4  = 

3X  + 23 X  + 3. В соответ-

ствии с выражением (2.56) вычислим результаты выполнения введенной одноместной 

операции [m] над P для различных значений P из множества (2.53).  
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Пусть вначале P = (1, 2), тогда в соответствии с (2.56) получим: 

m = 1: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([1]:    
1

PPPP  ) =  

= ([1]: P → P) = ([1]: (1, 2) → (1, 2)); 

m = 2: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([2]:    
2

PPPP  ) =  

= ([2]: P → P + P) = ([2]: (1, 2) → (1, 2) + (1, 2)) = ([2]: (1, 2) → (4, 0)); 

m = 3: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([3]:    
3

PPPP  ) =  

= ([3]: P → P + P + P) = ([3]: (1, 2) → (1, 2) + (1, 2) + (1, 2)) =  

= ([3]: (1, 2) → (4, 0) + (1, 2)) = ([3]: (1, 2) → (3, 2)); 

m = 4: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([4]:    
4

PPPP  ) =  

= ([4]: P → P + P + P + P) = ([4]: (1, 2) → (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2)) =  

= ([4]: (1, 2) → (3, 2) + (1, 2)) = ([4]: (1, 2) → (3, 4)); 

m = 5: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([5]:    
5

PPPP  ) =  

= ([5]: P → P + P + P + P + P) = ([5]: (1, 2) → (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2)) =  

= ([5]: (1, 2) → (3, 4) + (1, 2)) = ([5]: (1, 2) → (4, 1)); 

m = 6: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([6]:    
6

PPPP  ) =  

= ([6]: P → P + P + P + P + P + P) =  

= ([6]: (1, 2) → (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2)) =  

= ([6]: (1, 2) → (4, 1) + (1, 2)) = ([6]: (1, 2) → (1, 4)); 

m = 7: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([7]:    
7

PPPP  ) =  

= ([7]: P → P + P + P + P + P + P + P) =  

= ([7]: (1, 2) → (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2)) =  

= ([7]: (1, 2) → (1, 4) + (1, 2)) = ([7]: (1, 2) → O). 

Заметим, что в результате выполнения одноместной операции (2.56) над P = (1, 2) 

получены все элементы (второго примера) эллиптической кривой E над полем K  = pF  = 5F  

при a1 = 0, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 0, a6 = 3, т.е. кривой E: 
2Y  + Y4  = 

3X  + 23 X  + 3. Поэтому 

можно говорить о том, что данная эллиптическая кривая представляет собой конечную 

циклическую группу седьмого порядка, а точка P = (1, 2) является ее образующей (прими-

тивным элементом).  

Зададим аналогично (1.15) функцию дискретного логарифмирования (по основа-

нию (1, 2)) в этой группе перечислением ее элементов: 
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dlog (1, 2) O = 7  

(дискретный логарифм элемента O = (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) =  

= (1, 2) ∙ 7 по основанию (1, 2) равен 7), 

dlog (1, 2) (1, 2) = 1  

(дискретный логарифм элемента (1, 2) = (1, 2) =  

= (1, 2) ∙ 1 по основанию (1, 2) равен 1), 

dlog (1, 2) (1, 4) = 6  

(дискретный логарифм элемента (1, 4) = (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) =  

= (1, 2) ∙ 6 по основанию (1, 2) равен 6), 

dlog (1, 2) (3, 2) = 3  

(дискретный логарифм элемента (3, 2) = (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) =  

= (1, 2) ∙ 3 по основанию (1, 2) равен 3), 

dlog (1, 2) (3, 4) = 4  

(дискретный логарифм элемента (3, 4) = (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) =  

= (1, 2) ∙ 4 по основанию (1, 2) равен 4), 

dlog (1, 2) (4, 0) = 2  

(дискретный логарифм элемента (4, 0) = (1, 2) + (1, 2) =  

= (1, 2) ∙ 2 по основанию (1, 2) равен 2), 

dlog (1, 2) (4, 1) = 5  

(дискретный логарифм элемента (4, 1) = (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) + (1, 2) =  

= (1, 2) ∙ 5 по основанию (1, 2) равен 5). 

Проверим теперь точку P = (1, 4) эллиптической кривой E: 
2Y  + Y4  =  

= 
3X  + 23 X  + 3 на предмет того, является ли она образующей циклической группы.  

В этом случае в соответствии с (2.56) получим: 

m = 1: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([1]:    
1

PPPP  ) =  

= ([1]: P → P) = ([1]: (1, 4) → (1, 4)); 

m = 2: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([2]:    
2

PPPP  ) =  

= ([2]: P → P + P) = ([2]: (1, 4) → (1, 4) + (1, 4)) = ([2]: (1, 4) → (4, 1)); 

m = 3: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([3]:    
3

PPPP  ) =  

= ([3]: P → P + P + P) = ([3]: (1, 4) → (1, 4) + (1, 4) + (1, 4)) =  

= ([3]: (1, 4) → (4, 1) + (1, 4)) = ([3]: (1, 4) → (3, 4)); 

m = 4: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([4]:    
4

PPPP  ) =  

= ([4]: P → P + P + P + P) = ([4]: (1, 4) → (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4)) =  

= ([4]: (1, 4) → (3, 4) + (1, 4)) = ([4]: (1, 4) → (3, 2)); 
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m = 5: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([5]:    
5

PPPP  ) =  

= ([5]: P → P + P + P + P + P) = ([5]: (1, 4) → (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4)) =  

= ([5]: (1, 4) → (3, 2) + (1, 4)) = ([5]: (1, 4) → (4, 0)); 

m = 6: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([6]:    
6

PPPP  ) =  

= ([6]: P → P + P + P + P + P + P) =  

= ([6]: (1, 4) → (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4)) =  

= ([6]: (1, 4) → (4, 0) + (1, 4)) = ([6]: (1, 4) → (1, 2)); 

m = 7: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([7]:    
7

PPPP  ) =  

= ([7]: P → P + P + P + P + P + P + P) =  

= ([7]: (1, 4) → (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4)) =  

= ([7]: (1, 4) → (1, 2) + (1, 4)) = ([7]: (1, 4) → O). 

Заметим, что в результате выполнения одноместной операции (2.56) над P = (1, 4) 

также получены все элементы (второго примера) эллиптической кривой E над полем  

K  = pF  = 5F  при a1 = 0, a2 = 3, a3 = 4, a4 = 0, a6 = 3, т.е. кривой E: 
2Y  + Y4  =  

= 
3X  + 23 X  + 3. Поэтому также можно говорить о том, что данная эллиптическая  

кривая представляет собой конечную циклическую группу седьмого порядка, а точка  

P = (1, 4) является ее еще одной образующей (примитивным элементом).  

Зададим аналогично (1.15) еще одну функцию дискретного логарифмирования  

(теперь по основанию (1, 4)) в этой циклической группе: 

dlog (1, 4) O = 7  

(дискретный логарифм элемента O = (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) =  

= (1, 4) ∙ 7 по основанию (1, 4) равен 7), 

dlog (1, 4) (1, 2) = 6  

(дискретный логарифм элемента (1, 2) = (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) =  

= (1, 4) ∙ 6 по основанию (1, 4) равен 6), 

dlog (1, 4) (1, 4) = 1  

(дискретный логарифм элемента (1, 4) = (1, 4) =  

= (1, 4) ∙ 1 по основанию (1, 4) равен 1), 

dlog (1, 4) (3, 2) = 4  

(дискретный логарифм элемента (3, 2) = (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) =  

= (1, 4) ∙ 4 по основанию (1, 4) равен 4), 

dlog (1, 4) (3, 4) = 3  

(дискретный логарифм элемента (3, 4) = (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) =  

= (1, 4) ∙ 3 по основанию (1, 4) равен 3), 
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dlog (1, 4) (4, 0) = 5  

(дискретный логарифм элемента (4, 0) = (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) + (1, 4) =  

= (1, 4) ∙ 5 по основанию (1, 4) равен 5), 

dlog (1, 4) (4, 1) = 2  

(дискретный логарифм элемента (4, 1) = (1, 4) + (1, 4) =  

= (1, 4) ∙ 2 по основанию (1, 4) равен 2). 

Рассмотрим задачу дискретного логарифмирования на (третьем) примере эллиптиче-

ской кривой E над полем K  = pF  = 7F  при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3, удовлетворя-

ющей аффинной версии уравнения Вейерштрасса (2.27), т.е. кривой E:  
2Y  = 

3X  + X  + 3. 

В соответствии с (2.56) вычислим результаты выполнения введенной одноместной опера-

ции [m] над P для различных значений P из множества (2.54).  

Пусть вначале P = (4, 1), тогда в соответствии с (2.56) получим: 

m = 1: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([1]:    
1

PPPP  ) =  

= ([1]: P → P) = ([1]: (4, 1) → (4, 1)); 

m = 2: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([2]:    
2

PPPP  ) =  

= ([2]: P → P + P) = ([2]: (4, 1) → (4, 1) + (4, 1)) = ([2]: (4, 1) → (6, 6)); 

m = 3: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([3]:    
3

PPPP  ) =  

= ([3]: P → P + P + P) = ([3]: (4, 1) → (4, 1) + (4, 1) + (4, 1)) =  

= ([3]: (4, 1) → (6, 6) + (4, 1)) = ([3]: (4, 1) → (5, 0)); 

m = 4: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([4]:    
4

PPPP  ) =  

= ([4]: P → P + P + P + P) = ([4]: (4, 1) → (4, 1) + (4, 1) + (4, 1) + (4, 1)) =  

= ([4]: (4, 1) → (5, 0) + (4, 1)) = ([4]: (4, 1) → (6, 1)); 

m = 5: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([5]:    
5

PPPP  ) =  

= ([5]: P → P + P + P + P + P) = ([5]: (4, 1) → (4, 1) + (4, 1) + (4, 1) + (4, 1) + (4, 1)) =  

= ([5]: (4, 1) → (6, 1) + (4, 1)) = ([5]: (4, 1) → (4, 6)); 

m = 6: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([6]:    
6

PPPP  ) =  

= ([6]: P → P + P + P + P + P + P) =  

= ([6]: (4, 1) → (4, 1) + (4, 1) + (4, 1) + (4, 1) + (4, 1) + (4, 1)) =  

= ([6]: (4, 1) → (4, 6) + (4, 1)) = ([6]: (4, 1) → O). 

Заметим, что в результате выполнения одноместной операции (2.56) над P = (4, 1) 

получены все элементы (третьего примера) эллиптической кривой E над полем K  = pF  = 7F  
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при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3, т.е. кривой E:  2Y  = 
3X  + X  + 3. Поэтому можно 

говорить о том, что данная эллиптическая кривая представляет собой конечную цикличе-

скую группу шестого порядка, а точка P = (4, 1) является ее образующей (примитивным 

элементом).  

Зададим аналогично (1.15) функцию дискретного логарифмирования (по основа-

нию (4, 1)) в этой группе перечислением ее элементов: 

dlog (4, 1) O = 6  

(дискретный логарифм элемента O = (4, 1) + (4, 1) + (4, 1) + (4, 1) + (4, 1) + (4, 1) =  

= (4, 1) ∙ 6 по основанию (4, 1) равен 6), 

dlog (4, 1) (4, 1) = 1  

(дискретный логарифм элемента (4, 1) = (4, 1) =  

= (4, 1) ∙ 1 по основанию (4, 1) равен 1), 

dlog (4, 1) (4, 6) = 5  

(дискретный логарифм элемента (4, 6) = (4, 1) + (4, 1) + (4, 1) + (4, 1) + (4, 1) =  

= (4, 1) ∙ 5 по основанию (4, 1) равен 5), 

dlog (4, 1) (5, 0) = 3  

(дискретный логарифм элемента (5, 0) = (4, 1) + (4, 1) + (4, 1) =  

= (4, 1) ∙ 3 по основанию (4, 1) равен 3), 

dlog (4, 1) (6, 1) = 4  

(дискретный логарифм элемента (6, 1) = (4, 1) + (4, 1) + (4, 1) + (4, 1) =  

= (4, 1) ∙ 4 по основанию (4, 1) равен 4), 

dlog (4, 1) (6, 6) = 2  

(дискретный логарифм элемента (6, 6) = (4, 1) + (4, 1) =  

= (4, 1) ∙ 2 по основанию (4, 1) равен 2). 

Проверим теперь точку P = (4, 6) (третьего примера) эллиптической кривой E:  

2Y  = 
3X  + X  + 3 на предмет того, является ли она образующей циклической группы.  

В этом случае в соответствии с (2.56) получим: 

m = 1: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([1]:    
1

PPPP  ) =  

= ([1]: P → P) = ([1]: (4, 6) → (4, 6)); 

m = 2: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([2]:    
2

PPPP  ) =  

= ([2]: P → P + P) = ([2]: (4, 6) → (4, 6) + (4, 6)) = ([2]: (4, 6) → (6, 1)); 

m = 3: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([3]:    
3

PPPP  ) =  

= ([3]: P → P + P + P) = ([3]: (4, 6) → (4, 6) + (4, 6) + (4, 6)) =  

= ([3]: (4, 6) → (6, 1) + (4, 6)) = ([3]: (4, 6) → (5, 0)); 
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m = 4: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([4]:    
4

PPPP  ) =  

= ([4]: P → P + P + P + P) = ([4]: (4, 6) → (4, 6) + (4, 6) + (4, 6) + (4, 6)) =  

= ([4]: (4, 6) → (5, 0) + (4, 6)) = ([4]: (4, 6) → (6, 6)); 

m = 5: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([5]:    
5

PPPP  ) =  

= ([5]: P → P + P + P + P + P) = ([5]: (4, 6) → (4, 6) + (4, 6) + (4, 6) + (4, 6) + (4, 6)) =  

= ([5]: (4, 6) → (6, 6) + (4, 6)) = ([5]: (4, 6) → (4, 1)); 

m = 6: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([6]:    
6

PPPP  ) =  

= ([6]: P → P + P + P + P + P + P) =  

= ([6]: (4, 6) → (4, 6) + (4, 6) + (4, 6) + (4, 6) + (4, 6) + (4, 6)) =  

= ([6]: (4, 6) → (4, 1) + (4, 6)) = ([6]: (4, 6) → O). 

Заметим, что в результате выполнения одноместной операции (2.56) над P = (4, 6) 

также получены все элементы (третьего примера) эллиптической кривой E над полем  

K  = pF  = 7F  при a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0, a4 = 1, a6 = 3, т.е. кривой E:  
2Y  = 

3X  + X  + 3.  

Поэтому также можно говорить о том, что данная эллиптическая кривая представляет  

собой конечную циклическую группу шестого порядка, а точка P = (4, 6) является ее еще 

одной образующей (примитивным элементом).  

Зададим аналогично (1.15) еще одну функцию дискретного логарифмирования  

(теперь по основанию (4, 6)) в этой циклической группе: 

dlog (4, 6) O = 6  

(дискретный логарифм элемента O = (4, 6) + (4, 6) + (4, 6) + (4, 6) + (4, 6) + (4, 6) =  

= (4, 6) ∙ 6 по основанию (4, 6) равен 6), 

dlog (4, 6) (4, 1) = 5  

(дискретный логарифм элемента (4, 1) = (4, 6) + (4, 6) + (4, 6) + (4, 6) + (4, 6) =  

= (4, 6) ∙ 5 по основанию (4, 6) равен 5), 

dlog (4, 6) (4, 6) = 1  

(дискретный логарифм элемента (4, 6) = (4, 6) =  

= (4, 6) ∙ 1 по основанию (4, 6) равен 1), 

dlog (4, 6) (5, 0) = 3  

(дискретный логарифм элемента (5, 0) = (4, 6) + (4, 6) + (4, 6) =  

= (4, 6) ∙ 3 по основанию (4, 6) равен 3), 

dlog (4, 6) (6, 1) = 2  

(дискретный логарифм элемента (6, 1) = (4, 6) + (4, 6) =  

= (4, 6) ∙ 2 по основанию (4, 6) равен 2), 
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dlog (4, 6) (6, 6) = 4  

(дискретный логарифм элемента (6, 6) = (4, 6) + (4, 6) + (4, 6) + (4, 6) =  

= (4, 6) ∙ 4 по основанию (4, 6) равен 4). 

Рассмотрим задачу дискретного логарифмирования на (четвертом) примере эллип-

тической кривой E над полем K  = pF  = 11F  при a1 = 10, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4,  

удовлетворяющей аффинной версии уравнения Вейерштрасса (2.29), т.е. кривой E:  

2Y  + YX10  + Y2  = 
3X  + 

24 X  + 4. В соответствии с (2.56) вычислим результаты  

выполнения введенной одноместной операции [m] над P для различных значений P  

из множества (2.55).  

Пусть вначале P = (0, 3), тогда в соответствии с (2.56) получим: 

m = 1: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([1]:    
1

PPPP  ) =  

= ([1]: P → P) = ([1]: (0, 3) → (0, 3)); 

m = 2: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([2]:    
2

PPPP  ) =  

= ([2]: P → P + P) = ([2]: (0, 3) → (0, 3) + (0, 3)) = ([2]: (0, 3) → (9, 2)); 

m = 3: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([3]:    
3

PPPP  ) =  

= ([3]: P → P + P + P) = ([3]: (0, 3) → (0, 3) + (0, 3) + (0, 3)) =  

= ([3]: (0, 3) → (9, 2) + (0, 3)) = ([3]: (0, 3) → (6, 9)); 

m = 4: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([4]:    
4

PPPP  ) =  

= ([4]: P → P + P + P + P) = ([4]: (0, 3) → (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3)) =  

= ([4]: (0, 3) → (6, 9) + (0, 3)) = ([4]: (0, 3) → (1, 6)); 

m = 5: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([5]:    
5

PPPP  ) =  

= ([5]: P → P + P + P + P + P) = ([5]: (0, 3) → (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3)) =  

= ([5]: (0, 3) → (1, 6) + (0, 3)) = ([5]: (0, 3) → (1, 4)); 

m = 6: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([6]:    
6

PPPP  ) =  

= ([6]: P → P + P + P + P + P + P) =  

= ([6]: (0, 3) → (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3)) =  

= ([6]: (0, 3) → (1, 4) + (0, 3)) = ([6]: (0, 3) → (6, 6)); 

m = 7: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([7]:    
7

PPPP  ) =  

= ([7]: P → P + P + P + P + P + P + P) =  

= ([7]: (0, 3) → (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3)) =  

= ([7]: (0, 3) → (6, 6) + (0, 3)) = ([7]: (0, 3) → (9, 5)); 
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m = 8: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([8]:    
8

PPPP  ) =  

= ([8]: P → P + P + P + P + P + P + P + P) =  

= ([8]: (0, 3) → (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3)) =  

= ([8]: (0, 3) → (9, 5) + (0, 3)) = ([8]: (0, 3) → (0, 6)); 

m = 9: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([9]:    
9

PPPP  ) =  

= ([9]: P → P + P + P + P + P + P + P + P + P) =  

= ([9]: (0, 3) → (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3) + (0, 3)) =  

= ([9]: (0, 3) → (0, 6) + (0, 3)) = ([9]: (0, 3) → O); 

m = 10: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([10]:    
10

PPPP  ) =  

= ([10]: P → P + P + P + P + P + P + P + P + P + P) =  

= ([10]: (0, 3) → 9 ‧ (0, 3) + (0, 3)) =  

= ([10]: (0, 3) → O + (0, 3)) = ([10]: (0, 3) → (0, 3)). 

Заметим, что результат выполнения операции [m] = [10] над элементом (0, 3)  

повторил результат выполнения операции [m] = [1] над этим же элементом. Из этого  

следует, что в результате выполнения одноместной операции (2.56) над P = (0, 3)  

не могут быть получены все элементы (четвертого примера) эллиптической кривой E  

над полем K  = pF  = 11F  при a1 = 10, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4, т.е. кривой E:  

2Y  + YX10  + Y2  = 
3X  + 

24 X  + 4, и точка P = (0, 3) не является ее образующей 

(примитивным элементом).  

По аналогичным рассуждениям не являются образующими (примитивными эле-

ментами) эллиптической кривой E:  
2Y  + YX10  + Y2  = 

3X  + 
24 X  + 4 и точки (0, 6), 

(1, 4) и (1, 6) этой кривой. 

Проверим теперь точку P = (3, 4) (четвертого примера) эллиптической кривой E: 

2Y  + YX10  + Y2  = 
3X  + 

24 X  + 4 на предмет того, является ли она образующей 

циклической группы. В этом случае в соответствии с (2.56) получим: 

m = 1: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([1]:    
1

PPPP  ) =  

= ([1]: P → P) = ([1]: (3, 4) → (3, 4)); 

m = 2: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([2]:    
2

PPPP  ) =  

= ([2]: P → P + P) = ([2]: (3, 4) → (3, 4) + (3, 4)) = ([2]: (3, 4) → (1, 6)); 

m = 3: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([3]:    
3

PPPP  ) =  

= ([3]: P → P + P + P) = ([3]: (3, 4) → (3, 4) + (3, 4) + (3, 4)) =  



88 

= ([3]: (3, 4) → (1, 6) + (3, 4)) = ([3]: (3, 4) → (5, 1)); 

m = 4: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([4]:    
4

PPPP  ) =  

= ([4]: P → P + P + P + P) = ([4]: (3, 4) → (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4)) =  

= ([4]: (3, 4) → (5, 1) + (3, 4)) = ([4]: (3, 4) → (0, 6)); 

m = 5: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([5]:    
5

PPPP  ) =  

= ([5]: P → P + P + P + P + P) = ([5]: (3, 4) → (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4)) =  

= ([5]: (3, 4) → (0, 6) + (3, 4)) = ([5]: (3, 4) → (10, 5)); 

m = 6: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([6]:    
6

PPPP  ) =  

= ([6]: P → P + P + P + P + P + P) =  

= ([6]: (3, 4) → (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4)) =  

= ([6]: (3, 4) → (10, 5) + (3, 4)) = ([6]: (3, 4) → (6, 9)); 

m = 7: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([7]:    
7

PPPP  ) =  

= ([7]: P → P + P + P + P + P + P + P) =  

= ([7]: (3, 4) → (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4)) =  

= ([7]: (3, 4) → (6, 9) + (3, 4)) = ([7]: (3, 4) → (4, 0)); 

m = 8: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([8]:    
8

PPPP  ) =  

= ([8]: P → P + P + P + P + P + P + P + P) =  

= ([8]: (3, 4) → (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4)) =  

= ([8]: (3, 4) → (4, 0) + (3, 4)) = ([8]: (3, 4) → (9, 5)); 

m = 9: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([9]:    
9

PPPP  ) =  

= ([9]: P → P + P + P + P + P + P + P + P + P) =  

= ([9]: (3, 4) → (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4)) =  

= ([9]: (3, 4) → (9, 5) + (3, 4)) = ([9]: (3, 4) → (8, 3)); 

m = 10: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([10]:    
10

PPPP  ) =  

= ([10]: P → P + P + P + P + P + P + P + P + P + P) =  

= ([10]: (3, 4) → 9 ‧ (3, 4) + (3, 4)) =  

= ([10]: (3, 4) → (8, 3) + (3, 4)) = ([10]: (3, 4) → (9, 2)); 

m = 11: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([11]:    
11

PPPP  ) =  

= ([11]: P → P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P) =  

= ([11]: (3, 4) → 10 ‧ (3, 4) + (3, 4)) =  

= ([11]: (3, 4) → (9, 2) + (3, 4)) = ([11]: (3, 4) → (4, 2)); 
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m = 12: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([12]:    
12

PPPP  ) =  

= ([12]: P → P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P) =  

= ([12]: (3, 4) → 11 ‧ (3, 4) + (3, 4)) =  

= ([12]: (3, 4) → (4, 2) + (3, 4)) = ([12]: (3, 4) → (6, 6)); 

m = 13: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([13]:    
13

PPPP  ) =  

= ([13]: P → P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P) =  

= ([13]: (3, 4) → 12 ‧ (3, 4) + (3, 4)) =  

= ([13]: (3, 4) → (6, 6) + (3, 4)) = ([13]: (3, 4) → (10, 3)); 

m = 14: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([14]:    
14

PPPP  ) =  

= ([14]: P → P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P) =  

= ([14]: (3, 4) → 13 ‧ (3, 4) + (3, 4)) =  

= ([14]: (3, 4) → (10, 3) + (3, 4)) = ([14]: (3, 4) → (0, 3)); 

m = 15: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([15]:    
15

PPPP  ) =  

= ([15]: P → P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P) =  

= ([15]: (3, 4) → 14 ‧ (3, 4) + (3, 4)) =  

= ([15]: (3, 4) → (0, 3) + (3, 4)) = ([15]: (3, 4) → (5, 2)); 

m = 16: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([16]:    
16

PPPP  ) =  

= ([16]: P → P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P) =  

= ([16]: (3, 4) → 15 ‧ (3, 4) + (3, 4)) =  

= ([16]: (3, 4) → (5, 2) + (3, 4)) = ([16]: (3, 4) → (1, 4)); 

m = 17: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([17]:    
17

PPPP  ) =  

= ([17]: P → P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P) =  

= ([17]: (3, 4) → 16 ‧ (3, 4) + (3, 4)) =  

= ([17]: (3, 4) → (1, 4) + (3, 4)) = ([17]: (3, 4) → (3, 8)); 

m = 18: ([m]:    
m

PPPP  ) = ([18]:    
18

PPPP  ) =  

= ([18]: P → P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P + P) =  

= ([18]: (3, 4) → 17 ‧ (3, 4) + (3, 4)) =  

= ([18]: (3, 4) → (3, 8) + (3, 4)) = ([18]: (3, 4) → O). 

Заметим, что в результате выполнения одноместной операции (2.56) над P = (3, 4) 

получены все элементы (четвертого примера) эллиптической кривой E над полем  

K  = pF  = 11F  при a1 = 10, a2 = 4, a3 = 2, a4 = 0, a6 = 4, т.е. кривой E: 
2Y  + YX10  + Y2  =  

= 
3X  + 

24 X  + 4. Поэтому можно говорить о том, что данная эллиптическая кривая 
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представляет собой конечную циклическую группу порядка 18, а точка P = (3, 4) является 

ее образующей (примитивным элементом).  

Зададим аналогично (1.15) функцию дискретного логарифмирования (по основа-

нию (3, 4)) в этой группе перечислением ее элементов: 

dlog (3, 4) O = 18  

(дискретный логарифм элемента O = (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + 

+ (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) =  

= (3, 4) ∙ 18 по основанию (3, 4) равен 18), 

dlog (3, 4) (0, 3) = 14  

(дискретный логарифм элемента (0, 3) = (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) +  

+ (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) =  

= (3, 4) ∙ 14 по основанию (3, 4) равен 14), 

dlog (3, 4) (0, 6) = 4  

(дискретный логарифм элемента (0, 6) = (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) =  

= (3, 4) ∙ 4 по основанию (3, 4) равен 4), 

dlog (3, 4) (1, 4) = 16  

(дискретный логарифм элемента (1, 4) = (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) +  

+ (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) =  

= (3, 4) ∙ 16 по основанию (3, 4) равен 16), 

dlog (3, 4) (1, 6) = 2  

(дискретный логарифм элемента (1, 6) = (3, 4) + (3, 4) =  

= (3, 4) ∙ 2 по основанию (3, 4) равен 2), 

dlog (3, 4) (3, 4) = 1  

(дискретный логарифм элемента (3, 4) = (3, 4) =  

= (3, 4) ∙ 1 по основанию (3, 4) равен 1), 

dlog (3, 4) (3, 8) = 17  

(дискретный логарифм элемента (1, 4) = (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) +  

+ (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) =  

= (3, 4) ∙ 17 по основанию (3, 4) равен 17), 

dlog (3, 4) (4, 0) = 7  

(дискретный логарифм элемента (4, 0) = (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) +  

+ (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) =  

= (3, 4) ∙ 7 по основанию (3, 4) равен 7), 

dlog (3, 4) (4, 2) = 11  

(дискретный логарифм элемента (4, 2) = (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) +  

+ (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) =  

= (3, 4) ∙ 11 по основанию (3, 4) равен 11), 
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dlog (3, 4) (5, 1) = 3  

(дискретный логарифм элемента (5, 1) = (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) =  

= (3, 4) ∙ 3 по основанию (3, 4) равен 3), 

dlog (3, 4) (5, 2) = 15  

(дискретный логарифм элемента (5, 2) = (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) +  

+ (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) =  

= (3, 4) ∙ 15 по основанию (3, 4) равен 15), 

dlog (3, 4) (6, 6) = 12  

(дискретный логарифм элемента (6, 6) = (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) +  

+ (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) =  

= (3, 4) ∙ 12 по основанию (3, 4) равен 12), 

dlog (3, 4) (6, 9) = 6  

(дискретный логарифм элемента (6, 9) = (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) =  

= (3, 4) ∙ 6 по основанию (3, 4) равен 6), 

dlog (3, 4) (8, 3) = 9  

(дискретный логарифм элемента (8, 3) = (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) +  

+ (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) =  

= (3, 4) ∙ 9 по основанию (3, 4) равен 9), 

dlog (3, 4) (9, 2) = 10  

(дискретный логарифм элемента (9, 2) = (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) +  

+ (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) =  

= (3, 4) ∙ 10 по основанию (3, 4) равен 10), 

dlog (3, 4) (9, 5) = 8  

(дискретный логарифм элемента (9, 5) = (3, 4) + (3, 4) +  

+ (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) =  

= (3, 4) ∙ 8 по основанию (3, 4) равен 8), 

dlog (3, 4) (10, 3) = 13  

(дискретный логарифм элемента (10, 3) = (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) +  

+ (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) =  

= (3, 4) ∙ 13 по основанию (3, 4) равен 13), 

dlog (3, 4) (10, 5) = 5  

(дискретный логарифм элемента (10, 5) = (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) + (3, 4) =  

= (3, 4) ∙ 5 по основанию (3, 4) равен 5). 

Заметим, что отображение (2.56) является основой криптографических систем, 

опирающихся на эллиптическую кривую, поскольку значение [m] P = ),( yx   для извест-

ной точки P  = ),( yx  вычислить легко, а значение (дискретного логарифма по сложению) 

m по известным [m] P = ),( yx   и P  = ),( yx , как мы убедились, найти очень трудно.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

 

Третья часть учебного пособия посвящена изучению вопросов, связанных с введе-

нием в эллиптические кривые и групповому закону, которому удовлетворяют эллиптиче-

ские кривые.  

Через весь учебный материал третьей части пособия проходят четыре примера  

эллиптических кривых, для которых представлены: проективные плоскости, проективные 

точки проективных плоскостей, проективные и аффинные формы Вейерштрасса, перехо-

ды от проективных форм в аффинные и обратно, модифицированные формы проектив-

ных плоскостей, дискриминанты и инварианты эллиптических кривых, изоморфные и 

неизоморфные эллиптические кривые, метод хорд и касательных для выполнения сложе-

ния точек эллиптических кривых, алгоритм и таблицы сложения точек, а также функции 

дискретного логарифмирования в циклических группах, образованных их примитивными 

элементами.  

Надеемся, что изучение подробных примеров практически к каждому даваемому 

определению, понятию и алгоритму позволит студентам досконально разобраться с учеб-

ным материалом пособия и подготовиться к применению полученных знаний в професси-

ональной деятельности при решении различных прикладных задач. 

Авторы планируют подготовку и четвертой части данного пособия, посвященной 

также эллиптическим кривым.  
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