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ВВЕДЕНИЕ 
 

 

Во второй части учебного пособия представлен материал, который ориен-

тирован на изучение вопросов, связанных с понятиями и определениями нечёт-

кой и лингвистической переменных, а также нечёткими высказываниями. 

Среди вопросов, связанных с основными понятиями и определениями не-

чёткой и лингвистической переменных, рассматриваются понятия: нечёткой 

переменной; лингвистической переменной; нечёткого числа; операций над не-

чёткими числами; нечётких чисел и интервалов (L-R)-типа; операций над тре-

угольными нечёткими числами и трапециевидными интервалами (L-R)-типа;  

(L-R)-представлений термов лингвистических переменных.  

В материале по нечётким высказываниям рассматриваются:  

 высказывания на множествах значений лингвистических переменных 

в случаях одной и двух лингвистических переменных;  

 правила преобразований нечётких высказываний;  

 способы задания нечёткой импликации;  

 логико-лингвистическое описание систем;  

 пример модели нечёткого управления;  

 вопросы полноты и непротиворечивости правил нечёткого управле-

ния.  

Новизна данного учебного пособия, в сравнении с ранее изданной лите-

ратурой по основам интеллектуальных автоматизированных систем [1 – 14], за-

ключается в рассмотрении примеров практически к каждому даваемому поня-

тию и определению. 

Применение данного пособия будет способствовать формированию у 

обучающихся следующих компетенций по направлениям подготовки и специ-

альностям. 

По направлению подготовки 09.03.02 «Информационные системы и тех-

нологии»: способен применять естественнонаучные и общеинженерные знания, 

методы математического анализа и моделирования, теоретического и экспери-

ментального исследования в профессиональной деятельности (ОПК-1).  

По направлению подготовки 09.04.02 «Информационные системы и тех-

нологии»: способен разрабатывать оригинальные алгоритмы и программные 
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средства, в том числе с использованием современных интеллектуальных техно-

логий, для решения профессиональных задач (ОПК-2); способен использовать 

методы и средства системной инженерии в области получения, передачи, хра-

нения, переработки и представления информации посредством информацион-

ных технологий (ОПК-6). 

По направлению 27.04.03 «Системный анализ и управление»: способен 

применять методы математического, функционального и системного анализа 

для решения задач моделирования, исследования и синтеза автоматического 

управления техническими объектами (ОПК-6).  

По специальности 10.05.03 «Информационная безопасность автоматизи-

рованных систем»: способен использовать математические методы, необходи-

мые для решения задач профессиональной деятельности (ОПК-3); способен 

обеспечить эффективное применение информационно-технологических ресур-

сов автоматизированной системы с учётом требований информационной без-

опасности (ПК-6).  
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3. НЕЧЁТКАЯ И ЛИНГВИСТИЧЕСКАЯ ПЕРЕМЕННЫЕ 
 

 

3.1. ПОНЯТИЯ НЕЧЁТКОЙ И ЛИНГВИСТИЧЕСКОЙ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

Понятия нечёткой и лингвистической переменных используются при 

описании объектов и явлений с помощью нечётких множеств. 

 

3.1.1. НЕЧЁТКАЯ ПЕРЕМЕННАЯ 
 

Нечёткой переменной (НП) называется совокупность параметров α, X и A: 
 

AX ,,НП  ,          (3.1) 

 

где α – имя нечёткой переменной; X – универсальное множество, на котором 

задано множество A; A – нечёткое множество, определяющее значения нечёт-

кой переменной с именем α. 

Например, НП является переменная с именем α = «Высокий рост челове-

ка», значением которой может быть нечёткое множество A = {(150; 0), (160; 

0,1), (170; 0,2), (180; 0,5), (190; 0,7), (200; 0,9), (210; 1)}, заданное на множестве 

X = {x | x = 10i, i  N} натуральных чисел, кратных десяти.  

НП также является, например, переменная с именем α = «Нормальная 

температура воздуха в помещении», значением которой может быть нечёткое 

множество A, заданное функцией принадлежности на множестве X = R действи-

тельных чисел. 

График функции принадлежности нечёткого множества A, представляю-

щего значение нечёткой переменной с именем α = «Нормальная температура 

воздуха в помещении», может быть получен в пакете MatLab, например, с по-

мощью программы, приведённой на листинге 3.1. 

Листинг 3.1. Программа построения графика функции принадлежности 

нечёткого множества A, являющегося значением нечёткой переменной с име-

нем α = «Нормальная температура воздуха в помещении»: 

x = 10:1:35; 

y = trapmf (x, [15 20 25 30]); 

plot(x,y); 

grid; 

xlabel('Нормальная температура воздуха в помещении'); 
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Рис. 3.1. Результат работы программы 

 

Результат работы программы приведен на рис. 3.1. При этом ордината ка-

кой-либо точки графика обозначает значение принадлежности соответствую-

щей абсциссы (температуры) нечёткому множеству A. 

Заметим, что в дальнейшем будем отождествлять нечёткую переменную с 

её именем. Например, НП с именем α = «Высокий рост человека», будем назы-

вать нечёткой переменной «Высокий рост человека», а НП с именем α = «Нор-

мальная температура воздуха в помещении» – нечёткой переменной «Нормаль-

ная температура воздуха в помещении». 

 

3.1.2. ЛИНГВИСТИЧЕСКАЯ ПЕРЕМЕННАЯ 
 

Лингвистической переменной (ЛП) называется совокупность параметров 

, T, X, G и M: 

MGXT ,,,,ЛП  ,         (3.2) 

где  – имя лингвистической переменной; T – множество значений (термов) 

лингвистической переменной (так называемое терм-множество), состоящее из 

нечётких переменных; X – универсальное множество, на котором заданы нечёт-

кие переменные; G – синтаксическая процедура, позволяющая оперировать 

элементами терм-множества с целью генерации новых термов (нечётких пере-
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менных); M – семантическая процедура, определяющая значения исходных 

термов из терм-множества и термов, сгенерированных синтаксической проце-

дурой G. 

Применение синтаксической процедуры G к терм-множеству T обозначим 

через G(T). Тогда G(T) представляет собой множество сгенерированных термов, 

а объединение исходного терм-множества с множеством сгенерированных тер-

мов T   G(T) – расширенное терм-множество ЛП. 

Заметим, что во избежание большого количества символов символ  

можно использовать как для названия самой переменной, так и для её значений. 

Например, лингвистическую переменную с именем  = «Возраст» будем назы-

вать лингвистической переменной «Возраст», а лингвистическую переменную с 

именем  = «Толщина изделия» – лингвистической переменной «Толщина из-

делия».  

Кроме того, можно пользоваться одним и тем же символом для обозначе-

ния нечёткого множества и его названия. Например, терм T = «Молодой», яв-

ляющийся значением лингвистической переменной  = «Возраст», одновре-

менно есть и нечёткое множество A = «Молодой». 

Присвоение различным символам одних и тех же значений предполагает, 

что контекст позволяет разрешить возможные неопределённости при использо-

вании этих символов и значений. 

 

3.1.3. ПРИМЕР ЛИНГВИСТИЧЕСКОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 
 

Пусть, например, некоторый эксперт определяет толщину выпускаемого 

изделия с помощью величин «Малая толщина», «Средняя толщина» и «Боль-

шая толщина». При этом минимальная толщина изделия равна 10 мм, а макси-

мальная – 80 мм.  

Формализация такого описания может быть выполнена с помощью линг-

вистической переменной MGXT ,,,, , где  – «Толщина изделия»; T – {«Ма-

лая толщина», «Средняя толщина», «Большая толщина»}; X – [10, 80]; G – про-

цедура образования новых термов с помощью логических связок «и», «или», 

частицы «не», модификаторов «очень», «слегка» и т.п. Например, «Средняя и 

большая толщина», «Малая или средняя толщина», «Небольшая толщина», 

«Очень малая толщина», «Слегка большая толщина» и т.д.; M – процедура за-

дания на X = [10, 80] нечётких множеств (термов) A1 = «Малая толщина»,  
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A2 = «Средняя толщина», A3 = «Большая толщина», а также нечётких множеств 

для новых термов из G(T) в соответствии с правилами трансляции нечётких свя-

зок «и», «или», частицы «не», модификаторов «очень», «слегка» с использовани-

ем операций над нечёткими множествами: пересечения BA , объединения 

BA , дополнения A , концентрации 
2CON AA  , растяжения 

5,0DIL AA    

и т.п. 

Пусть рассмотренные выше базовые значения A1 = «Малая толщина»,  

A2 = «Средняя толщина», A3 = «Большая толщина» лингвистической перемен-

ной «Толщина изделия» зависят от области определения X. Упомянутые зави-

симости могут быть получены в пакете MatLab с помощью программы, приве-

дённой на листинге 3.2. 

Листинг 3.2. Программа построения графиков функций принадлежности 

нечётких множеств A1 = «Малая толщина», A2 = «Средняя толщина» и A3 = 

«Большая толщина», являющихся значениями лингвистической переменной 

«Толщина изделия»: 

x = 0:1:90; 

y1 = trapmf (x, [10 10 20 40]); 

y2 = trimf (x, [25 45 65]); 

y3 = trapmf (x, [50 70 80 80]); 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'b'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' A1 = "Малая толщина", A2 = "Средняя толщина", A3 = "Большая 

толщина" '); 

Результат работы программы приведён на рис. 3.2. 

Тогда нечёткие множества для новых термов из G(T) A4 = «Средняя и 

большая толщина», A5 = «Малая или средняя толщина», A6 = «Не большая тол-

щина», A7 = «Очень малая толщина», A8 = «Слегка большая толщина» могут 

быть получены в соответствии с правилами трансляции нечётких связок «и», 

«или», частицы «не», модификаторов «очень» и «слегка». Эти множества мож- 
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Рис. 3.2. Результат работы программы 

 

но представить с использованием операций над нечёткими множествами: пере-

сечения 32 AA  , объединения 21 BA  , дополнения 3A , концентрации 

2CON AA   и растяжения 
5,0DIL AA  . 

Новый терм A4 = «Средняя и большая толщина», образованный из эле-

ментов A2 = «Средняя толщина» и A3 = «Большая толщина» терм-множества  

T = {«Малая толщина», «Средняя толщина», «Большая толщина»} по синтакси-

ческой процедуре G с помощью логической связки «и», в результате выполне-

ния семантической процедуры M получит значение нечёткого множества 

32 AA  . График функции принадлежности данного нечёткого множества могут 

быть получен в пакете MatLab с помощью программы, приведённой на листин-

ге 3.3. 

Листинг 3.3. График функции принадлежности нечёткого множества A4 = 

«Средняя и большая толщина» приведён на рис. 3.3 и изображён чёрным цве-

том. Программа построения графика функции принадлежности нечёткого мно-

жества A4 = «Средняя и большая толщина», являющегося значением лингви-

стической переменной «Толщина изделия»: 

x = 0:1:90; 

y1 = trapmf (x, [10 10 20 40]); 
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Рис. 3.3. График функции принадлежности нечёткого множества  

A4 = «Средняя и большая толщина» 

 

y2 = trimf (x, [25 45 65]); 

y3 = trapmf (x, [50 70 80 80]); 

y4=min(y2, y3); 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'b'); 

hold on; 

plot(x, y4, 'ko-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' A4 = "Средняя и большая толщина" '); 

Новый терм A5 = «Малая или средняя толщина», образованный из эле-

ментов A1 = «Малая толщина» и A2 = «Средняя толщина» терм-множества  

T = {«Малая толщина», «Средняя толщина», «Большая толщина»} по синтакси-

ческой процедуре G с помощью логической связки «или», в результате выпол-
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нения семантической процедуры M получит значение нечёткого множества 

21 AA  . График функции принадлежности данного нечёткого множества могут 

быть получен в пакете MatLab с помощью программы, приведённой на листин-

ге 3.4. 

Листинг 3.4. График функции принадлежности нечёткого множества A5 = 

= «Малая или средняя толщина» приведён на рис. 3.4 и изображён чёрным цве-

том. Программа построения графика функции принадлежности нечёткого мно-

жества A5 = «Малая или средняя толщина», являющегося значением лингвисти-

ческой переменной «Толщина изделия»: 

x = 0:1:90; 

y1 = trapmf (x, [10 10 20 40]); 

y2 = trimf (x, [25 45 65]); 

y3 = trapmf (x, [50 70 80 80]); 

y5=max(y1, y2); 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'b'); 

hold on; 
 

 
 

Рис. 3.4. График функции принадлежности нечёткого множества  

A5 = «Малая или средняя толщина» 
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plot(x, y5, 'ko-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' A5 = "Малая или средняя толщина" '); 

Новый терм A6 = «Небольшая толщина», образованный из элемента  

A3 = «Большая толщина» терм-множества T = {«Малая толщина», «Средняя 

толщина», «Большая толщина»} по синтаксической процедуре G с помощью 

частицы «не», в результате выполнения семантической процедуры M получит 

значение нечёткого множества 3A . График функции принадлежности данного 

нечёткого множества могут быть получен в пакете MatLab с помощью про-

граммы, приведённой на листинге 3.5. 

Листинг 3.5. График функции принадлежности нечёткого множества A6 = 

= «Небольшая толщина» приведён на рис. 3.5 и изображён чёрным цветом. 

Программа построения графика функции принадлежности нечёткого множества 

A6 = «Небольшая толщина», являющегося значением лингвистической пере-

менной «Толщина изделия»: 

x = 0:1:90; 

y1 = trapmf (x, [10 10 20 40]); 

y2 = trimf (x, [25 45 65]); 

y3 = trapmf (x, [50 70 80 80]); 

y6=1 - y3; 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'b'); 

hold on; 

plot(x, y6, 'ko-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' A6 = "Не большая толщина" '); 

Новый терм A7 = «Очень малая толщина», образованный из элемента A1 = 

«Малая толщина» терм-множества T = {«Малая толщина», «Средняя толщина», 

«Большая толщина»} по синтаксической процедуре G с помощью концентра- 
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Рис. 3.5. График функции принадлежности нечёткого множества 

A7 = «Очень малая толщина» 

 

ции, в результате выполнения семантической процедуры M получит значение 

нечёткого множества 
2
11CON AA  . График функции принадлежности данного 

нечёткого множества могут быть получен в пакете MatLab с помощью про-

граммы, приведённой в листинге 3.6. 

Листинг 3.6. График функции принадлежности нечёткого множества A7 = 

= «Очень малая толщина» приведён на рис. 3.6 и изображён чёрным цветом. 

Программа построения графика функции принадлежности нечёткого множества 

A7 = «Очень малая толщина», являющегося значением лингвистической пере-

менной «Толщина изделия»: 

x = 0:1:90; 

y1 = trapmf (x, [10 10 20 40]); 

y2 = trimf (x, [25 45 65]); 

y3 = trapmf (x, [50 70 80 80]); 

y7 = prod([y1; y1]); 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 
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Рис. 3.6. График функции принадлежности нечёткого множества  

A7 = «Очень малая толщина» 

 

hold on; 

plot(x, y3, 'b'); 

hold on; 

plot(x, y7, 'ko-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' A7 = "Очень малая толщина" '); 

Новый терм A8 = «Слегка большая толщина», образованный из элемента 

A3 = «Большая толщина» терм-множества T = {«Малая толщина», «Средняя 

толщина», «Большая толщина»} по синтаксической процедуре G с помощью 

растяжения, в результате выполнения семантической процедуры M получит 

значение нечёткого множества 
5,0

33DIL AA  . График функции принадлежности 

данного нечёткого множества могут быть получен в пакете MatLab с помощью 

программы, приведённой в листинге 3.7. 

Листинг 3.7. График функции принадлежности нечёткого множества A8 = 

= «Слегка большая толщина» приведён на рис. 3.7 и изображён чёрным цветом. 

Программа построения графика функции принадлежности нечёткого множества 
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Рис. 3.7. График функции принадлежности нечёткого множества  

A8 = «Слегка большая толщина» 

 

A8 = «Слегка большая толщина», являющегося значением лингвистической пе-

ременной «Толщина изделия» 

x = 0:1:90; 

y1 = trapmf (x, [10 10 20 40]); 

y2 = trimf (x, [25 45 65]); 

y3 = trapmf (x, [50 70 80 80]); 

y8 = sqrt(y3); 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'b'); 

hold on; 

plot(x, y8, 'ko-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' A8 = "Слегка большая толщина" '); 
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3.2. ПОНЯТИЕ НЕЧЁТКОГО ЧИСЛА 
 

Нечёткое число – это нечёткая переменная, определённая на числовой 

оси, т.е. нечёткое число определяется как нечёткое множество A на множестве 

действительных чисел R с функцией принадлежности ]1,0[)(  xA , где x – дей-

ствительное число. Например, нечёткими числами являются нечёткие множе-

ства A1, …, A8 (см. рис. 3.2 – 3.7). 

Нечёткое число A называется нормальным, если его высота )(sup xA
Xx




 

равна 1. Например, нормальными нечёткими числами являются нечёткие числа 

A1, A2, A3 и A5, …, A8 (см. рис. 3.2 и 3.4 – 3.7). 

Нечёткое число A называется выпуклым, если для любых x, y и z таких, 

что zyx  , выполняется условие: 
 

)()()( zxy AAA  .     (3.3) 
 

Другими словами, при отклонении от своего максимума влево или вправо 

функция принадлежности не возрастает. Например, выпуклыми нечёткими 

числами являются нечёткие числа A1, …, A4 и A7, A8 (см. рис. 3.2, 3.3 и 3.6, 3.7). 

Множество α-уровня нечёткого числа A определяется как: 
 

})(|{  xxA A .         (3.4) 
 

Например, множеством α-уровня нечёткого числа A1 при α = 0,5 является 

отрезок [10, 30] (см. рис. 3.2). 

Множество SA ( RSA  ) называется носителем нечёткого числа A, если 

оно определено как:  

}0)(|{  xxS AA .     (3.5) 
 

Например, носителем нечёткого числа A3 является отрезок [50, 80]  

(см. рис. 3.2). 

Нечёткое число A является унимодальным, если условие 

)(sup)( xx A
Xx

A 


 выполняется только для одной абсциссы на действительной 

оси. Например, унимодальными нечёткими числами являются нечёткие числа 

A2 и A4 (см. рис. 3.2 и 3.3). 

Выпуклое нечёткое множество A называется нечётким нулём, если вы-

полняется условие 
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Rx
AA x



 ))(sup()0( .     (3.6) 

 

Например, график функции принадлежности нечёткого множества, пред-

ставляющего нечёткий нуль, может быть получен в пакете MatLab с помощью 

программы, приведённой на листинге 3.8. 

Листинг 3.8. График функции принадлежности нечёткого множества A9 = 

«Нечёткий нуль» приведён на рис. 3.8. Программа построения графика функ-

ции принадлежности нечёткого множества A9 = «Нечёткий нуль»: 

x = -5:0.1:5; 

y9 = trimf (x, [-3 0 3]); 

plot(x, y9); 

grid; 

xlabel(' A9 = "Нечёткий нуль" '); 

Нечёткое число является положительным, если любой элемент его носи-

теля больше нуля: 

0 xSx A            (3.7) 
 

и отрицательным, если любой элемент его носителя меньше нуля: 
 

0 xSx A .          (3.8) 

 

 
 

Рис. 3.8. График функции принадлежности нечёткого множества  

A9 = «Нечёткий нуль» 
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Например, графики функций принадлежности нечётких множеств, пред-

ставляющих отрицательное нечёткое число и положительное нечёткое число, 

могут быть получены в пакете MatLab с помощью программы, приведённой в 

листинге 3.9. 

Листинг 3.9. Графики функций принадлежности нечётких множеств A10 = 

= «Отрицательное нечёткое число» и A11 = «Положительное нечёткое число» 

приведены на рис. 3.9 и изображены соответственно красным и зелёным цвета-

ми. Программа построения графиков функций принадлежности нечётких мно-

жеств A10 = «Отрицательное нечёткое число» и A11 = «Положительное нечёткое 

число»: 

x = -10:0.1:10; 

y10 = trimf (x, [-8 -5 -2]); 

y11 = trimf (x, [2 5 8]); 

plot(x, y10, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y11, 'g'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' A10 = " Отрицательное нечёткое число " A11 = " Положительное 

нечёткое число " '); 
 

 

Рис. 3.9. Графики функций принадлежности нечётких множеств  

A10 = «Отрицательное нечёткое число» и A11 = «Положительное нечёткое число» 
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3.3. ОПЕРАЦИИ НАД НЕЧЁТКИМИ ЧИСЛАМИ 
 

Пусть A, B и C являются некоторыми нечёткими числами, а через символ 

‘ ~ ’ обозначена нечёткая операция, соответствующая произвольной обычной 

операции ‘ ’ над чёткими числами. Тогда, согласно принципу обобщения, для 

любых чисел x, y, z  R справедливо взаимно однозначное соответствие: 
 

))()((sup~

*

xxBAC BA
yxz




.    (3.9) 

Расширенные (согласно принципу обобщения) бинарные арифметические 

операции для нечётких чисел определяются через соответствующие операции 

для чётких чисел следующим образом: 
 

yxz
BA xxBAC



 ))()((sup~ ;    (3.10) 

 

yxz
BA xxBAC



 ))()((sup~ ;    (3.11) 

 

yxz
BA xxBAC



 ))()((sup~ ;    (3.12) 

 

yxz
BA xxBAC



 ))()((sup~ .    (3.13) 

 

3.3.1. СУММА НЕЧЁТКИХ ЧИСЕЛ 
 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляюще-

го сумму (3.10), например, для нечётких чисел A12 = «Нечёткое число 5» и A13 = 

= «Нечёткое число 10» может быть получен в пакете MatLab с помощью про-

граммы, приведённой на листинге 3.10. 

Листинг 3.10. Графики функций принадлежности нечётких множеств  

A12 = «Нечёткое число 5», A13 = «Нечёткое число 10» и A14 = «Сумма нечётких 

чисел 5 и 10» приведены на рис. 3.10 и изображены соответственно красным, 

зелёным и синим цветами. Программа построения графиков функций принад-

лежности нечётких множеств A12 = «Нечёткое число 5», A13 = «Нечёткое число 

10» и A14 = «Сумма нечётких чисел 5 и 10»: 

x = 0:0.1:25; 

y1 = trimf (x, [2 5 8]); 



20 

 
 

Рис. 3.10. Графики функций принадлежности нечётких множеств  

A12 = «Нечёткое число 5», A13 = «Нечёткое число 10» и  

A14 = «Сумма нечётких чисел 5 и 10» 

 

y2 = trimf (x, [8 10 12]); 

y3 = fuzarith (x, y1, y2, 'sum'); 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'bo-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' A12 = " Нечёткое 5 " A13 = " Нечёткое 10 " A14 = " Сумма нечёт-

ких 5 и 10 " '); 

 

3.3.2. РАЗНОСТЬ НЕЧЁТКИХ ЧИСЕЛ 
 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляюще-

го разность (3.11), например, для нечётких чисел A12 = «Нечёткое число 5» и  

A13 = «Нечёткое число 10» может быть получен в пакете MatLab с помощью 

программы, приведённой на листинге 3.11. 
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Рис. 3.11. Графики функций принадлежности нечётких множеств  

A12 = «Нечёткое число 5», A13 = «Нечёткое число 10» и  

A15 = «Разность нечётких чисел 5 и 10» 

 

Листинг 3.11. Графики функций принадлежности нечётких множеств  

A12 = «Нечёткое число 5», A13 = «Нечёткое число 10» и A15 = «Разность нечётких 

чисел 5 и 10» приведены на рис. 3.11 и изображены соответственно красным, 

зелёным и синим цветами. Программа построения графиков функций принад-

лежности нечётких множеств A12 = «Нечёткое число 5», A13 = «Нечёткое число 

10» и A15 = «Разность нечётких чисел 5 и 10» 

x = -15:0.1:15; 

y1 = trimf (x, [2 5 8]); 

y2 = trimf (x, [8 10 12]); 

y3 = fuzarith (x, y1, y2, 'sub'); 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'bo-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' A15 = " Разность нечётких 5 и 10 " A12 = " Нечёткое 5 " A13 = " 

Нечёткое 10 " '); 
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3.3.3. ПРОИЗВЕДЕНИЕ НЕЧЁТКИХ ЧИСЕЛ 
 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляюще-

го произведение (3.12), например, для нечётких чисел A16 = «Нечёткое число 2» 

и A17 = «Нечёткое число 3» может быть получен в пакете MatLab с помощью 

программы, приведённой в листинге 3.12. 

Листинг 3.12. Графики функций принадлежности нечётких множеств  

A16 = «Нечёткое число 2», A17 = «Нечёткое число 3» и A18 = «Произведение не-

чётких чисел 2 и 3» приведены на рис. 3.12 и изображены соответственно крас-

ным, зелёным и синим цветами. Программа построения графиков функций 

принадлежности нечётких множеств A16 = «Нечёткое число 2», A17 = «Нечёткое 

число 3» и A18 = «Произведение нечётких чисел 2 и 3»: 

x = 0:0.1:25; 

y1 = trimf (x, [0 2 4]); 

y2 = trimf (x, [0 3 6]); 

y3 = fuzarith (x, y1, y2, 'prod'); 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

 

 
 

Рис. 3.12. Графики функций принадлежности нечётких множеств  

A16 = «Нечёткое число 2», A17 = «Нечёткое число 3» и  

A18 = «Произведение нечётких чисел 2 и 3» 
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hold on; 

plot(x, y3, 'bo-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' A16 = " Нечёткое 2 " A17 = " Нечёткое 3 " A18 = " Произведение 

нечётких 2 и 3 " '); 
 

3.3.4. ЧАСТНОЕ НЕЧЁТКИХ ЧИСЕЛ 
 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляюще-

го частное (3.13), например, для нечётких чисел A19 = «Нечёткое число 15» и A20 

= «Нечёткое число 3» может быть получен в пакете MatLab с помощью про-

граммы, приведённой в листинге 3.13. 

Листинг 3.13. Графики функций принадлежности нечётких множеств  

A19 = «Нечёткое число 15», A20 = «Нечёткое число 3» и A21 = «Частное нечётких 

чисел 15 и 3» приведены на рис. 3.13 и изображены соответственно красным, 

зелёным и синим цветами. Программа построения графиков функций принад-

лежности нечётких множеств A19 = «Нечёткое число 15», A20 = «Нечёткое число 

3» и A21 = «Частное нечётких чисел 15 и 3»: 

x = 0:0.1:25; 

y1 = trimf (x, [10 15 20]); 

 

 
 

Рис. 3.13. Графики функций принадлежности нечётких множеств  

A19 = «Нечёткое число 15», A20 = «Нечёткое число 3» и  

A21 = «Частное нечётких чисел 15 и 3» 
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y2 = trimf (x, [1 3 5]); 

y3 = fuzarith (x, y1, y2, 'div'); 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'bo-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' A20 = " Нечёткое 3 " A21 = " Частное нечётких 15 и 3 " A19 = " 

Нечёткое 15 " '); 

 

3.4. ПОНЯТИЕ НЕЧЁТКИХ ЧИСЕЛ И ИНТЕРВАЛОВ (L-R)-ТИПА 

 

3.4.1. НЕЧЁТКИЕ ЧИСЛА (L-R)-ТИПА 
 

Нечёткие числа (L-R)-типа – это задаваемые по определённым правилам 

нечёткие числа специального вида, обеспечивающего снижение объёма вычис-

лений при операциях над ними.  

Функции принадлежности нечётких чисел (L-R)-типа задаются с помо-

щью не возрастающих на множестве неотрицательных действительных чисел 

функций действительного переменного L(x) и R(x), удовлетворяющих свой-

ствам чётности и нормирования: 
 

L(–x) = L(x), R(–x) = R(x);    (3.14) 
 

L(0) = R(0).          (3.15) 
 

Примерами функций L(x) и R(x) могут служить функции: 
 

0,)( 


pexL
p

x
;      (3.16) 

 

.0,
1

1
)( 


 p

x
xR

p
     (3.17) 

 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляюще-

го функцию вида (3.16), например, при параметре p = 1 может быть получен в 

пакете MatLab с помощью программы, приведённой в листинге 3.14. 
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Рис. 3.14. График функции действительного переменного L(x) 

 

Листинг 3.14. График функции действительного переменного L(x), вы-

численной по формуле (3.16) при p = 1, изображён на рис. 3.14. Программа по-

строения графика функции (3.16) при p = 1: 

x = -5:0.1:5; 

p=1; 

y = exp(-abs(x)*p); 

plot(x, y, 'r'); 

grid; 

xlabel(' Функция L(x) при p = 1'); 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляюще-

го функцию вида (3.17), например, при параметре p = 1 может быть получен в 

пакете MatLab с помощью программы, приведённой в листинге 3.15. 

Листинг 3.15. График функции действительного переменного R(x), вы-

численной по формуле (3.17) при p = 1, изображён на рис. 3.15. Программа по-

строения графика функции (3.17) при p = 1 

x = -5:0.1:5; 

p=1; 

y = 1 ./ (1 + abs(x).^p); 
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Рис. 3.15. График функции действительного переменного R(x) 

 

plot(x, y, 'r'); 

grid; 

xlabel(' Функция R(x) при p = 1'); 

Пусть L(x) и R(x) являются конкретными функциями (L-R)-типа. Тогда 

унимодальное нечёткое число A c модой a (функция принадлежности )(xA  

только при x = a принимает значение 1) задаётся с помощью функций L(x) и 

R(x) следующим образом: 




















,если),(

;если),(

)(
аx

ax
R

аx
xa

L

xA     (3.18) 

где α и  – левый и правый коэффициенты нечёткости, большие нуля. 

Следовательно, при заданных функциях L(x) и R(x) унимодальное нечёт-

кое число A может быть задано тройкой его параметров (a, α, ). 

В частности, унимодальным нечётким числом (L-R)-типа может служить 

треугольное нечёткое число (ТНЧ) – нормальное нечёткое число, функция 

принадлежности которого имеет треугольный вид.  
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Примерами треугольных нечётких чисел являются «Средняя толщина» 

(см. рис. 3.2), «Нечёткий нуль» (см. рис. 3.8), «Отрицательное нечёткое число» 

и «Положительное нечёткое число» (см. рис. 3.9), «Нечёткое 5», «Нечёткое 10» 

и «Сумма нечётких 5 и 10» (см. рис. 3.10), «Разность нечётких 5 и 10» (см. рис. 

3.11), «Нечёткое 2» и «Нечёткое 3» (см. рис. 3.12) и «Нечёткое 15» (см. рис. 

3.13).  

3.4.2. НЕЧЁТКИЕ ИНТЕРВАЛЫ (L-R)-ТИПА 
 

Не унимодальное нечёткое число называется толерантным нечётким 

числом. Толерантное нечёткое число имеет границы толерантности a и b,  

на промежутке между которыми всюду функция принадлежности имеет значе-

ние, равное 1. Следовательно, толерантное нечёткое число задаётся четвёркой 

параметров (a, b, α, ). 

В частности, толерантным нечётким числом (L-R)-типа является трапе-

циевидный нечёткий интервал (ТНИ) – нормальный нечёткий интервал, задан-

ный трапециевидной функцией принадлежности.  

Примерами трапециевидных нечётких интервалов являются «Нормальная 

температура воздуха в помещении» (см. рис. 3.1), «Малая толщина» и «Боль-

шая толщина» (см. рис. 3.2). 

Заметим, что операции над треугольными нечёткими числами и трапеци-

евидными нечёткими интервалами (L-R)-типа могут помочь в достижении по-

нимания смысла операций над нечёткими числами.  

 

3.5. ОПЕРАЦИИ НАД ТРЕУГОЛЬНЫМИ НЕЧЁТКИМИ ЧИСЛАМИ  

(L-R)-ТИПА 
 

Рассмотрим арифметические операции сложения, вычитания, умножения 

и деления над треугольными нечёткими числами ),,( 111  aA  и 

),,( 222  aB , а также операцию вычисления обратного к ),,( 111  aA  

нечёткого числа. 

 

3.5.1. СУММА ТРЕУГОЛЬНЫХ НЕЧЁТКИХ ЧИСЕЛ 
 

Результат выполнения операции сложения треугольных чисел 

),,( 111  aA  и ),,( 222  aB  обозначим через ),,(  aС . Параметры a, 

α и  этой суммы определяются следующим образом: 
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a = a1 + a2,   21  ,   21  .        (3.19) 
 

Например, параметры a, α и  суммы ),,(  aС  для нечётких чисел 

),,( 111  aA  = (3, 1, 2) и ),,( 222  aB  = (2, 2, 2) определяются с помо-

щью формул (3.19) следующим образом: 
 

a = a1 + a2 = 3 + 2 = 5,   21  = 1 + 2 = 3,   21  = 2 + 2 = 4. 
 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляюще-

го сумму треугольных чисел ),,( 111  aA  = (3, 1, 2) и ),,( 222  aB  = (2, 

2, 2), может быть получен в пакете MatLab с помощью программы, приведён-

ной в листинге 3.16. 

Листинг 3.16. На рисунке 3.16 представлен синим цветом график функ-

ции принадлежности суммы ),,(  aС  = (5, 3, 4) треугольных нечётких чи-

сел ),,( 111  aA  = (3, 1, 2) и ),,( 222  aB  = (2, 2, 2), графики функций 

принадлежности которых изображены соответственно красным и зелёным цве-

том. Программа построения графиков треугольных чисел ),,( 111  aA  = (3, 

1, 2), ),,( 222  aB  = (2, 2, 2) и их суммы ),,(  aС  = = (5, 3, 4): 

x = -1:0.1:9; 

y1 = trimf (x, [2 3 5]); 

 

 
 

Рис. 3.16. График функции принадлежности суммы ),,(  aС  = (5, 3, 4) 

треугольных нечётких чисел ),,( 111  aA  = (3, 1, 2) и ),,( 222  aB  = (2, 2, 2) 
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y2 = trimf (x, [0 2 4]); 

y3 = trimf (x, [2 5 9]); 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'bo-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' " Нечёткое 2 ", " Нечёткое 3 ", " Сумма нечётких 2 и 3 " '); 

 

3.5.2. РАЗНОСТЬ ТРЕУГОЛЬНЫХ НЕЧЁТКИХ ЧИСЕЛ 
 

Теперь результат выполнения операции вычитания треугольных чисел 

),,( 111  aA  и ),,( 222  aB  обозначим через ),,(  aС . Параметры a, 

α и  результата выполнения операции вычитания треугольных чисел С  =  

= A  – B  = (a, α, ) определяются следующим образом: 
 

a = a1 – a2,   21  ,   21  .        (3.20) 
 

Например, параметры a, α и  разности ),,(  aС  для нечётких чисел 

),,( 111  aA  = (3, 1, 2) и ),,( 222  aB  = (2, 2, 2) определяются с помо-

щью формул (3.20) следующим образом: 
 

a = a1 – a2 = 3 – 2 = 1,   21   = 1 + 2 = 3,   21   = 2 + 2 = 4. 
 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляюще-

го разность треугольных чисел ),,( 111  aA  = (3, 1, 2) и ),,( 222  aB  = 

= (2, 2, 2), может быть получен в пакете MatLab с помощью программы, приве-

дённой в листинге 3.17. 

Листинг 3.17. На рисунке 3.17 представлен синим цветом график функ-

ции принадлежности разности ),,(  aС  = (1, 3, 4) треугольных нечётких 

чисел ),,( 111  aA  = (3, 1, 2) и ),,( 222  aB  = (2, 2, 2), графики функций 

принадлежности которых изображены соответственно красным и зелёным цве-

тами. Программа построения графиков треугольных чисел ),,( 111  aA  = (3, 

1, 2), ),,( 222  aB  = (2, 2, 2) и их разности ),,(  aС  = (–2, 1, 5): 
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Рис. 3.17. График функции принадлежности разности ),,(  aС  = (1, 3, 4)  

треугольных нечётких чисел ),,( 111  aA  = (3, 1, 2) и ),,( 222  aB  = (2, 2, 2) 

 

x = -3:0.1:6; 

y1 = trimf (x, [2 3 5]); 

y2 = trimf (x, [0 2 4]); 

y3 = trimf (x, [-2 1 5]); 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'bo-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' " Разность нечётких 3 и 2 ", " Нечёткое 2 ", " Нечёткое 3 " '); 

 

3.5.3. ПРОИЗВЕДЕНИЕ ТРЕУГОЛЬНЫХ НЕЧЁТКИХ ЧИСЕЛ 
 

Для операции умножения треугольных чисел ),,( 111  aA  и 

),,( 222  aB  различают три характерных случая:  

1) случай положительных модальных значений a1 и a2; 

2) случай отрицательных модальных значений a1 и a2; 

3) случай модальных значений a1 и a2 разного знака.  
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Рассмотрим каждый из этих характерных случаев. 

Теперь результат выполнения операции умножения треугольных чисел 

),,( 111  aA  и ),,( 222  aB  обозначим через ),,(  aС . Параметры a, 

α и  этого произведения для случая, когда a1 > 0 и a2 > 0, определяются следу-

ющим образом: 

21aaa  ,   1221  aa ,   1221  aa .   (3.21) 
 

Например, параметры a, α и  произведения ),,(  aС  для нечётких 

чисел ),,( 111  aA  = (2, 2, 2) и ),,( 222  aB  = (3, 1, 2) определяются с 

помощью формул (3.21) следующим образом: 
 

21aaa  = 32   = 6,   1221  aa  = 2312  = 2 + 6 = 8; 
 

1221  aa  = 2322  = 4 + 6 = 10. 
 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляющего 

произведение треугольных чисел ),,( 111  aA  = (2, 2, 2) и ),,( 222  aB  = 

= (3, 1, 2), может быть получен в пакете MatLab с помощью программы, приве-

дённой в листинге 3.18. 

Листинг 3.18. На рисунке 3.18 представлен синим цветом график функ-

ции принадлежности произведения ),,(  aС  = (6, 8, 10) треугольных не-

чётких чисел ),,( 111  aA  = (2, 2, 2) и ),,( 222  aB  = (3, 1, 2), графики 

функций принадлежности которых изображены соответственно красным и зе-

лёным цветами. Программа построения графиков треугольных чисел 

),,( 111  aA  = (2, 2, 2), ),,( 222  aB  = (3, 1, 2) и их произведения 

),,(  aС  = (6, 8, 10): 

x = -5:0.1:20; 

y1 = trimf (x, [0 2 4]); 

y2 = trimf (x, [2 3 5]); 

y3 = trimf (x, [-2 6 16]); 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'bo-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' " Нечёткое 2 ", " Нечёткое 3 ", " Произведение нечётких 2 и 3 " '); 
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Рис. 3.18. График функции принадлежности произведения ),,(  aС  = (6, 8, 10)  

треугольных нечётких чисел ),,( 111  aA  = (2, 2, 2) и ),,( 222  aB  = (3, 1, 2) 

 

Параметры a, α и  произведения ),,(  aС  треугольных чисел 

),,( 111  aA  и ),,( 222  aB  для случая модальных значений разного зна-

ка, т.е. когда a1 > 0 и a2 < 0 или a1 < 0 и a2 > 0, определяются следующим обра-

зом: 

21aaa  ,   2112  aa ,   2112  aa .        (3.22) 
 

Например, параметры a, α и  произведения ),,(  aС  для нечётких 

чисел ),,( 111  aA  = (2, 2, 2) и ),,( 222  aB  = (–3, 1, 2), т.е. когда a1 > 0 и 

a2 < 0, определяются с помощью формул (3.22) следующим образом: 
 

21aaa  = )3(2   = –6,   2112  aa  = 222)3(   = –6 – 4 = –10; 
 

2112  aa = 122)3(   = –6 – 2 = –8. 
 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляющего 

произведение треугольных чисел ),,( 111  aA  = (2, 2, 2) и ),,( 222  aB  = 

= (–3, 1, 2), может быть получен в пакете MatLab с помощью программы, при-

ведённой в листинге 3.19. 
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Листинг 3.19. На рисунке 3.19 представлен синим цветом график функ-

ции принадлежности произведения ),,(  aС  = (–6, –10, –8) треугольных 

нечётких чисел ),,( 111  aA  = (2, 2, 2) и ),,( 222  aB  = (–3, 1, 2), графи-

ки функций принадлежности которых изображены соответственно зелёным и 

красным цветами. Программа построения графиков треугольных чисел 

),,( 111  aA  = (2, 2, 2), ),,( 222  aB  = (–3, 1, 2) и их произведения 

),,(  aС  = (–6, –10, –8): 

x = -14:0.1:4; 

y1 = trimf (x, [0 2 4]); 

y2 = trimf (x, [-4 -3 -1]); 

y3 = trimf (x, [-14 -6 4]); 

plot(x, y1, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'bo-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' " Произведение 2 и минус 3 ", " Нечёткое минус 3 ", " Нечёткое 2 " '); 
 

 
 

Рис. 3.19. График функции принадлежности произведения ),,(  aС  = (–6, –10, –8) 

треугольных нечётких чисел ),,( 111  aA  = (2, 2, 2) и ),,( 222  aB  = (–3, 1, 2) 
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В другом примере параметры a, α и  произведения ),,(  aС  для не-

чётких чисел ),,( 111  aA  = (–2, 2, 2) и ),,( 222  aB  = (3, 1, 2), т.е. когда 

a1 < 0 и a2 > 0, определяются с помощью формул (3.22) следующим образом: 
 

21aaa   = 3)2(  = –6,   2112  aa = 2)2(23   = 6 + 4 = 10; 
 

2112  aa  = 1)2(23   = 6 + 2 = 8. 
 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляющего 

произведение треугольных чисел ),,( 111  aA  = (–2, 2, 2) и ),,( 222  aB  = 

= (3, 1, 2), может быть получен в пакете MatLab с помощью программы, приве-

дённой в листинге 3.20. 

Листинг 3.20. На рисунке 3.20 представлен синим цветом график функ-

ции принадлежности произведения ),,(  aС  = (–6, 10, 8) треугольных не-

чётких чисел ),,( 111  aA  = (–2, 2, 2) и ),,( 222  aB  = (3, 1, 2), графики 

функций принадлежности которых изображены соответственно красным и зе-

лёным цветами. Программа построения графиков треугольных чисел 

),,( 111  aA  = (–2, 2, 2), ),,( 222  aB  = (3, 1, 2) и их произведения 

),,(  aС  = (–6, 10, 8): 

x = -20:0.1:5; 

y1 = trimf (x, [-4 -2 0]); 

y2 = trimf (x, [2 3 5]); 
 

 

Рис. 3.20. График функции принадлежности произведения ),,(  aС  = (–6, 10, 8)  

треугольных нечётких чисел ),,( 111  aA  = (–2, 2, 2) и ),,( 222  aB  = (3, 1, 2) 
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y3 = trimf (x, [-16 -6 2]); 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'bo-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' " Произведение минус 2 и 3 ", " Нечёткое минус 2 ", " Нечёткое 3 " '); 

Параметры a, α и  произведения ),,(  aС  треугольных чисел 

),,( 111  aA  и ),,( 222  aB  для случая отрицательных модальных значе-

ний, т.е. когда a1 < 0 и a2 < 0 определяются следующим образом: 
 

21aaa  ,   2112  aa ,   2112  aa .  (3.23) 
 

Например, параметры a, α и  произведения ),,(  aС  треугольных 

нечётких чисел ),,( 111  aA  = (–2, 2, 2) и ),,( 222  aB  = (–3, 1, 2) опре-

деляются с помощью формул (3.23) следующим образом: 
 

21aaa  = )3()2(  = 6,   2112  aa  = 2)2(2)3(   = 6 + 4 = 10; 
 

2112  aa  = 1)2(2)3(   = 6 + 2 = 8. 
 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляющего 

произведение треугольных чисел ),,( 111  aA  = (–2, 2, 2) и ),,( 222  aB  = 

= (–3, 1, 2), может быть получен в пакете MatLab с помощью программы, при-

ведённой в листинге 3.21. 

Листинг 3.21. На рисунке 3.21 представлен синим цветом график функ-

ции принадлежности произведения ),,(  aС  = (6, 10, 8) треугольных не-

чётких чисел ),,( 111  aA  = (–2, 2, 2) и ),,( 222  aB  = (–3, 1, 2), графики 

функций принадлежности которых изображены соответственно зелёным и 

красным цветами. Программа построения графиков треугольных чисел 

),,( 111  aA  = (–2, 2, 2), ),,( 222  aB  = (–3, 1, 2) и их произведения 

),,(  aС  = (6, 10, 8): 

x = -4:0.1:14; 

y1 = trimf (x, [-4 -2 0]); 
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Рис. 3.21. График функции принадлежности произведения ),,(  aС  = (6, 10, 8)  

треугольных нечётких чисел ),,( 111  aA  = (–2, 2, 2) и ),,( 222  aB  = (–3, 1, 2) 

 

y2 = trimf (x, [-4 -3 -1]); 

y3 = trimf (x, [-4 6 14]); 

plot(x, y1, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'bo-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(', " Минус 3 ", " Минус 2 ", " Произведение минус 2 и минус 3 " '); 

 

3.5.4. ЧАСТНОЕ ТРЕУГОЛЬНЫХ НЕЧЁТКИХ ЧИСЕЛ 
 

Для операции деления треугольных чисел ),,( 111  aA  и 

),,( 222  aB  рассмотрим случай, когда их носители принадлежат положи-

тельной части числовой прямой и, соответственно, положительных модальных 

значений a1 и a2. 



37 

Параметры a, α и  частного ),,(  aС  треугольных чисел 

),,( 111  aA  и ),,( 222  aB в таком случае определяются следующим об-

разом: 

21 /aaa  ,   2
21221 )( aaa  ,   2

21221 )( aaa  .  (3.24) 
 

Например, параметры a, α и  частного ),,(  aС  треугольных нечёт-

ких чисел ),,( 111  aA  = (6, 8, 10) и ),,( 222  aB  = (2, 2, 2) определяются 

с помощью формул (3.24) следующим образом: 
 

21 /aaa   = 2/6  = 3; 
 

2
21221 )( aaa   = 

22/)8226(   = 4/)1612(   = 28 / 4 = 7; 
 

2
21221 )( aaa   = 

22/)10226(   = 4/)2012(   = 32 / 4 = 8. 
 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляюще-

го частное треугольных чисел ),,( 111  aA  = (6, 8, 10) и ),,( 222  aB  = 

= (2, 2, 2), может быть получен в пакете MatLab с помощью программы, приве-

дённой в листинге 3.22. 

Листинг 3.22. На рисунке 3.22 представлен синим цветом график функ-

ции принадлежности частного ),,(  aС  = (3, 7, 8) треугольных нечётких 

чисел ),,( 111  aA  = (6, 8, 10) и ),,( 222  aB  = (2, 2, 2), графики функ-

ций принадлежности которых изображены соответственно красным и зелёным 

цветами. Программа построения графиков треугольных чисел ),,( 111  aA  = 

(6, 8, 10), ),,( 222  aB  = (2, 2, 2) и их частного ),,(  aС  = (3, 7, 8): 

x = -4:0.1:16; 

y1 = trimf (x, [0 2 4]); 

y2 = trimf (x, [-4 3 11]); 

y3 = trimf (x, [-2 6 16]); 

plot(x, y1, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'bo-'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'r'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(', " Нечёткое 2 ", " Частное нечётких 6 и 2 ", " Нечёткое 6 " '); 
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Рис. 3.22. График функции принадлежности частного ),,(  aС  = (3, 7, 8)  

треугольных нечётких чисел ),,( 111  aA  = (6, 8, 10) и ),,( 222  aB  = (2, 2, 2) 

 

3.5.5. ОБРАТНОЕ ТРЕУГОЛЬНОЕ НЕЧЁТКОЕ ЧИСЛО 
 

Параметры a, α и  треугольного нечёткого числа ),,(1 
 aA , обратно-

го к положительному нечёткому треугольному числу ),,( 111  aA , т.е. в 

случае, когда носитель ),,( 111  aA  принадлежит положительной части чис-

ловой прямой и соответственно положительным является модальное значение 

a1, определяются следующим образом: 
 

1/1 aa  ,   
2
11 a ,   

2
11 a .    (3.25) 

 

Например, параметры a, α и  треугольного нечёткого числа 

),,(1 
 aA , обратного к треугольному числу ),,( 111  aA  = (2, 3, 6) опре-

деляются с помощью формул (3.25) следующим образом: 
 

1/1 aa   = 2/1  = 0,5; 
 

2
11 a  = 22/6  = 4/6  = 1,5,   

2
11 a  = 22/3  = 4/3  = 0,75. 

 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляюще-

го обратное к треугольному числу ),,( 111  aA  = (2, 3, 6), может быть полу-

чен в пакете MatLab с помощью программы, приведённой в листинге 3.23. 
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Рис. 3.23. График функции принадлежности обратного числа ),,(1 
 aA  = (0,5; 1,5; 

0,75) по отношению к треугольному нечёткому числу ),,( 111  aA  = (2, 3, 6) 

 

Листинг 3.23. На рисунке 3.23 представлен синим цветом график функ-

ции принадлежности обратного числа ),,(1 
 aA  = (0,5; 1,5; 0,75) по отно-

шению к треугольному нечёткому числу ),,( 111  aA  = (2, 3, 6), график 

функции принадлежности которого изображён зелёным цветом. Программа по-

строения графиков треугольного числа ),,( 111  aA  = (2, 3, 6) и обратного к 

нему числа ),,(1 
 aA  = (0,5; 1,5; 0,75): 

x = -1:0.1:8; 

y1 = trimf (x, [-1 0.5 1.25]); 

y2 = trimf (x, [-1 2 8]); 

plot(x, y1, 'bo-'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

grid; 

xlabel(' " Обратное к нечёткому числу 2 ", " Нечёткое число 2 " '); 
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3.6. ОПЕРАЦИИ НАД ТРАПЕЦИЕВИДНЫМИ НЕЧЁТКИМИ 

ИНТЕРВАЛАМИ (L-R)-ТИПА 
 

Аналогично описанным в предыдущем подразделе арифметическим опе-

рациям над нечёткими треугольными числами здесь рассмотрим арифметиче-

ские операции сложения, вычитания, умножения и деления над трапециевид-

ными нечёткими интервалами ),,,( 1111  baAT  и ),,,( 2222  baBT ,  

а также операции расширенного максимума и расширенного минимума трапе-

циевидных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  и ),,,( 2222  baBT . 

 

3.6.1. СУММА ТРАПЕЦИЕВИДНЫХ НЕЧЁТКИХ ИНТЕРВАЛОВ 
 

Результат выполнения операции сложения трапециевидных интервалов 

),,,( 1111  baAT  и ),,,( 2222  baBT  обозначим через ),,,(  baCT . Па-

раметры a, b, α и  этой суммы определяются следующим образом: 
 

a = a1 + a2,   b = b1 + b2,   21  ,   21  .  (3.26) 
 

Например, параметры a, b, α и  суммы ),,,(  baCT  для нечётких ин-

тервалов ),,,( 1111  baAT  = (3, 5, 1, 2) и ),,,( 2222  baBT  = (1, 2, 1, 1) 

определяются с помощью формул (3.26) следующим образом: 
 

a = a1 + a2 = 3 + 1 = 4,   b = b1 + b2 = 5 + 2 = 7; 
 

21   = 1 + 1 = 2,   21   = 2 + 1 = 3. 
 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляюще-

го сумму трапециевидных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (3, 5, 1, 2) 

и ),,,( 2222  baBT  = (1, 2, 1, 1), может быть получен в пакете MatLab с по-

мощью программы, приведённой в листинге 3.24. 

Листинг 3.24. На рисунке 3.24 представлен синим цветом график функ-

ции принадлежности суммы ),,,(  baCT  = (4, 7, 2, 3) трапециевидных не-

чётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (3, 5, 1, 2), ),,,( 2222  baBT  = (1, 2, 

1, 1), графики функций принадлежности которых изображены соответственно 

красным и зелёным цветами. Программа построения графиков трапециевидных 

интервалов ),,,( 1111  baAT  = (3, 5, 1, 2), ),,,( 2222  baBT  = (1, 2, 1, 1) и 

их суммы ),,,(  baCT  = (4, 7, 2, 3): 
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Рис. 3.24. График функции принадлежности суммы ),,,(  baCT  = (4, 7, 2, 3)  

трапециевидных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (3, 5, 1, 2), 

),,,( 2222  baBT  = (1, 2, 1, 1) 

 

 

x = -2:0.1:12; 

y1 = trapmf (x, [2 3 5 7]); 

y2 = trapmf (x, [0 1 2 3]); 

y3 = trapmf (x, [2 4 7 10]); 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'bo-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' " Интервал (1, 2, 1, 1) ", " Интервал (3, 5, 1, 2) ", " (1, 2, 1, 1) + (3, 5, 

1, 2) " '); 
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3.6.2. РАЗНОСТЬ ТРАПЕЦИЕВИДНЫХ НЕЧЁТКИХ ИНТЕРВАЛОВ 
 

Теперь результат выполнения операции вычитания трапециевидных ин-

тервалов ),,,( 1111  baAT  и ),,,( 2222  baBT  обозначим через 

),,,(  baCT . Параметры a, b, α и  этой суммы определяются следующим 

образом: 

a = a1 – a2,   b = b1 – b2,   21  ,   21  .  (3.27) 
 

Например, параметры a, b, α и  разности ),,,(  baCT  для нечётких 

интервалов ),,,( 1111  baAT  = (4, 7, 2, 3) и ),,,( 2222  baBT  = (3, 5, 1, 2) 

определяются с помощью формул (3.27) следующим образом: 
 

a = a1 – a2 = 4 – 3 = 1,   b = b1 – b2 = 7 – 5 = 2; 
 

21   = 2 + 2 = 4,   21   = 3 + 1 = 4. 
 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляюще-

го разность трапециевидных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (4, 7, 2, 

3) и ),,,( 2222  baBT  = (3, 5, 1, 2) может быть получен в пакете MatLab с 

помощью программы, приведённой в листинге 3.25. 

Листинг 3.25. На рисунке 3.25 представлен синим цветом график функ-

ции принадлежности разности ),,,(  baCT  = (1, 2, 4, 4) трапециевидных не-

чётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (4, 7, 2, 3) и ),,,( 2222  baBT  =  

= (3, 5, 1, 2), графики функций принадлежности которых изображены соответ-

ственно красным и зелёным цветами. Программа построения графиков трапе-

циевидных интервалов ),,,( 1111  baAT  = (4, 7, 2, 3), ),,,( 2222  baBT  = 

= (3, 5, 1, 2) и их разности ),,,(  baCT  = (1, 2, 4, 4): 

x = -4:0.1:12; 

y1 = trapmf (x, [2 4 7 10]); 

y2 = trapmf (x, [2 3 5 7]); 

y3 = trapmf (x, [-3 1 2 6]); 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'bo-'); 
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Рис. 3.25. График функции принадлежности разности ),,,(  baCT  = (1, 2, 4, 4)  

трапециевидных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (4, 7, 2, 3) и 

),,,( 2222  baBT  = (3, 5, 1, 2) 

 

hold off; 

grid; 

xlabel(' " (4, 7, 2, 3) – (3, 5, 1, 2) ", " Интервал (3, 5, 1, 2) ", " Интервал (4, 7, 

2, 3) " '); 

 

3.6.3. ПРОИЗВЕДЕНИЕ ТРАПЕЦИЕВИДНЫХ НЕЧЁТКИХ ИНТЕРВАЛОВ 
 

Теперь результат выполнения операции умножения положительных тра-

пециевидных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  и ),,,( 2222  baBT , 

т.е. носители которых являются подмножествами положительной части число-

вой прямой R+, обозначим через ),,,(  baCT . Параметры a, b, α и  такого 

произведения определяются следующим образом: 
 

21aaa  ,   21bbb  ,   1221  aa ,   1221  bb .  (3.28) 
 

Например, параметры a, b, α и  произведения ),,,(  baCT  для нечёт-

ких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (4, 7, 2, 3) и ),,,( 2222  baBT  = (3, 5, 1, 

2) определяются с помощью формул (3.28) следующим образом: 
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21aaa   = 34   = 12,   21bbb   = 57   = 35; 
 

1221  aa  = 2314   = 4 + 6 = 10; 
 

1221  bb  = 3527   = 14 + 15 = 29. 
 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляюще-

го произведение трапециевидных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (4, 

7, 2, 3) и ),,,( 2222  baBT  = (3, 5, 1, 2). может быть получен в пакете MatLab 

с помощью программы, приведённой в листинге 3.26. 

Листинг 3.26. На рисунке 3.26 представлен синим цветом график функ-

ции принадлежности произведения ),,,(  baCT  = (12, 35, 10, 29) трапецие-

видных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (4, 7, 2, 3) и 

),,,( 2222  baBT  = (3, 5, 1, 2), графики функций принадлежности которых 

изображены соответственно зелёным и красным цветами. Программа построе-

ния графиков трапециевидных интервалов ),,,( 1111  baAT  = (4, 7, 2, 3), 

),,,( 2222  baBT  = (3, 5, 1, 2) и их произведения ),,,(  baCT  = (12, 35, 

10, 29): 

x = 0:0.1:70; 

y1 = trapmf (x, [2 3 5 7]); 
 

 

Рис. 3.26. График функции принадлежности произведения ),,,(  baCT  = (12, 35, 10, 

29) трапециевидных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (4, 7, 2, 3) и 

),,,( 2222  baBT  = (3, 5, 1, 2) 
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y2 = trapmf (x, [2 4 7 10]); 

y3 = trapmf (x, [2 12 35 64]); 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'bo-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' " Интервал (3, 5, 1, 2) ", " Интервал (4, 7, 2, 3) ", " (4, 7, 2, 3) * (3, 5, 

1, 2) " '); 

 

 

3.6.4. ЧАСТНОЕ ТРАПЕЦИЕВИДНЫХ НЕЧЁТКИХ ИНТЕРВАЛОВ 
 

Теперь результат выполнения операции деления положительных трапе-

циевидных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  и ),,,( 2222  baBT , т.е. 

носители которых являются подмножествами положительной части числовой 

прямой R+, обозначим через ),,,(  baCT . Параметры a, b, α и  такого част-

ного определяются следующим образом: 
 

21 /baa  ,   21 / abb  ,   2
21221 )( bba  ,   2

21221 )( aab  .   (3.29) 
 

Например, параметры a, b, α и  частного ),,,(  baCT  нечётких интер-

валов ),,,( 1111  baAT  = (12, 35, 10, 29) и ),,,( 2222  baBT  = (3, 5, 1, 2) 

определяются с помощью формул (3.29) следующим образом: 
 

21 /baa   = 5/12  = 2,4,   21 / abb   = 3/35  = 11,67; 
 

2
21221 )( bba   = 

25/)105212(   = 74 / 25 = 2,96; 
 

2
21221 )( aab   = 

23/)293135(   = 122 / 9 = 13,56. 
 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляюще-

го частное трапециевидных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (12, 35, 

10, 29) и ),,,( 2222  baBT  = (3, 5, 1, 2), может быть получен в пакете MatLab 

с помощью программы, приведённой в листинге 3.27. 
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Рис. 3.27. График функции принадлежности частного ),,,(  baCT  = (2,4, 11,67, 2,96, 

13,56) трапециевидных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (12, 35, 10, 29) и 

),,,( 2222  baBT  = (3, 5, 1, 2) 

 

Листинг 3.27. На рисунке 3.27 представлен синим цветом график функ-

ции принадлежности частного ),,,(  baCT  = (2,4; 11,67; 2,96; 13,56) трапе-

циевидных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (12, 35, 10, 29) и 

),,,( 2222  baBT  = (3, 5, 1, 2), графики функций принадлежности которых 

изображены соответственно красным и зелёным цветами. Программа построе-

ния графиков трапециевидных интервалов ),,,( 1111  baAT  = (12, 35, 10, 29) 

и ),,,( 2222  baBT  = (3, 5, 1, 2) и их частного ),,,(  baCT  = (2,4; 11,67; 

2,96; 13,56): 

x = -10:0.1:70; 

y1 = trapmf (x, [-0.56 2.4 11.67 25.23]); 

y2 = trapmf (x, [2 3 5 7]); 

y3 = trapmf (x, [2 12 35 64]); 

plot(x, y1, 'bo-'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'r'); 

hold off; 
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grid; 

xlabel(' " (12, 35, 10, 29) / (3, 5, 1, 2) ", " Интервал (3, 5, 1, 2) ", " Интервал 

(12, 35, 10, 29) " '); 

 

3.6.5. РАСШИРЕННЫЙ МАКСИМУМ ТРАПЕЦИЕВИДНЫХ  

НЕЧЁТКИХ ИНТЕРВАЛОВ 
 

На этот раз результат выполнения операции расширенного максимума тра-

пециевидных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  и ),,,( 2222  baBT , 

т.е. },max{ TT BA , обозначим через ),,,(  baCT . Параметры a, b, α и  такого 

максимума определяются следующим образом: 
 





















.),max(

);,max(

);,max(

);,max(

2211

2211

21

21

bbb

aaa

bbb

aaa

    (3.30) 

 

Например, параметры a, b, α и  расширенного максимума ),,,(  baCT  

нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (3, 5, 1, 2) и ),,,( 2222  baBT  = 

= (1, 2, 1, 1) определяются с помощью формул системы (3.30) следующим обра-

зом: 

),max( 21 aaa   = )1,3max(  = 3,   ),max( 21 bbb   = )2,5max(  = 5; 
 

),max( 2211  aaa  = )11,13max(3   = )0,2max(3  = 3 – 2 = 1; 
 

bbb  ),max( 2211  = 5)12,25max(   = 5)3,7max(   = 7 – 5 = 2. 
 

Как видно из полученных значений a, b,   и  , расширенный максимум 

),,,(  baCT  нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (3, 5, 1, 2) и 

),,,( 2222  baBT  = (1, 2, 1, 1), совпал с первым из них, т. е. с нечётким интер-

валом ),,,( 1111  baAT  = (3, 5, 1, 2). 

Рассмотрим другой пример выполнения операции расширенного макси-

мума. В нём параметры a, b, α и  расширенного максимума ),,,(  baCT  не-

чётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (3, 10, 2, 2) и ),,,( 2222  baBT  =  

= (7, 9, 2, 1) определяются с помощью формул системы (3.30) следующим обра-

зом: 
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),max( 21 aaa   = )7,3max(  = 7,   ),max( 21 bbb   = )9,10max(  = 10; 
 

),max( 2211  aaa  = )27,23max(7   = )5,1max(7   = 7 – 5 = 2; 
 

bbb  ),max( 2211  = 10)19,210max(   = 10)10,12max(   = 
 

= 12 – 10 = 2. 
 

Как видно из полученных значений a, b, α и , расширенный максимум 

),,,(  baCT  нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  и ),,,( 2222  baBT  

в данном случае не совпал ни с одним из них. 

График функции принадлежности нечёткого множества, представляюще-

го расширенный максимум трапециевидных нечётких интервалов 

),,,( 1111  baAT  = (3, 10, 2, 2) и ),,,( 2222  baBT  = (7, 9, 2, 1), может 

быть получен в пакете MatLab с помощью программы, приведённой в листин- 

ге 3.28. 

Листинг 3.28. На рисунке 3.28 представлен синим цветом график функ-

ции принадлежности расширенного максимума ),,,(  baCT  = (7, 10, 2, 2) 

трапециевидных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (3, 10, 2, 2) и 

),,,( 2222  baBT  = (7, 9, 2, 1), графики функций принадлежности которых 

изображены соответственно красным и зелёным цветами. Программа построе-

ния графиков трапециевидных интервалов ),,,( 1111  baAT  = (3, 10, 2, 2) и 

),,,( 2222  baBT  = (7, 9, 2, 1) и их расширенного максимума ),,,(  baCT  = 

= (7, 10, 2, 2): 

x = 0:0.1:14; 

y1 = trapmf (x, [1 3 10 12]); 

y2 = trapmf (x, [5 7 9 10]); 

y3 = trapmf (x, [5 7 10 12]); 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'bo-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' " Интервал (3, 10, 2, 2) ", " Интервал (7, 9, 2, 1) ", " max((3, 10, 2, 

2), (7, 9, 2, 1)) " '); 
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Рис. 3.28. График функции принадлежности расширенного максимума ),,,(  baCT  = 

= (7, 10, 2, 2) трапециевидных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (3, 10, 2, 2) и 

),,,( 2222  baBT  = (7, 9, 2, 1) 

 

3.6.6. РАСШИРЕННЫЙ МИНИМУМ ТРАПЕЦИЕВИДНЫХ  

НЕЧЁТКИХ ИНТЕРВАЛОВ 
 

Здесь результат выполнения операции расширенного минимума трапеци-

евидных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  и ),,,( 2222  baBT , т.е. 

},min{ TT BA , обозначим через ),,,(  baCT . Параметры a, b, α и  такого 

минимума определяются следующим образом: 
 





















.),min(

);,min(

);,min(

);,min(

2211

2211

21

21

bbb

aaa

bbb

aaa

    (3.31) 

 

Например, параметры a, b, α и  расширенного минимума ),,,(  baCT  

нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (3, 5, 1, 2) и ),,,( 2222  baBT  = 

= (1, 2, 1, 1) определяются с помощью формул системы (3.31) следующим обра-

зом: 
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),min( 21 aaa   = )1,3min(  = 1,   ),min( 21 bbb   = )2,5min(  = 2; 
 

),min( 2211  aaa  = )11,13min(1   = )0,2min(1  = 1 – 0 = 1; 
 

bbb  ),min( 2211  = 2)12,25min(   = 2)3,7min(   = 3 – 2 = 1. 
 

Как видно из полученных значений a, b, α и , расширенный минимум 

),,,(  baCT  нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (3, 5, 1, 2) и 

),,,( 2222  baBT  = (1, 2, 1, 1) совпал со вторым из них, т.е. с нечётким ин-

тервалом ),,,( 2222  baBT  = (1, 2, 1, 1). 

Рассмотрим другой пример выполнения операции расширенного мини-

мума. В нём параметры a, b, α и  расширенного минимума ),,,(  baCT  не-

чётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (3, 10, 2, 2) и ),,,( 2222  baBT  = (7, 

9, 2, 1) определяются с помощью формул системы (3.31) следующим образом: 
 

),min( 21 aaa   = )7,3min(  = 3,   ),min( 21 bbb   = )9,10min(  = 9; 
 

),min( 2211  aaa  = )27,23min(3   = )5,1min(3  = 3 – 1 = 2; 
 

bbb  ),min( 2211  = 9)19,210min(   = 9)10,12min(   =  
 

= 10 – 9 = 1. 
 

Как видно из полученных значений a, b, α и , расширенный минимум 

),,,(  baCT  нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  и ),,,( 2222  baBT  

в данном случае не совпал ни с одним из них. 

График функции принадлежности нечёткого множества, представля- 

ющего расширенный минимум трапециевидных нечётких интервалов 

),,,( 1111  baAT  = (3, 10, 2, 2) и ),,,( 2222  baBT  = (7, 9, 2, 1), может быть 

получен в пакете MatLab с помощью программы, приведённой в листинге 3.29. 

Листинг 3.29. На рисунке 3.29 представлен синим цветом график функ-

ции принадлежности расширенного минимума ),,,(  baCT  = (3, 9, 2, 1) тра-

пециевидных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (3, 10, 2, 2) и 

),,,( 2222  baBT  = (7, 9, 2, 1), графики функций принадлежности которых 

изображены соответственно красным и зелёным цветами. Программа построе-

ния графиков трапециевидных интервалов ),,,( 1111  baAT  = (3, 10, 2, 2), 

),,,( 2222  baBT  = (7, 9, 2, 1) и их расширенного минимума ),,,(  baCT  = 

= (3, 9, 2, 1): 
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Рис. 3.29. График функции принадлежности расширенного минимума ),,,(  baCT  = 

= (3, 9, 2, 1) трапециевидных нечётких интервалов ),,,( 1111  baAT  = (3, 10, 2, 2) и 

),,,( 2222  baBT  = (7, 9, 2, 1) 

 

x = 0:0.1:14; 

y1 = trapmf (x, [1 3 10 12]); 

y2 = trapmf (x, [5 7 9 10]); 

y3 = trapmf (x, [1 3 9 10]); 

plot(x, y1, 'r'); 

hold on; 

plot(x, y2, 'g'); 

hold on; 

plot(x, y3, 'bo-'); 

hold off; 

grid; 

xlabel(' " min((3, 10, 2, 2), (7, 9, 2, 1)) ", " Интервал (3, 10, 2, 2) ", " Интер-

вал (7, 9, 2, 1) " '); 
 

3.7. (L-R)-ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТЕРМОВ  

ЛИНГВИСТИЧЕСКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

Рассмотрев операции над (L-R)-числами и (L-R)-интервалами, отметим, 

что в конкретных ситуациях функции действительного переменного L(x) и R(x), 
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а также параметры унимодальных нечётких чисел вида (a, α, ) и толерантных 

нечётких чисел вида (a, b, α, ) должны выбираться определённым образом.  

Их необходимо подбирать таким образом, чтобы результаты операций были 

точно или приблизительно равны нечётким числам с теми же функциями L(x) и 

R(x), а параметры нечётких чисел не выходили за рамки ограничений на эти па-

раметры для исходных нечётких чисел, особенно, если результаты операций 

будет участвовать в дальнейших операциях. 

 

3.7.1. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТЕРМОВ ТРЕУГОЛЬНЫМИ НЕЧЁТКИМИ ЧИСЛАМИ И 

ТРАПЕЦИЕВИДНЫМИ НЕЧЁТКИМИ ИНТЕРВАЛАМИ 
 

Заметим, что решение задач математического моделирования сложных 

систем с применением аппарата нечётких множеств требует выполнения боль-

шого объёма операций над различными лингвистическими переменными. Для 

удобства выполнения операций, а также для ввода-вывода и хранения данных 

желательно работать с функциями принадлежности какого-либо стандартного 

вида. 

В таблице 3.1 приведены рекомендации по представлению некоторых ти-

повых термов лингвистических переменных с помощью треугольных нечётких 

чисел и трапециевидных нечётких интервалов.  

 

3.1. Характеристики термов 
 

Терм лингвистической переменной Представление терма 

Средний, около, приблизительно равно (a, α, ), где α < ∞,  < ∞ 

Малый, низкий (a, α, ), где α = ∞,  < ∞ 

Большой, высокий (a, α, ), где α < ∞,  = ∞ 

Приблизительно в диапазоне, в интервале  (a, b, α, ), где α < ∞,  < ∞ 

Точно в диапазоне, в интервале (a, b, α, ), где α = 0,  = 0 

Точно равно (a, α, ), где α = 0,  = 0 

Не превышает значения  (a, b, α, ), где a = –∞, α = ∞,  < ∞ 

Не меньше (a, b, α, ), где b = +∞, α < ∞,  = ∞ 

Полностью неопределённое значение (a, b, α, ), где α = ∞,  = ∞ 
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3.7.2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТЕРМОВ «СРЕДНИЙ», «ОКОЛО»,  

«ПРИБЛИЗИТЕЛЬНО РАВНО» ТРЕУГОЛЬНЫМИ НЕЧЁТКИМИ ЧИСЛАМИ 
 

Представление термов типа «Средний», «Около», «Приблизительно рав-

но» (табл. 3.1) задаётся треугольными нечёткими числами вида (a, α, ), в кото-

рых параметр a является некоторым средним значением какой-либо величины 

или значением, которому приблизительно равна какая-либо величина; парамет-

ры α и  также являются конечными числами. 

Пусть, например, a = 5, α = 2 и  = 2. Тогда можно говорить о термах 

«Среднее значение равно пяти», «Около пяти» или «Приблизительно равно пя-

ти». График функции принадлежности подобных термов лингвистических пе-

ременных может быть получен в пакете MatLab с помощью программы, приве-

дённой в листинге 3.30. 

Листинг 3.30. На рисунке 3.30 изображён график функции принадлежно-

сти треугольного нечёткого числа (5, 2, 2), представляющего терм «Приблизи-

тельно равно пяти». Программа построения графика треугольного числа (5, 2, 

2), представляющего терм «Приблизительно равно пяти»: 

x = 0:0.1:10; 

y = trimf (x, [3 5 7]); 

plot(x, y, 'bo-'); 

grid; 

xlabel(' " Приблизительно равно пяти " '); 
 

 
 

Рис. 3.30. График функции принадлежности треугольного нечёткого числа (5, 2, 2) 
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3.7.3. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТЕРМОВ «МАЛЫЙ», «НИЗКИЙ»  

ТРЕУГОЛЬНЫМИ НЕЧЁТКИМИ ЧИСЛАМИ 
 

Представление термов типа «Малый», «Низкий» (табл. 3.1) задаётся тре-

угольными нечёткими числами вида (a, α, ), в которых параметр a является 

верхним предельным значением некоторой малой величины; параметр α явля-

ется бесконечным, а параметр  – конечным числом. 

Пусть, например, a = 3, α = ∞ и  = 2. Тогда можно говорить о термах 

«Малая величина» или «Низкое значение», подразумевая при этом число не бо-

лее трёх. График функции принадлежности подобных термов лингвистических 

переменных может быть получен в пакете MatLab с помощью программы, при-

ведённой в листинге 3.31.  

При задании аргументов функций trimf и trapmf задаются не бесконечные, 

а конечные значения и речь идёт об аппроксимации представляемой величины 

в ограниченной области определения функции.  

В данном случае используемое в листинге в качестве одного из аргумен-

тов функции trimf значение –1000 является достаточным для получения графи-

ка необходимой формы в диапазоне от 0 до 10. 

Листинг 3.31. На рисунке 3.31 изображён график функции принадлежно-

сти треугольного нечёткого числа (3, ∞, 2), представляющего терм «Величина 

не более трёх является малой». Программа построения графика треугольного 

числа (3, ∞, 2), представляющего терм «Величина не более трёх является ма-

лой»: 

 

Рис. 3.31. График функции принадлежности треугольного нечёткого числа (3, ∞, 2) 
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x = 0:0.1:10; 

y = trimf (x, [-1000 3 5]); 

plot(x, y, 'bo-'); 

grid; 

xlabel(' " Величина не более трёх является малой " '); 

 

3.7.4. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТЕРМОВ «БОЛЬШОЙ», «ВЫСОКИЙ»  

ТРЕУГОЛЬНЫМИ НЕЧЁТКИМИ ЧИСЛАМИ 

 

Представление термов типа «Большой», «Высокий» (табл. 3.1) задаётся 

треугольными нечёткими числами вида (a, α, ), в которых параметр a является 

нижним предельным значением некоторой большой величины; параметр α яв-

ляется конечным, а параметр  – бесконечным числом. 

Пусть, например, a = 7, α = 2 и  = ∞. Тогда можно говорить о термах 

«Большая величина» или «Высокое значение», подразумевая при этом число не 

менее семи. График функции принадлежности подобных термов лингвистических 

переменных может быть получен в пакете MatLab с помощью программы, приве-

дённой в листинге 3.32. Заметим, что используемое в листинге в качестве одного 

из аргументов функции trimf значение 1000 является в данном случае достаточ-

ным для получения графика необходимой формы в диапазоне от 0 до 10. 

Листинг 3.32. На рисунке 3.32 изображён график функции принадлежно-

сти треугольного нечёткого числа (7, 2, ∞), представляющего терм «Величина 

не менее семи является большой». Программа построения графика треугольно-

го числа (7, 2, ∞), представляющего терм «Величина не менее семи, является 

большой»: 

x = 0:0.1:10; 

y = trimf (x, [5 7 1000]); 

plot(x, y, 'bo-'); 

grid; 

xlabel(' " Величина не менее семи является большой " '); 
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Рис. 3.32. График функции принадлежности треугольного нечёткого числа (7, 2, ∞) 

 

3.7.5. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТЕРМОВ «ПРИБЛИЗИТЕЛЬНО В ДИАПАЗОНЕ»,  

«ПРИБЛИЗИТЕЛЬНО В ИНТЕРВАЛЕ» ТРАПЕЦИЕВИДНЫМИ  

НЕЧЁТКИМИ ИНТЕРВАЛАМИ 
 

Представление термов типа «Приблизительно в диапазоне», «Приблизи-

тельно в интервале» (табл. 3.1) задаётся трапециевидными нечёткими интерва-

лами вида (a, b, α, ), в которых параметры a и b являются концами интервалов; 

параметры α и  – конечными числами. 

Пусть, например, a = 4, b = 6, α= 2 и  = 2. Тогда можно говорить о тер-

мах «Приблизительно в диапазоне» или «Приблизительно в интервале», подра-

зумевая при этом диапазон, интервал от четырёх до шести. График функции 

принадлежности подобных термов лингвистических переменных может быть 

получен в пакете MatLab с помощью программы, приведённой в листинге 3.33.  

Листинг 3.33. На рисунке 3.33 изображён график функции принадлежно-

сти трапециевидного нечёткого интервала (4, 6, 2, 2), представляющего терм 

«Приблизительно в интервале от 4 до 6». Программа построения графика тра-

пециевидного нечёткого интервала (4, 6, 2, 2), представляющего терм «Прибли-

зительно в интервале от 4 до 6»: 

x = 0:0.1:10; 

y = trapmf (x, [2 4 6 8]); 

plot(x, y, 'bo-'); 

grid; 

xlabel(' " Приблизительно в интервале от 4 до 6 " '); 



57 

 
 

Рис. 3.33. График функции принадлежности трапециевидного  

нечёткого интервала (4, 6, 2, 2) 

 

3.7.6. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТЕРМОВ «ТОЧНО В ДИАПАЗОНЕ»,  

«ТОЧНО В ИНТЕРВАЛЕ» ТРАПЕЦИЕВИДНЫМИ НЕЧЁТКИМИ ИНТЕРВАЛАМИ 
 

Представление термов типа «Точно в диапазоне», «Точно в интервале» 

(табл. 3.1) задаётся трапециевидными нечёткими интервалами вида (a, b, α, ),  

в которых параметры a и b являются концами интервалов; параметры α и  – 

нулевыми значениями. 

Пусть, например, a = 4, b = 6, α= 0 и  = 0. Тогда можно говорить о тер-

мах «Точно в диапазоне» или «Точно в интервале», подразумевая при этом 

диапазон, интервал от четырёх до шести. График функции принадлежности по-

добных термов лингвистических переменных может быть получен в пакете 

MatLab с помощью программы, приведённой в листинге 3.34.  

Листинг 3.34. На рисунке 3.34 изображён график функции принадлежно-

сти трапециевидного нечёткого интервала (4, 6, 0, 0), представляющего терм 

«Точно в интервале от 4 до 6». Программа построения графика трапециевидно-

го нечёткого интервала (4, 6, 0, 0), представляющего терм «Точно в интервале 

от 4 до 6»: 

x = 0:0.1:10; 

y = trapmf (x, [4 4 6 6]); 

plot(x, y, 'bo-'); 

grid; 

xlabel(' " Точно в интервале от 4 до 6 " '); 
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Рис. 3.34. График функции принадлежности трапециевидного  

нечёткого интервала (4, 6, 0, 0) 

 

3.7.7. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТЕРМОВ «ТОЧНО РАВНО»  

ТРЕУГОЛЬНЫМИ НЕЧЁТКИМИ ЧИСЛАМИ 
 

Представление термов типа «Точно равно» (табл. 3.1) задаётся треуголь-

ными нечёткими числами вида (a, α, ), в которых параметр a является некото-

рым заданным значением какой-либо величины или значением, которому точно 

равна какая-либо величина; параметры α и  являются нулевыми значениями. 

Пусть, например, a = 5, α = 0 и  = 0. Тогда можно говорить о терме 

«Точно равно пяти». График функции принадлежности такого терма лингви-

стических переменных может быть получен в пакете MatLab с помощью про-

граммы, приведённой в листинге 3.35. 

Листинг 3.35. На рисунке 3.35 изображён график функции принадлежно-

сти треугольного нечёткого числа (5, 0, 0), представляющего терм «Точно рав-

но пяти». Программа построения графика треугольного числа (5, 0, 0), пред-

ставляющего терм «Точно равно пяти»: 

x = 0:0.1:10; 

y = trimf (x, [5 5 5]); 

plot(x, y, 'bo-'); 

grid; 

xlabel(' " Точно равно пяти " '); 
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Рис. 3.35. График функции принадлежности треугольного нечёткого числа (5, 0, 0) 

 

3.7.8. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТЕРМОВ «НЕ ПРЕВЫШАЕТ ЗНАЧЕНИЯ»  

ТРАПЕЦИЕВИДНЫМИ НЕЧЁТКИМИ ИНТЕРВАЛАМИ 
 

Представление термов типа «Не превышает значения» (табл. 3.1) задаётся 

трапециевидными нечёткими интервалами вида (a, b, α, ), в которых параметр 

a равен минус бесконечности; параметр b является верхним предельным значе-

нием оцениваемой величины; параметр α равен бесконечности; параметр  яв-

ляется конечным числом. 

Пусть, например, a = –∞, b = 6, α = ∞ и  = 2. Тогда можно говорить о 

терме «Не превышает значения», подразумевая при этом число шесть. График 

функции принадлежности такого терма лингвистических переменных может 

быть получен в пакете MatLab с помощью программы, приведённой в листинге 

3.36. Заметим, что используемые в листинге в качестве аргументов функции 

trapmf значения –1000 и 0 являются в данном случае достаточными для получе-

ния графика необходимой формы в диапазоне от 0 до 10. 

Листинг 3.36. На рисунке 3.36 изображён график функции принадлежно-

сти трапециевидного нечёткого интервала (–∞, 6, ∞, 2), представляющего терм 

«Не превышает значения шесть». Программа построения графика трапециевид-

ного нечёткого интервала (–∞, 6, ∞, 2), представляющего терм «Не превышает 

значения шесть»: 

x = 0:0.1:10; 
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Рис. 3.36. График функции принадлежности трапециевидного  

нечёткого интервала (–∞, 6, ∞, 2) 

 

y = trapmf (x, [-1000 0 6 8]); 

plot(x, y, 'bo-'); 

grid; 

xlabel(' " Не превышает значения шесть " '); 

 

3.7.9. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТЕРМОВ «НЕ МЕНЬШЕ» ТРАПЕЦИЕВИДНЫМИ  

НЕЧЁТКИМИ ИНТЕРВАЛАМИ 
 

Представление термов типа «Не меньше» (табл. 3.1) задаётся трапецие-

видными нечёткими интервалами вида (a, b, α, ), в которых параметр a являет-

ся нижним предельным значением оцениваемой величины; параметры b и  

равны бесконечности; параметр α является конечным числом. 

Пусть, например, a = 4, b = ∞, α = 2 и  = ∞. Тогда можно говорить о тер-

ме «Не меньше», подразумевая при этом число четыре. График функции при-

надлежности такого терма лингвистических переменных может быть получен в 

пакете MatLab с помощью программы, приведённой в листинге 3.37. Заметим, 

что используемые в листинге в качестве аргументов функции trapmf значения 

1000 и 2000, представляющие значения b и b + , являются в данном случае доста-

точными для получения графика необходимой формы в диапазоне от 0 до 10. 
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Рис. 3.37. График функции принадлежности трапециевидного  

нечёткого интервала (4, ∞, 2, ∞) 

 

Листинг 3.37. На рисунке 3.37 изображён график функции принадлежно-

сти трапециевидного нечёткого интервала (4, ∞, 2, ∞), представляющего терм 

«Не меньше четырёх». Программа построения графика трапециевидного нечёт-

кого интервала (4, ∞, 2, ∞), представляющего терм «Не меньше четырёх»: 

x = 0:0.1:10; 

y = trapmf (x, [2 4 1000 2000]); 

plot(x, y, 'bo-'); 

grid; 

xlabel(' " Не меньше четырёх " '); 

 

3.7.10. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ТЕРМОВ «ПОЛНОСТЬЮ НЕОПРЕДЕЛЁННОЕ  

ЗНАЧЕНИЕ» ТРАПЕЦИЕВИДНЫМИ НЕЧЁТКИМИ ИНТЕРВАЛАМИ 
 

Представление термов типа «Полностью неопределённое значение»  

(табл. 3.1) можно задавать трапециевидными нечёткими интервалами вида (a, b, 

α, ), в которых параметр a ниже нижнего предельного значения описываемой 

величины; параметр b выше верхнего предельного значения описываемой ве-

личины; параметры α и  равны бесконечности. 

Пусть, например, a = –2, b = 12, α = ∞ и  = ∞. Тогда можно говорить о 

терме «Полностью неопределённое значение». График функции принадлежно-
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сти такого терма лингвистических переменных может быть получен в пакете 

MatLab с помощью программы, приведённой в листинге 3.38. Заметим, что ис-

пользуемые в листинге в качестве аргументов функции trapmf значения –1000, 

–2, 12 и 1000, представляющие значения а – α, a, b и b +  соответственно, яв-

ляются в данном случае достаточными для получения графика необходимой 

формы в диапазоне от 0 до 10. 

Листинг 3.38. На рисунке 3.38 изображён график функции принадлежно-

сти трапециевидного нечёткого интервала (–2, 12, ∞, ∞), представляющего терм 

«Полностью неопределённое значение». Программа построения графика трапе-

циевидного нечёткого интервала (–2, 12, ∞, ∞), представляющего терм «Полно-

стью неопределённое значение»: 

x = 0:0.1:10; 

y = trapmf (x, [-1000 -2 12 1000]); 

plot(x, y, 'bo-'); 

grid; 

xlabel(' " Полностью неопределённое значение " '); 

 

 
 

Рис. 3.38. График функции принадлежности трапециевидного  

нечёткого интервала (–2, 12, ∞, ∞) 
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4. НЕЧЁТКИЕ ВЫСКАЗЫВАНИЯ 
 

 

Нечёткими высказываниями называют повествовательные предложения, 

о которых можно судить на предмет их истинности или ложности, вида: 
 

«α есть α′»;      (4.1) 
 

«α есть тα′»,       (4.2) 
 

где α – имя лингвистической переменной; α′ – значение лингвистической пере-

менной, заданное на некотором универсальном множестве; m – модификатор,  

в качестве значений которого могут выступать слова «очень», «более или ме-

нее», «много больше» и т.п. 

Например, в нечётком высказывании «Средний рост человека» или в виде 

(4.1) – «Рост человека есть средний» именем лингвистической переменной яв-

ляется «Рост человека»; значением лингвистической переменной «Рост челове-

ка» является нечёткое множество «средний».  

В другом нечётком высказывании «Очень малая толщина изделия» или в 

виде (4.2) – «Толщина изделия есть очень малая», именем лингвистической пе-

ременной является «Толщина изделия»; значением лингвистической перемен-

ной «Толщина изделия» является нечёткое множество «малая», а его модифи-

катором – слово «очень». 

Нечёткими высказываниями также являются высказывания, образованные 

из предложений вида (4.1), (4.2) с помощью связок «и», «или», «Если-то» и др. 

Например, нечёткое высказывание «Скорость автомобиля высокая и эф-

фективность тормозной системы много меньше нормальной» или в виде связки 

предложений вида (4.1), (4.2) – «Скорость автомобиля есть высокая и эффектив-

ность тормозной системы есть много меньше нормальной» составлено из нечёт-

кого высказывания вида (4.1) «Скорость автомобиля есть высокая», нечёткого 

высказывания вида (4.2) «Эффективность тормозной системы есть много меньше 

нормальной» с модификатором «много меньше» с помощью связки «и». 

Другое нечёткое высказывание «Если обслуживание более или менее хо-

рошее, то чаевые – средние» или в виде связки предложений вида (4.1), (4.2) – 

«Если обслуживание есть более или менее хорошее, то чаевые есть средние» 

составлено из нечёткого высказывания вида (4.2) «Обслуживание есть более 

или менее хорошее» с модификатором «более или менее», нечёткого высказы-

вания вида (4.1) «Чаевые есть средние» с помощью связки «Если-то». 
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4.1. ВЫСКАЗЫВАНИЯ НА МНОЖЕСТВАХ ЗНАЧЕНИЙ  

ЛИНГВИСТИЧЕСКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 

4.1.1. СЛУЧАЙ ОДНОЙ ЛИНГВИСТИЧЕСКОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 
 

Поскольку значения фиксированной (закреплённой) лингвистической пе-

ременной соответствуют нечётким множествам одного и того же универсально-

го множества X, можно отождествлять модификаторы её значений «очень» или 

«не» с операциями концентрации CON и дополнения, а союзы «и», «или» –  

с операциями пересечения и объединения нечётких множеств. 

Для объяснения понятия лингвистической переменной в п. 3.1.3 была 

рассмотрена лингвистическая переменная «Толщина изделия» с базовым терм-

множеством T = {«Малая толщина», «Средняя толщина», «Большая толщина»}. 

При этом на универсальном множестве X = [10, 80] были определены нечёткие 

множества A1, A2 и A3, соответствующие базовым значениям лингвистической 

переменной «Малая толщина», «Средняя толщина» и «Большая толщина».  

В данном случае нечёткому высказыванию «Толщина изделия очень 

большая» можно поставить в соответствие нечёткое множество 
2
33CON AA  ; 

нечёткому высказыванию «Толщина изделия не средняя или большая» – нечёт-

кое множество 32 AA  ; нечёткому высказыванию «Толщина изделия не малая 

и не средняя» – нечёткое множество 21 AA  . 

Для нечётких высказываний «Толщина изделия много больше малой» и 

«Толщина изделия близка к большой» необходимо использовать соответствен-

но нечёткие отношения R1 – «много больше, чем» и R2 – «близко к», являющие-

ся подмножествами декартова произведения X × X. Тогда этим нечётким выска-

зываниям будут соответствовать нечёткие множества 11 RA   и 23 RA  , индуци-

рованные нечёткими отношениями R1 и R2. 

 

4.1.2. СЛУЧАЙ ДВУХ ЛИНГВИСТИЧЕСКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

Пусть имеются лингвистические переменные  MGXT ,,,,  и 

 MGYT ,,,, , а нечётким высказываниям «α есть α′» и « есть ′» отвеча-

ют нечёткие множества A и B, заданные на универсальных множествах X и Y 

соответственно.  
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Тогда соединённые с помощью связок «и», «или», «Если-то» и т.п. нечёт-

кие высказывания «α есть α′», « есть ′» можно привести к высказываниям ви-

да (4.1), введя лингвистическую переменную (α, ), значениями которой будут 

являться нечёткие множества, заданные на универсальном множестве X × Y.  

При этом нечёткие множества A и B, заданные на множествах X и Y, будут по-

рождать свои цилиндрические продолжения Â  и B̂  с функциями принадлеж-

ности:  

Yyxyx AA
 )(),(ˆ ,     (4.3) 

 

Xxyyx BB
 )(),(ˆ ,     (4.4) 

где YXyx ),( . 

Заметим, что нечёткие множества, отвечающие составным высказывани-

ям «α есть α′ и  есть ′», «α есть α′ или  есть ′», могут быть преобразованы к 

виду (4.1) только при условии невзаимодействия переменных, т.е. когда эле-

менты универсальных множеств X и Y не связаны между собой какой-либо 

функциональной зависимостью. 

 

4.2. ПРАВИЛА ПРЕОБРАЗОВАНИЙ НЕЧЁТКИХ ВЫСКАЗЫВАНИЙ 

 

4.2.1. ПРАВИЛО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ВЫСКАЗЫВАНИЙ  

КОНЪЮНКТИВНОЙ ФОРМЫ 
 

Составное нечёткое высказывание «α есть α′ и  есть ′», преобразован-

ное к виду (4.1), принимает форму 
 

«(α, ) есть  »,     (4.5) 
 

где (α, ) – имя лингвистической переменной;   – значение лингвистиче-

ской переменной. 

При этом значение   представляет собой нечёткое множество BA ˆˆ   

с функцией принадлежности: 
 

)()(),(),(),( ˆˆˆˆ yxyxyxyx BABABA



,   (4.6) 

 

где )(xA , )(yB  – цилиндрические продолжения, определяемые по формулам 

(4.3) и (4.4). 
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4.2.2. ПРАВИЛО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ВЫСКАЗЫВАНИЙ  

ДИЗЪЮНКТИВНОЙ ФОРМЫ 
 

Составное нечёткое высказывание «α есть α′ или  есть ′», преобразо-

ванное к виду (4.1), принимает форму: 
 

 «(α, ) есть  »,     (4.7) 
 

где (α, ) – имя лингвистической переменной;   – значение лингвистиче-

ской переменной. 

При этом значение   представляет собой нечёткое множество BA ˆˆ   

с функцией принадлежности: 
 

)()(),(),(),( ˆˆˆˆ yxyxyxyx BABABA



,  (4.8) 

 

где )(xA , )(yB  – цилиндрические продолжения, определяемые по формулам 

(4.3) и (4.4). 

 

4.2.3. ПРАВИЛО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ВЫСКАЗЫВАНИЙ  

ИМПЛИКАТИВНОЙ ФОРМЫ 
 

Условное нечёткое высказывание «Если   есть  , то   есть », преоб-

разованное к виду (4.1), принимает форму 
 

 «(α, ) есть  »,     (4.9) 
 

где (α, ) – имя лингвистической переменной;   – значение лингвистиче-

ской переменной. 

При этом значение   представляет собой нечёткое бинарное отно-

шение XRY между универсальными множествами X и Y, на которых заданы зна-

чения лингвистических переменных α и . Функция принадлежности ),( yxR  

данного нечёткого бинарного отношения зависит от выбранного способа зада-

ния нечёткой импликации. 

 

4.3. СПОСОБЫ ЗАДАНИЯ НЕЧЁТКОЙ ИМПЛИКАЦИИ 
 

Пусть универсальные множества X и Y, между которыми задано нечёткое 

бинарное отношение XRY, являются конечными множествами, т.е. содержат 

конечное число элементов. Тогда под способом задания нечёткой импликации 
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вида   или «Если A, то B» (где A и B представляют собой α′ и ′, т.е. зна-

чения лингвистических переменных α и ) будем понимать конкретную форму 

функции принадлежности ),( yxR , определяющую соответствующее нечёткое 

бинарное отношение XRY.  

Классическая нечёткая импликация или нечёткая импликация Заде опре-

деляется формулой 

))(1())()((),( xyxyx ABAR  .   (4.10) 
 

Классическая нечёткая импликация для случая, когда )()( yx BA  , или 

нечёткая импликация Гёделя определяется формулой 
 

)())(1(),( yxyx BAR  .      (4.11) 
 

Нечёткая импликация минимума корреляции или нечёткая импликация 

Мамдани определяется формулой 
 

)()(),( yxyx BAR  .    (4.12) 
 

Нечёткая импликация, предложенная Яном Лукасевичем, или нечёткая 

импликация Лукасевича определяется формулой 
 

))()(1(1),( yxyx BAR  .    (4.13) 
 

Нечёткая импликация, предложенная Джозефом Гогеном, или нечёткая 

импликация Гогена определяется формулой: 
 

))(/)((1),( xyyx ABR  ,    (4.14) 

где 0)(  xA .  

Нечёткая импликация в форме ограниченной суммы определяется фор-

мулой 

))()((1),( yxyx BAR  .   (4.15) 
 

Нечёткая импликация в форме произведения определяется формулой 
 

)()(),( yxyx BAR  .         (4.16) 
 

Нечёткая импликация, предложенная Н. Вади, или нечёткая импликация 

Вади определяется формулой 
 

))(1())()((),( xyxyx ABAR  .   (4.17) 
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Нечёткая импликация, предложенная Лёйтзеном Брауэром, или нечёткая 

импликация Брауэра определяется формулой 
 










.случаепротивномв),(

);()(если,1
),(

y

yx
yx

B

BA
R     (4.18) 

 

Нечёткая импликация стандартной логики последовательностей опреде-

ляется формулой 



 


.случаепротивномв,0

);()(если,1
),(

yx
yx

BA
R     (4.19) 

 

Нечёткая импликация «Если A, то B» используется в процессе нечёткого 

логического вывода. Аналогично обычной математической логике, её аргумент 

A называется посылкой (антецедентом), а аргумент B – заключением (консе-

квентом).  

Несмотря на то, что классическая нечёткая импликация (4.10) чаще всего 

применяется для решения всевозможных прикладных задач, остальные вариан-

ты вычисления значения нечёткой импликации так же имеют право на суще-

ствование, а в отдельных случаях они снижают вычислительные затраты.  

Заметим, что рассмотренные формулы (4.10) – (4.19) для вычисления зна-

чения нечёткой импликации традиционно считают основными. Существует до-

статочно большое число дополнительных способов её вычисления. 

 

4.4. ЛОГИКО-ЛИНГВИСТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ СИСТЕМ 
 

Логико-лингвистическое описание систем основано на представлении 

этих систем на естественном или близком к естественному языку в терминах 

лингвистических переменных. При этом лингвистические переменные пред-

ставляют входные и выходные переменные системы, а поведение исследуемой 

системы определяется конечным множеством нечётких импликаций L1, L2, …, 

Lk вида 
 













,и/или...и/илито,и/или...и/илии/илиесли:

................................................................................................................................

;и/или...и/илито,и/или...и/илии/илиесли:

;и/или...и/илито,и/или...и/илии/илиесли:

121

221222212

111112111

knkkmkkk

nm

nm

bbaaaL

bbaaaL

bbaaaL

 

 

(4.20) 
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где aij (i = 1, 2, …, k; j = 1, 2, …, m) – нечёткие высказывания вида (4.1), (4.2) для 

входных лингвистических переменных; bij (i = 1, 2, …, k; j = 1, 2, …, n) – нечёт-

кие высказывания вида (4.1), (4.2) для выходных лингвистических переменных. 

Данное множество импликаций с помощью правил преобразования 

конъюнктивной и дизъюнктивной форм (4.5) – (4.8) приводится к виду:  
 













,то,если:

.....................................

;то,если:

;то,если:

222

111

kkk BAL

BAL

BAL

     (4.21) 

 

где A1, A2, …, Ak – нечёткие множества, заданные на декартовом произведении 

универсальных множеств входных лингвистических переменных (универсаль-

ном множестве X); B1, B2, …, Bk – нечёткие множества, заданные на декартовом 

произведении универсальных множеств выходных лингвистических перемен-

ных (универсальном множестве Y). 

Множество импликаций {L1, L2, …, Lk} характеризует функциональную 

зависимость между входными и выходными переменными моделируемой си-

стемы и является нечётким бинарным отношением вида XRY, заданным на де-

картовом произведении X × Y универсальных множеств входных и выходных 

переменных X и Y.  

Приведём формулировку композиционного правила Лотфи Заде. Если на 

универсальном множестве входных переменных X задано нечёткое множество 

A, то композиционное правило вывода B = A • R определяет на универсальном 

множестве выходных переменных Y нечёткое множество B с функцией принад-

лежности: 

)),()(()( yxxy RA
Xx

B  


.   (4.22) 

 

Следовательно, в данном случае композиционное правило вывода (Заде) 

определяет закономерность функционирования нечёткой модели исследуемой 

системы. 

Заметим, что главным преимуществом представленной модели является 

её универсальность. При этом не принципиально, что поступает на вход – кон-

кретные числа или нечёткие множества, представляющие некоторые неопреде-

лённости. За полученную универсальность модели приходится платить сложно-

стью работы в системе с пространством размерностью m × n. В связи с этим об-
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стоятельством данной универсальной моделью пользуются очень редко на 

практике. Чаще всего используют её упрощение, называемое нечётким выво-

дом. Такое упрощение может быть применено в случае, когда все входные 

лингвистические переменные имеют известные исследователю числовые зна-

чения, что довольно часто бывает на практике. Так же на практике в модели си-

стемы обычно не используют более чем одну выходную переменную.  

 

4.5. МОДЕЛЬ УПРАВЛЕНИЯ ПАРОВЫМ КОТЛОМ 
 

В качестве объекта моделирования выступает лабораторный паровой дви-

гатель, преобразующий энергию водяного пара, генерируемого паровым кот-

лом, в механическую работу возвратно-поступательного движения поршня,  

а затем во вращательное движение вала двигателя.  

Пусть модель парового двигателя имеет два входа и два выхода. Тогда в 

качестве входных переменных модели могут выступать расход тепла, подавае-

мого в паровой котёл для его нагрева, и степень открытия дросселя на выходе 

из него образующегося пара. А в качестве выходных переменных – давление 

пара в паровом котле и скорость вращения вала двигателя. 

Рассмотрим задачу нечёткого управления давлением пара в паровом кот-

ле. Понятно, что при увеличении расхода тепла, подаваемого в паровой котёл 

для его нагрева, давление пара в котле должно расти, а при увеличении степени 

открытия дросселя на выходе из него образующегося пара – падать. Следова-

тельно, входными переменными модели парового котла являются расход тепла, 

подаваемого в котёл для его нагрева, и степень открытия дросселя на выходе из 

котла образующегося пара, а выходной переменной – давление в паровом котле. 

Но если рассматривать паровой котёл как объект управления в целях под-

держания заданного давления пара в котле, то в качестве входных переменных 

могут выступать отклонение давления пара в котле от заданного и скорость из-

менения давления пара, а в качестве выходной переменной – изменение расхода 

тепла, подаваемого в котёл для его нагрева. 

В таком случае при управлении паровым котлом можно рассуждать, 

например, следующим образом. Если отклонение давления пара в котле от за-

данного отрицательное большое и скорость изменения отклонения давления 

пара от заданного отрицательное большое или отрицательное среднее, то уве-

личение расхода тепла, подаваемого в котёл для его нагрева, должно быть по-

ложительное большое.  
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В другом примере можно рассуждать таким образом. Если отклонение 

давления пара в котле от заданного отрицательное большое или отрицательное 

среднее и скорость изменения отклонения давления пара от заданного отрица-

тельная малая, то увеличение расхода тепла, подаваемого в котёл для его нагре-

ва, должно быть положительное среднее. 

Определим для задачи нечёткого управления давлением пара в паровом 

котле входные и выходные лингвистические переменные. 

Пусть входными лингвистическими переменными будут PE = «Отклоне-

ние давления пара от заданного» и CPE = «Скорость изменения отклонения 

давления пара от заданного», а выходной лингвистической переменной – HC = 

= «Изменение расхода тепла, подаваемого в котёл для его нагрева».  

Пусть значениями входных и выходной лингвистических переменных в 

порядке возрастания будут: 

NB = «Отрицательное большое»; 

NM = «Отрицательное среднее»; 

NS = «Отрицательное малое»; 

NO = «Отрицательное близкое к нулю»; 

ZO = «Близкое к нулю»; 

PO = «Положительное близкое к нулю»; 

PS = «Положительное малое»; 

PM = «Положительное среднее»; 

PB = «Положительное большое». 

Тогда множеством правил для нечёткого управления давлением пара в 

паровом котле может быть, например, следующее множество из пятнадцати 

правил – нечётких высказываний вида (4.1), (4.2), образованных с помощью 

связок «и», «или», «Если-то»: 

1) Если «PE есть NB» и («CPE есть NB» или «CPE есть NM»), то «HC 

есть PB»; 

2) Если («PE есть NB» или «PE есть NM») и «CPE есть NS», то «HC есть 

PM»; 

3) Если «PE есть NS» и («CPE есть PS» или «CPE есть NO»), то «HC 

есть PM»; 

4) Если «PE есть NO» и («CPE есть PB» или «CPE есть PM»), то «HC 

есть PM»; 

5) Если «PE есть NO» и («CPE есть NB» или «CPE есть NM»), то «HC 

есть NM»; 
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6) Если («PE есть PO» или «PE есть ZO») и «CPE есть NO», то «HC 

есть NO»; 

7) Если «PE есть PO» и («CPE есть NB» или «CPE есть NM»), то «HC 

есть PM»; 

8) Если «PE есть PO» и («CPE есть PB» или «CPE есть PM»), то «HC 

есть NM»; 

9) Если «PE есть PS» и («CPE есть PS» или «CPE есть NO»), то «HC 

есть NM»; 

10) Если («PE есть PB» или «PE есть PM») и «CPE есть NS», то «HC есть 

NM»; 

11) Если «PE есть PB» и («CPE есть NB» или «CPE есть NM»), то «HC 

есть NB»; 

12) Если «PE есть NO» и «CPE есть PS», то «HC есть PS»; 

13) Если «PE есть NO» и «CPE есть NS», то «HC есть NS»; 

14) Если «PE есть PO» и «CPE есть PS», то «HC есть PS»; 

15) Если «PE есть PO» и «CPE есть NS», то «HC есть NS». 

С использованием закона дистрибутивности из первых одиннадцати пра-

вил можно получить двадцать два правила, образованных с помощью только 

связок «и», «Если-то», а общее количество правил вида (4.1), (4.2) при этом 

станет равным двадцати шести: 

1) Если «PE есть NB» и «CPE есть NB», то «HC есть PB»; 

2) Если «PE есть NB» и «CPE есть NM», то «HC есть PB»; 

3) Если «PE есть NB» и «CPE есть NS», то «HC есть PM»; 

4) Если «PE есть NM» и «CPE есть NS», то «HC есть PM»; 

5) Если «PE есть NS» и «CPE есть PS», то «HC есть PM»; 

6) Если «PE есть NS» и «CPE есть NO», то «HC есть PM»; 

7) Если «PE есть NO» и «CPE есть PB», то «HC есть PM»; 

8) Если «PE есть NO» и «CPE есть PM», то «HC есть PM»; 

9) Если «PE есть NO» и «CPE есть NB», то «HC есть NM»; 

10) Если «PE есть NO» и «CPE есть NM», то «HC есть NM»; 

11) Если «PE есть PO» и «CPE есть NO», то «HC есть NO»; 

12) Если «PE есть ZO» и «CPE есть NO», то «HC есть NO»; 

13) Если «PE есть PO» и «CPE есть NB», то «HC есть PM»; 

14) Если «PE есть PO» и «CPE есть NM», то «HC есть PM»; 

15) Если «PE есть PO» и «CPE есть PB», то «HC есть NM»; 
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16) Если «PE есть PO» и «CPE есть PM», то «HC есть NM»; 

17) Если «PE есть PS» и «CPE есть PS», то «HC есть NM»; 

18) Если «PE есть PS» и «CPE есть NO», то «HC есть NM»; 

19) Если «PE есть PB» и «CPE есть NS», то «HC есть NM»; 

20) Если «PE есть PM» и «CPE есть NS», то «HC есть NM»; 

21) Если «PE есть PB» и «CPE есть NB», то «HC есть NB»; 

22) Если «PE есть PB» и «CPE есть NM», то «HC есть NB»; 

23) Если «PE есть NO» и «CPE есть PS», то «HC есть PS»; 

24) Если «PE есть NO» и «CPE есть NS», то «HC есть NS»; 

25) Если «PE есть PO» и «CPE есть PS», то «HC есть PS»; 

26) Если «PE есть PO» и «CPE есть NS», то «HC есть NS». 

Пусть значения NB, NM, NS, NO, ZO, PO, PS, PM и PB входных и выход-

ной лингвистических переменных заданы соответствующими дискретными не-

чёткими множествами, определёнными на универсальных множествах X = Y = Z = 

= {–6, –5, –4, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Функции принадлежности этих нечёт-

ких множеств представлены в табл. 4.1. 

 

4.1. Функции принадлежности нечётких множеств 
 

Xx  )(xNB
 

)(xNM
 

)(xNS
 

)(xNO
 

)(xZO
 

)(xPO
 

)(xPS
 

)(xPM  )(xPB  

–6 1 0,7 0 0 0 0 0 0 0 

–5 0,7 1 0,3 0 0 0 0 0 0 

–4 0,3 0,7 0,7 0,3 0 0 0 0 0 

–3 0 0,3 1 0,7 0 0 0 0 0 

–2 0 0 0,7 1 0,3 0 0 0 0 

–1 0 0 0,3 0,7 0,7 0 0 0 0 

0 0 0 0 0,3 1 0,3 0 0 0 

1 0 0 0 0 0,7 0,7 0,3 0 0 

2 0 0 0 0 0,3 1 0,7 0 0 

3 0 0 0 0 0 0,7 1 0,3 0 

4 0 0 0 0 0 0,3 0,7 0,7 0,3 

5 0 0 0 0 0 0 0,3 1 0,7 

6 0 0 0 0 0 0 0 0,7 1 
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Каждое из двадцати шести представленных выше управляющих правил 

может быть преобразовано к виду 
 

«Если )( ii BA  , то Ci»,    (4.23) 
 

где )( ii BA   – декартово произведение нечётких множеств Ai и Bi, определён-

ных на универсальном множестве X = {–6, –5, –4, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} и 

представляющих значения входных лингвистических переменных PE (отклоне-

ния давления пара от заданного) и CPE (скорости изменения отклонения давле-

ния пара от заданного) соответственно; Ci – нечёткое множество, заданное на 

универсальном множестве X = {–6, –5, –4, –3, –2, –1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} выходной 

лингвистической переменной HC (изменения расхода тепла, подаваемого в ко-

тёл для его нагрева). 

Каждая, представляющая одно из двадцати шести правил, i-я нечёткая 

импликация задаёт некоторое нечёткое бинарное отношение 
 

iiii CBAR  )( , i = 1, 2, 3, …, 26    (4.24) 
 

с функцией принадлежности 
 

)())()(()),,(( zyxzyx
iiii CBAR  .      (4.25) 

 

Совокупность всех двадцати шести нечётких бинарных отношений для 

двадцати шести правил образует обобщённое нечёткое отношение: 
 


26

1



i

iRR       (4.26) 

с функцией принадлежности 

)),,((),,(
26

1
zyxzyx

iR
i

R 


.     (4.27) 

 

Пусть А′ и В′ обозначают нечёткие множества для входных переменных 

нечёткой модели исследуемой системы. Тогда нечёткое множество С′ для вы-

ходной переменной этой модели может быть определено на основе композици-

онного правила вывода 

RBAC )(  ,      (4.28) 

 

где   – символ, обозначающий операцию (max-min)-композиции отношений 

BA   и R. 
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Функция принадлежности нечёткого множества С′ для выходной пере-

менной модели при этом определяется следующим выражением 
 

),,())()(()( zyxyxz RBA
YyXx

C  


 .   (4.29) 

 

Чёткое числовое значение изменения, подаваемого в паровой котёл тепла, 

может быть определено, например, либо как максимальное значение функции 

принадлежности для выходной переменной: 
 

)(max0 zz C
Zz




 ,     (4.30) 

 

либо как абсцисса центра тяжести площади, ограниченной графиком кривой 

функции принадлежности для выходной переменной: 
 


















N

i
iC

N

i
iCi

z

zz

z

1

1
0

)(

)(

,    (4.31) 

 

где N – количество элементов множества Z.  

Заметим, что при построении системы нечёткого управления, необходимо 

отвечать на общие вопросы, касающиеся основ моделирования, а именно на во-

просы: 

 о полноте и непротиворечивости множества управляющих правил; 

 об адекватности представления управляющих правил различными не-

чёткими отношениями; 

 о правильности выбора конкретного вида композиции из множества 

видов операции композиции. 

 

4.6. ПОЛНОТА И НЕПРОТИВОРЕЧИВОСТЬ ПРАВИЛ УПРАВЛЕНИЯ 
 

Полнота множества управляющих правил, образованных из предложений 

вида (4.1), (4.2) с помощью связки «Если-то», например, для модели парового 

котла вида (4.23), может означать получение универсального множества входа 

модели YX   в результате объединения носителей нечётких множеств 

)( ii BASupp   для всех антецедентов )( ii BA   этих правил: 

)(

1

ii

n

i

BASuppYX 



 ,    (4.32) 

где n – общее количество правил. 
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Заметим, что полнота множества управляющих правил означает суще-

ствование управляющего правила для каждого возможного состояния модели 

системы с антецедентом (посылкой), отличным от нуля. 

Непротиворечивость множества правил управления можно считать обес-

печенной при отсутствии в этом множестве пар различных правил, имеющих 

одинаковые антецеденты и при этом различные или взаимоисключающие кон-

секвенты (следствия).  

При этом можно ввести понятие степени непротиворечивости между i-м и 

k-м правилами Cik и считать её в примере модели нечёткого управления паро-

вым котлом следующей величиной 
 

))()((max)),(),((max
,

zzyxyxC
kikkii CC

z
BABA

yx
ik   .  (4.33) 

 

И тогда оценить непротиворечивость i-го правила из множества управля-

ющих правил можно, просуммировав все непротиворечивости между i-м и  

k-м правилами Cik по переменной k:  
 





N

k
iki CC

1

,   i = 1, 2, 3, …, N.          (4.34) 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

 

Вторая часть учебного пособия по основам интеллектуальных автомати-

зированных систем посвящена изучению вопросов, связанных с нечёткими и 

лингвистическими переменными, а также нечёткими высказываниями.  

Надеемся, что изучение подробных примеров практически к каждому да-

ваемому определению и понятию позволит студентам до мельчайших подроб-

ностей разобраться с учебным материалом пособия и подготовиться к примене-

нию полученных знаний в профессиональной деятельности при решении раз-

личных прикладных задач. 

Авторы планируют подготовку и издание других частей данного пособия, 

посвящённых алгоритмам нечёткого вывода, нечётким реляционным моделям, 

системам нечётких моделей, области применения нечётких моделей, способам 

представления и обработки знаний в интеллектуальных системах и другим во-

просам создания интеллектуальных автоматизированных систем. 
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