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Отсюда получаем общее решение уравнения (8): 
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Используя граничные условия (9) – (10), находим значения ( )1Rt  и А.  
В результате  
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Полученные аналитические решения нелинейных задач стационарной теплопроводности не только 

имеют самостоятельную прикладную ценность, но и входят в качестве составных частей в аналитиче-
ские решения соответствующих нелинейных задач нестационарной теплопроводности, работы по полу-
чению которых осуществляются авторами в настоящее время.  
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РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ МАТЕРИАЛОВ С 

высоким внутридиффузионным 
СОПРОТИВЛЕНИЕМ В СРЕДЕ FLEXPDE 

 
МЕТОД МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ ШИРОКО ПРИМЕНЯЕТСЯ ДЛЯ 

РАСЧЕТА И ВЫЯВЛЕНИЯ СПЕЦИФИЧЕСКИХ ОСОБЕННОСТЕЙ ОСУЩЕСТВЛЕНИЯ 
СОРБЦИОННО-ДЕСОРБЦИОННЫХ ПРОЦЕССОВ ПРИМЕНИТЕЛЬНО К МАТЕРИАЛАМ С 
ВЫСОКИМ ВНУТРИДИФФУЗИОННЫМ СОПРОТИВЛЕНИЕМ. ОПИСАНИЕ ДИФФУЗИОН-
НЫХ ПРОЦЕССОВ В ТАКИХ МАТЕРИАЛАХ ОСУЩЕСТВЛЯЕТСЯ ПУТЕМ ПОСТРОЕНИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ, ПРЕДСТАВЛЯЮЩЕЙ СОБОЙ СИСТЕМУ ДИФФЕРЕНЦИ-
АЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ, А ОБЩАЯ ФОРМУЛИРОВКА ЗАДА-
ЧИ ПРОТЕКАНИЯ НЕСТАЦИОНАРНОГО СОРБЦИОННО-ДЕСОРБЦИОННОГО ПРОЦЕССА 
НА ЕДИНИЧНОМ ОБЪЕКТЕ СВОДИТСЯ К СОВМЕСТНОМУ РЕШЕНИЮ УРАВНЕНИЙ ТЕ-
ПЛО- И МАССОПРОВОДНОСТИ, КОТОРЫЕ ФОРМУЛИРУЮТСЯ СЛЕДУЮЩИМ ОБРА-
ЗОМ: 

( ) ( )( )CСTD
t
C grad,∇=

∂
∂ ;                                (1) 
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образования и науки РФ и государственного фонда содействия развитию малых форм предприятий в научно-технической сфере – "Ползу-
новские гранты". 
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с начальными при 0=τ  
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и граничным условиями при 0>τ  и Rl =  
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где C – концентрация влаги в материале; T  – температура; D – коэффициент диффузии; λ  – коэффици-
ент теплопроводности; ),( CTс  – удельная теплоемкость; ρ  – плотность; R  – радиус частицы; nC  – рав-
новесное значение концентрации в материале; гT  – температура на границе частицы; α  – коэффициент 
теплоотдачи; β  – коэффициент массоотдачи. 

Решение этой задачи в аналитическом виде для материалов с большим внутридиффузионным сопро-
тивлением невозможно, ввиду сложной взаимосвязи ),( CTD  и ),( CTλ  [1, 2]. Поэтому используются числен-
ные методы, реализующие конечно-разностные схемы расчета [3, 4]. 

Наиболее эффективным и производительным методом решения подобных задач и реализации ко-
нечно-разностных схем расчета, на наш взгляд, является применение специализированных системных 
пакетов и в частности, FlexPDE. 

FlexPDE – программа, предназначенная для построения сценарных моделей решения дифференци-
альных уравнений методом Ньютона – Рафсона [3]. По сценарию, написанному пользователем, FlexPDE 
производит операции, необходимые для преобразования системы дифференциальных уравнений в част-
ных производных в дискретную модель для расчета методом конечных элементов, нахождения решения 
этой системы и представления результатов в графической форме. Таким образом, FlexPDE выполняет 
роль вычислительной среды, в которой заключен полный набор функций, необходимых для реализации: 

• функции редактирования при подготовке сценариев; 
• генератора сеток конечных элементов; 
• функции подбора конечных элементов при поиске решения; 
• графических функций представления результатов решения. 
FlexPDE не ограничивает пользователя заранее заданным списком прикладных задач или видов 

уравнений. Выбор вида дифференциальных уравнений в частных производных полностью определяется 
пользователем. 

Язык сценария позволяет пользователю формализовать систему дифференциальных уравнений в 
частных производных и структуру области решений в естественном формате. Реализация метода осу-
ществляется в следующем порядке: 1) задаются переменные задачи (температура и концентрация); 2) 
вспомогательные переменные задачи (плотность, коэффициенты диффузии, теплопроводности, и т.д.); 
3) уравнения, описывающие процесс; 4) область решения; 5) формируются начальные и граничные ус-
ловия; 6) описывается формат вывода результатов расчета. 

Пример реализации решения нестационарной задачи сушки единичной частички зерновой культуры 
[3] во FlexPDE иллюстрирует ниже приведенный программный код (листинг 1). 

 
Листинг 1. 

TITLE 'cilindr ' {Заголовок печатаемый на графиках} 
COORDINATES cartesian3 



VARIABLES {Переменные задачи} Temp С 
DEFINITIONS {Константы и расчетные уравнения} г1=0.002 {Радиус частицы} tempg=45 {темпера-

тура газа} В1=20 ci=884+(31.5*(C/(C+l)))+(0.7*temp)+(0.279*(C/(C+l))*temp) rom=1375 
lambda=0.108+(0.00125*(C/(C+l))) Cr=4.1961*exp(-1.1018*ln(temp)) Dl=(0.000006*temp*temp)-
(0.0003*temp)+0.0054 D2=(0.0002*temp*temp)-(0.012*temp)+0.2203 
D3=(0.0041*temp*temp)-(0.2234*temp)+4.1108 
D = 0.00000000001*((D1*(C*C))-(D2*C)+D3) V=(3.14*rlл2)*0.004 

INITIAL VALUES {Начальные условия} temp=20 C=0.185 
EQUATIONS {расчетные уравнения} 
temp: div((lambda/(ci*rom))*grad(temp))=dt(temp) 
C: dw(D*grad(C)) = dt(C) 
EXTRUSION {Построение области решения} 
SURFACE "Bottom" z=0  
LAYER "Everything" 
SURFACE "Top" z=0.004 
BOUNDARIES {Задание граничных условий} 
SURFACE "Bottom" natural(C)=Bi*(Cr-C) natural(temp)=BI*(tempg-temp) 
SURFACE "Top" natural(C)=Bi*(Cr-C) natura1(temp)=BI*(tempg-temp) 
region 1 start (rl,0) 
LAYER "Everything" natural(C)=Bi*(Cr-C) natural(temp)=B I *(tempg-temp) arc(center=0,0) angle=360 

to finish time 0 to 1800 
PLOTS for cycle=l {Вывод промежуточных результатов расчета} contour(C) on Z=0.002 as "Capacity 

drying (g/g)" 
contour (temp) on Z=0.002 as "Temperature drying (C)" 

HISTORIES {Вывод кинетики сушки и нагрева частицы} 
history(Vol_INTEGRAL (C/V,1)) as "Capacity drying (g/g)" 
history(Vol_INTEGRAL (temp/V,!)) as "Temperature drying (C)" 
END 

 
В качестве основных выводов по практике применения пакета FlexPDE к решению краевой задачи 

для материалов с большим диффузионным сопротивлением можно отметить следующее: 
• сценарий полностью описывает систему уравнений и область решений, так что нет никакой не-

определенности относительно того, какие именно уравнения решаются; 
• новые переменные, новые уравнения или новые условия могут легко добавляться в сценарий; 
• коэффициенты диффузии и теплопроводности легко задаются в виде функций от концентрации 

сорбата и температуры материала, в том числе и в случае аномальных зависимостей; 
• система дифференциальных уравнений может быть стационарной или зависимой от времени; 
• уравнения могут быть линейными или нелинейными; 
• может быть задано любое количество геометрических областей для решения с различными свой-

ствами материала; 
• сравнение результатов численного эксперимента с экспериментальными данными [2] показыва-

ет, что рассогласование не превышает 10 %; 
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МЕТОД МОНТЕ-КАРЛО В ЗАДАЧАХ МАТЕМАТИЧЕСКОГО 

МОДЕЛИРОВАНИЯ ЛУЧИСТОГО ТЕПЛООБМЕНА 
 
Преобладающим видом теплообмена в топках котлов и в рабочем пространстве высокотемператур-

ных пламенных печей является лучистый теплообмен. Строгое математическое описание процессов лу-
чистого теплообмена возможно на базе интегральных уравнений Фредгольма второго рода, составлен-
ных для плотности потока того или иного вида излучения. Точное решение указанных интегральных 
уравнений даже для сравнительно простых излучающих систем представляет собой трудную задачу, 
которая в значительной мере усложняется для условий промышленных теплотехнических агрегатов.  

Из-за наличия сопутствующих процессов переноса сложный теплообмен обладает большой физиче-
ской и математической сложностью по сравнению с чисто радиационным переносом: увеличивается 
число уравнений и число неизвестных величин, описывающих процесс; система уравнений, описываю-
щих теплообмен, становится резко нелинейной. Методы решения нелинейных уравнений недостаточно 
разработаны в современной математике, что усложнят аналитические исследования сложного теплооб-
мена. 

Разработке точных методов расчета препятствует также сложный характер излучаемого спектра 
участвующих в теплообмене тел, наличие переменных по объему рабочего пространства оптических 
характеристик и температур. В связи с этим, большое значение приобрели разработка и использование 
приближенных методов решения задач сложного теплообмена применительно к условиям котельных 
агрегатов и пламенных печей. Практика показала, что наиболее приемлемым и перспективным с точки 
зрения расчетно-теоретического анализа тепловой работы теплотехнических установок являются зо-
нальные методы. В свое время было разработано несколько схем расчета с целью эффективного приме-
нения зонального метода к различным теплотехническим задачам. Эти схемы характеризуются разли-
чием математической записи выражений, аппроксимирующих интегральные уравнения излучения, по-
следовательностью и способами их решения [1 – 3]. При определении лучистой составляющей зональ-
ных уравнений теплового баланса в нашей стране распространена расчетная схема, использующая вве-
денные Ю.А. Суриновым разрешающие угловые коэффициенты излучения [4]. В общем виде, для каж-
дой из n поверхностных и m объемных зон можно записать соответствующее нелинейное уравнение те-
плового баланса и теплопередачи 
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В такой форме запись уравнения впервые была предложена  

В.Г. Лисиенко [5]. В этом уравнении первые два слагаемых представляют собой результирующий ра-
диационный тепловой поток для зоны j, равный разности между теплом, поглощенным данной зоной j 
вследствие лучистого переноса из других зон iQпогл j , и собственным излучением jQпогл j.. Третье и чет-
вертое слагаемые представляют собой величину результирующего теплообмена данной зоны j с сосед-
ними зонами i в результате переноса тепла с движущейся средой, конвективного теплопереноса и теп-
лопередачи через поверхностные зоны; последнее слагаемое – количество тепла подводимое извне. 
Входящие в уравнение (1) коэффициенты радиационного теплообмена ijAΣ  и jjAΣ (Вт/К4) между соответ-
ствующими зонами могут быть записаны в следующем виде: 
для объемных излучающих зон i 

                                                           
*Работа выполнена под руководством д-ра техн. наук, проф. С.В. Фролова. 


