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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

Учебное пособие написано на базе лекций по системному анализу 
и оптимизации технологических процессов биотехнологических про-
изводств, читаемых одним из авторов бакалаврам, магистрантам и ас-
пирантам в Тамбовском государственном техническом университете. 
Слушатели этих лекций имели в основном высшее образование, хоро-
шо знали «свои» технологии и производства, обладали математиче-
скими знаниями в объёме обычного курса высшей математики для 
технологических специальностей/направлений, имели некоторый опыт 
работы с отраслевыми информационными и компьютерными техноло-
гиями, но при этом недостаточно знали современную вычислительную 
математику, оптимизацию, автоматизацию, а математическое модели-
рование технологических процессов рассматривали как способ состав-
ления уравнений материального и теплового баланса и последующего 
«беспроблемного» решения их на ЭВМ. Поэтому наши лекции, поми-
мо изложения основ системного анализа и математического моделиро-
вания, всегда содержали дополнительные знания/сведения, способст-
вующие повышению математической культуры слушателей; что есте-
ственно отразилось на содержании данного пособия. 

Семантически учебное пособие состоит из трёх частей. В первой 
части (разделы 1, 2) изложены общая характеристика и основные по-
нятия биотехнологического производства как системы (раздел 1), ос-
новные принципы, методология и классификация методов системного 
анализа, оптимизации и принятия решений, характеристика и особен-
ности задач системного анализа биотехнологических производств, ха-
рактеристика этапов системного анализа, анализ состояния биотехно-
логической системы,  разработка и проектирование автоматизирован-
ных биотехнологических процессов (раздел 2). 

Во второй части (раздел 3) математическое моделирование трак-
туется как исторически третий (после эксперимента и физического 
моделирования) метод получения новых знаний путём численного ис-
следования его математической модели на ЭВМ. Под биотехнологиче-
ским процессом (БТП) понимается техническая аппаратура, в которой 
осуществляются био- и физико-химические преобразования исходных 
веществ в конечные продукты; такой БТП характеризуется измеримы-
ми координатами и био-физико-химической моделью (БФХМ), содер-
жащей субъективные гипотезы/аксиомы о его свойствах. В разделе 3 
показаны конечные, дифференциальные (в обыкновенных и частных 
производных) и интегральные уравнения, которые можно использо-
вать для создания математической модели БТП, если их свойства соот-
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ветствуют гипотезам БФХМ. Иначе необходим синтез математической 
модели (ММ) согласно процедуре: структурная и параметрическая 
идентификация уравнений модели, получение экспериментальных 
данных, анализ и обеспечение адекватности ММ; далее формируются 
три метода построения математической модели. Понятие «численное 
исследование математической модели БТП» трансформируется в по-
становку ряда математических задач моделирования, численные реше-
ния которых определяют те или иные свойства БТП. Среди этих задач 
могут быть некорректно поставленные, обратные, плохо обусловлен-
ные и тому подобные задачи, нуждающиеся в дополнительном анализе 
и регуляризации. 

В третьей части (раздел 4) приводятся постановки оптимизацион-
ных задач БТП и детерминированной оценки альтернатив БТП, чис-
ленные методы решения безусловных и условных оптимизационных 
задач. Изложены методы принятия решений и оценки вариантов БТП в 
условиях неопределённости. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Предлагаемое студентам учебное пособие по дисциплине «Сис-
темный анализ и оптимизация биотехнологических производств» рас-
сматривается нами в качестве первого этапа их обучения искусству 
проектирования оптимальных технологических процессов биотехно-
логических производств. Биотехнологическое производство, как пра-
вило, включает несколько технологических процессов, реализуемых на 
отдельных технологических схемах, и отличается повышенной слож-
ностью. Важной деталью методологии системного анализа является 
закрепление в сознании обучаемого понятия системности как свойст-
ва биотехнологического процесса (БТП) и, собственно, биотехнологи-
ческого производства: БТП и производство функционируют как еди-
ное целое, и поэтому любое вмешательство извне нарушает согласо-
ванность в работе сопряжённых БТП (технологических схем и аппара-
тов) и может привести к неожиданным последствиям. Свойство сис-
темности в дальнейшем проиллюстрировано фактическими данными 
из промышленной практики, ещё раз подчёркивающими тесную связь 
биотехнологии с аппаратурным оформлением для её осуществления. 

Далее будем считать, что техническое проектирование завершено 
и нам известна следующая информация о процессе, аккумулированная 
в технологическом регламенте:  

− предварительное технико-экономическое обоснование способа 
получения конечного продукта;  

− характеристики и свойства исходных веществ, промежуточ-
ных и конечных продуктов;  

− био-физико-химические механизмы/основы и принципиальная 
технологическая схема БТП;  

− перечень технического оборудования/аппаратуры и их основ-
ные характеристики (технические паспорта);  

− исходные данные для составления уравнений баланса (массы, 
энергии, импульса) по всему БТП;  

− рекомендуемые режимы функционирования технологического 
процесса и критерии их оптимальности;  

− разработанная аналитическая модель динамики и статики ста-
ционарного БТП;  

− рекомендации для проектирования систем автоматизации и 
контроля (перечни координат, подлежащих автоматическому регули-
рованию и контролю; метрологические «допуски» регулирования, кон-
троля и т.п.);  



6 

− желаемые показатели надёжности/восстановления систем ав-
томатизации и БТП;  

− методы и параметры очистки/ликвидации вредных отходов и 
выбросов. 

Вместе с тем в технологическом регламенте отсутствуют:  
− рекомендации по пускам и плановым/аварийным остановкам 

БТП;  
− результаты оптимизации и расчёта надёжности автоматизиро-

ванного оборудования и систем автоматизации/стабилизации;  
− не показана возможность оптимизации технологических ре-

жимов и определения технико-экономических показателей в режиме 
реального времени и др.  

Большинство указанных «недоделок», однако, может быть вы-
полнено при наличии математической модели БТП с помощью сис-
темного анализа, математического моделирования и вычислительного 
эксперимента на ЭВМ. 
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Глава 1 
ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА  

ПРОЦЕССОВ БИОТЕХНОЛОГИИ 
 

Биотехнология – прикладная наука о наиболее экономичных про-
цессах (проводимых с участием биохимических превращений) произ-
водства необходимых человечеству продуктов, предметов и требуемых 
видов энергии с использованием биохимической деятельности микро-
организмов, изолированных клеток или их компонентов (ферментов). 
Эти процессы отличаются от химических бóльшей сложностью, так как 
одновременно с тепло- и массопереносом в них протекает биохимиче-
ская реакция на микроуровне (в клетке), что приводит, параллельно с 
биохимическим превращением вещества, к увеличению (росту) биомас-
сы в реакционном объёме. Таким образом, биотехнология – естествен-
ная, прикладная наука о способах и процессах производства биопродук-
тов (предметов потребления и средств производства), осуществляемых с 
участием биохимических превращений технически, экономически и 
социально целесообразным путём. Как наука биотехнология имеет в 
качестве предмета изучения – биохимическое производство, при этом 
цель изучения – создание целесообразного способа производства необ-
ходимых человеку продуктов, методы исследования – эксперименталь-
ный, математическое моделирование, системный анализ. 

Объектом исследования биотехнологии является биохимическое 
производство – совокупность процессов и технологических операций, 
осуществляемых в машинах и аппаратах и предназначенных для пере-
работки сырья путём биохимических превращений в биопродукты. 
Основное назначение биохимического производства – получение не-
обходимого продукта. Общая структура биохимического производства 
включает в себя функциональные части (подсистемы), представленные 
на рис. 1.1.  

Позиции 1 – 3 на рис. 1.1, собственно, биохимическое производ-
ство, в котором сырьё перерабатывается в биопродукт при непосредст-
венном участии живых микроорганизмов и выделенных из них фер-
ментов (биологических катализаторов). 

Подготовка сырья (поз. 1, рис. 1.1) включает в себя приготовление 
необходимых видов сырья для БТП:  приготовление среды, обычно 
жидкой, включающей  необходимые компоненты питания; стерилиза-
цию среды для асептических БТП, для которых нежелательно попадание 
посторонней микрофлоры; подготовку и стериализацию газов (обычно 
воздуха), очистку их от пыли, влаги и присутствующих микроорганиз-
мов; подготовку посевного материала и биокатализатора; предваритель-
ную обработку сырья – измельчение, смешивание компонентов и т.д. 
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Рис. 1.1. Структура и функциональные подсистемы  
биохимического производства:  

1 – подготовка сырья; 2 – переработка сырья; 3 – выделение основного  
продукта; 4 – санитарная очистка и утилизация отходов; 5 – энергетическая 
подсистема; 6 – подготовка вспомогательных материалов и водоподготовка;  

7 – подсистема управления 

 
Подготовленное сырьё проходит ряд превращений (поз. 2, рис. 1.1) 

на биотехнологической стадии, на которой с использованием биологи-
ческих агентов (микроорганизмов, изолированных клеток, ферментов) 
происходит преобразование сырья в тот или иной целевой продукт. 
Биотехнологическая стадия включает в себя [1] биотехнологические 
процессы:  

− синтез новых органических соединений;  
− ферментацию – процесс, осуществляемый с помощью культи-

вирования микроорганизмов;  
− биотрансформацию – изменение химической структуры ве-

щества под действием ферментативной активности клеток микроорга-
низмов или готовых ферментов;  

− биокатализ – химические превращения вещества, протекаю-
щие с использованием биокатализаторов-ферментов;  

− биоокисление – потребление загрязняющих веществ с помо-
щью микроорганизмов в аэробных условиях;  

− метановое брожение – переработка органических отходов с 
помощью ассоциации микроорганизмов в анаэробных условиях;  

− биокомпостирование – снижение содержания вредных орга-
нических веществ ассоциацией микроорганизмов в твёрдых отходах;  

− биосорбцию – удаление вредных примесей из газов или жид-
костей микроорганизмами;  
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− бактериальное выщелачивание – перевод нерастворимых в во-
де соединений металлов в растворённое состояние под действием спе-
циальных микроорганизмов;  

− биодеградацию – процесс деструкции вредных соединений под 
воздействием микроорганизмов-биодеструкторов. 

Обычно биотехнологическая стадия имеет в качестве выходных 
потоков один жидкостной и один газовый. В случае если процесс про-
текает в твёрдой фазе (например, созревание сыра или биокомпости-
рование отходов), выходом является поток переработанного твёрдого 
продукта. 

Чаще всего целевой продукт находится либо в самой биомассе, 
либо в жидкости. В обоих случаях необходимо сначала разделить эти 
две фазы. В зависимости от свойств биомассы и жидкости для этих 
целей могут быть использованы различные процессы [2]:  

− отстаивание – разделение под действием гравитационных сил 
(обычно при очистке сточных вод);  

− фильтрация – пропускание суспензии биомассы через фильт-
рующий материал;  

− сепарация, центрифугирование – разделение под действием 
центробежных сил;  

− микрофильтрация, ультрафильтрация – пропускание суспен-
зии через мембраны с малым размером пор, обеспечивающее удержа-
ние клеток микроорганизмов на мембране и получение раствора, сво-
бодного от взвешенных клеток, причём ультрафильтрация задерживает 
не только клетки, но и крупные молекулы растворённых веществ;  

− коагуляция – добавление в суспензию реагентов, способст-
вующих образованию и осаждению более крупных клеточных агломе-
ратов и отделению их от жидкости путём отстаивания;  

− флотация – захват биомассы пузырьками пены и выделение её 
из пенной фракции. 

Кроме того, целевой продукт может находиться либо вне клетки, 
либо внутри клетки. Для внутриклеточных продуктов сначала необ-
ходимо разрушить клеточную оболочку физическими, химическими 
или биотехнологическими методами [1]:  

− дезинтеграция клеток (с помощью мелющих тел, путём замо-
раживания и продавливания, воздействием ультразвука, методом де-
компрессии – резкого сброса давления);  

− гидролиз – под действием химических реагентов и темпера- 
туры; 

− ферментолиз, автолиз – под действием ферментов при повы-
шенной температуре. 



10 

После проведения предварительной операции разрушения клеток 
выделение целевого продукта осуществляется из раствора методами, 
которые являются общими для внеклеточных и внутриклеточных про-
дуктов [2]. 

Экстракция – переход целевого продукта из водной фазы в не-
смешивающуюся с водой органическую жидкость (экстрагент). Экс-
тракция прямо из твёрдой фазы (в том числе и биомассы микроорга-
низмов) называется экстрагированием. 

Осаждение – выделение целевого продукта путём добавления к 
жидкости реагента, взаимодействующего с растворённым продуктом и 
переводящего его в твёрдую фазу. 

Адсорбция – перевод растворённого в жидкости продукта в твёр-
дую фазу путём его сорбции на специальных твёрдых носителях (сор-
бентах). 

Ионный обмен – то же, что и адсорбция, но в этом случае в твёр-
дую фазу переходят ионы (катионы или анионы), а не целиком моле-
кула целевого продукта или примеси.  

Отгонка, ректификация – эти методы используют для выделения 
растворённой в культуральной жидкости легкокипящих продуктов, 
например этилового спирта. 

Ультрафильтрация, нанофильтрация и обратный осмос приме-
няются для выделения высокомолекулярных соединений (белков, по-
липептидов, полинуклеотидов). Обратный осмос и нанофильтрация 
позволяют отделять даже небольшие по размеру молекулы. 

Центрифугирование, ультрацентрифугирование используют для 
выделения вирусов, клеточных органелл, высокомолекулярных соеди-
нений. 

При выделении продукта главная задача – отделить основную 
часть продукта, пусть даже и с некоторыми примесями, т.е. получается 
как бы неочищенный продукт. Поэтому, когда необходимо получать 
биопродукты высокой кондиции, добавляют ещё стадию их очистки и 
получения продукта максимальной чистоты. Эта задача решается с 
помощью уже рассмотренных выше процессов экстракции и экстраги-
рования, адсорбции, ионного обмена, ультрафильтрации и обратного 
осмоса, ректификации и ферментолиза, а также:  

− хроматографии – сбора на твёрдом сорбенте нескольких рас-
творённых веществ, близких по структуре, например смеси белков, 
нуклеотидов, сахаров, антибиотиков. При хромотографии они выходят 
из сорбента как бы по очереди, что и позволяет их разделять;  

− диализа – процесса, в котором через полупроницаемую пере-
городку могут проходить низкомолекулярные вещества, а высокомо-
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лекулярные остаются. Методом диализа осуществляют очистку вакцин 
и ферментов от солей и низкомолекулярных растворимых примесей;  

− кристаллизации – процесса, в котором вещества имеют раз-
личные растворимости при разных температурах, медленное охлажде-
ние позволяет формировать кристаллы из растворов целевых продук-
тов (например, кристаллы пенициллина), причём чистота их обычно 
высока, а вся грязь остаётся в маточном растворе.  

После очистки целевой продукт часто находится в растворе с не-
большими концентрациями примесей, дальнейшая задача – обеспечить 
его концентрирование. На стадии концентрирования применяют такие 
процессы, как выпаривание, сушка, осаждение, кристаллизация с фильт-
рацией образовавшихся кристаллов, нано- и ультрафильтрация [2]. 

Отходы производства или невостребованные продукты перера-
ботки сырья могут содержать как вредные компоненты, которые опас-
но выбрасывать в окружающую среду, так и полезные, которые неце-
лесообразно выбрасывать. Поэтому существенной стадией биохимиче-
ского производства является санитарная очистка и утилизация отходов 
производства (поз. 4, рис. 1.1). Санитарная очистка или обезврежива-
ние отходов – перевод токсичных составляющих в безвредные с тем, 
чтобы их можно было бы удалить из производства, не опасаясь зара-
жения окружающей среды и обеспечивая безвредность существования 
в той экосистеме, в которой расположено производство. Биотехноло-
гическое производство почти на всех стадиях имеет определённые 
стоки и выбросы в атмосферу. По существу очистка стоков – это от-
дельное биотехнологическое производство, имеющее свои подготови-
тельные стадии, биохимическую стадию, стадию отстаивания биомас-
сы активного ила и стадию дополнительной очистки и переработки 
осадка. Очищенная вода может быть возвращена в основное производ-
ство. Так организована, например, безотходная технология получения 
кормового белка из парафинов нефти. На заводе в г. Кириши после 
создания такой схемы удалось полностью ликвидировать технологиче-
ские стоки в реку Волхов, а свежая вода стала забираться из реки Вол-
хов только для компенсации потерь воды за счёт испарения из гради-
рен и с готовым продуктом (кормовой белок имеет влажность до 10%). 

Биохимическая промышленность потребляет довольно много 
энергии, для переработки сырья в биопродукты расходуется около 
15% всех энергоресурсов, поэтому энергетическая подсистема явля-
ется важной и сложной подсистемой биохимического производства 
(поз. 5, рис. 1.1), которая обеспечивает не только распределение энер-
гии по стадиям производства, но и по возможности возвращение её 
после использования в переработке сырья. 
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Кроме энергии, в биохимическом производстве используются 
вспомогательные материалы, например сорбенты для очистки и выделе-
ния продуктов; вещества, с помощью которых создается среда, необхо-
димая для осуществления БТП, и др. Особое место занимает вода – она 
используется для охлаждения технологических потоков, выработки 
пара, растворения и разбавления технологических потоков. Подготов-
ка вспомогательных материалов и особенно водоподготовка (поз. 6, 
рис. 1.1) – также важная и сложная часть биохимического производст-
ва. Поскольку вспомогательные материалы и вода обеспечивают БТП, 
но, как правило, не входят в целевые продукты производства, то сис-
тема подготовки должна обеспечивать восстановление их свойств по-
сле проведения цикла технологических операций с их участием и воз-
врат их в производство. 

Подсистема управления (поз. 7, рис. 1.1) – часть производства для 
получения информации о его функционировании и для управления им. 
Обычно это – автоматизированная система управления технологиче-
ским процессом. 

Биотехнологический процесс предназначен для целенаправленной 
переработки сырья и некоторых веществ в тот или иной полупродукт 
или конечный продукт путём осуществления различных видов биохи-
мической деятельности микроорганизмов, совокупности ряда техноло-
гических операций и известных физико-химических процессов (диф-
фузия, теплопроводность, химические преобразования, сорбция, де-
сорбция и т.д.) в современной технической аппаратуре (автоматизиро-
ванные машины и аппараты, биохимические реакторы, разделитель-
ные колонны, сушильные и холодильные агрегаты и т.п.). Миссия про-
ектируемого БТП заключается в рациональном или экономически оп-
тимальном и безопасном преобразовании определённого количества 
исходных веществ в конечные продукты биотехнологии заданного 
качества с использованием микроорганизмов или ферментов. Из функ-
циональных подсистем биотехнологического производства, показан-
ных на рис. 1.1, к биотехнологическому процессу можно отнести ста-
дии 1 – 4, на которых происходит собственно переработка сырья в 
продукты. 

Исследование и разработка отдельных процессов и их совокупно-
сти – биотехнологического процесса – основа профессиональной дея-
тельности биотехнолога.  

Определение полезности и эффективности биотехнологического 
производства и технологического процесса проводится по различным 
показателям, которые можно сгруппировать следующим образом [3]. 
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Технические показатели определяют качество биотехнологиче-
ского процесса. Производительность (мощность) Q производства – 
количество получаемого продукта или количество перерабатываемого 
сырья в единицу времени: 

Q = G / t, 
 

где G – количество получаемого продукта или перерабатываемого сы-
рья за время t. 

Обычно производительность выражают в количестве продукта за 
1 ч или 1 сут, показывая максимальную производительность в непре-
рывном режиме. Производительность за длительный срок – один год – 
учитывает плановые остановки производства. Поэтому для биохими-
ческих производств для связи часовой или суточной производительно-
сти с годовой принимают, что производство работает 8000 ч или  
330 суток в году. 

Значение Q зависит от конкретного производства. Крупнотон-
нажные производства выпускают десятки тысяч тонн в год, а в мало-
тоннажных производствах (реактивы, редкие металлы, продукты тон-
кого органического синтеза) производительность составляет кило-
граммы и даже граммы продукта в час. 

Расходный коэффициент показывает количество затраченного 
сырья, материалов и энергии на производство единицы продукта, его 
размерность очевидна: [кг сырья / т продукта], [м3 сырья / кг продук-
та], [кВт-ч / кг продукта], [Гкал / т продукта] и т.д. Расходный коэффи-
циент показывает количественно затраты на производство продукта, но 
не отражает эффективности использования расходуемых компонентов. 

Выход продукта – отношение реально получаемого количества 
продукта из использованного сырья к максимальному количеству, ко-
торое теоретически можно получить из того же сырья. Например, на 
получение 1 т HNO3 реально расходуется 290…296 кг NH3, а теорети-
ческий расход составляет 270 кг. При этом выход продукта – 91…93%. 
Неполнота выхода продукта зависит от неполноты превращения, по-
терь, наличия примесей. 

Интенсивность процесса – количество перерабатываемого сырья 
или образующегося продукта в единице объёма аппарата – характери-
зует совершенство организации процесса. 

Удельные капитальные затраты – затраты на технологическое 
оборудование, отнесенные к единице его производительности, – харак-
теризуют эффективность организации процесса в отдельных аппаратах и 
в производстве в целом, совершенство используемых аппаратов. 

Качество продукта определяет его потребительские свойства и то-
варную ценность. Показатель индивидуален для каждого продукта, он 
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может включать содержание (состав и количество) примесей, физиче-
ские и химические показатели, внешний вид и размеры, цвет, запах и пр. 
Определяется нормативными документами (ГОСТ – государственный 
отраслевой стандарт, технические условия, сертификат качества). 

Экономические показатели определяют экономическую эффек-
тивность производства. Себестоимость продукции – суммарные за-
траты на получение единицы продукции. Себестоимость складывается 
из следующих расходов: затрат на сырьё, энергию, вспомогательные 
материалы; единовременные капитальные затраты, распределяемые 
равномерно на срок эксплуатации оборудования, затраты на оплату 
труда работников. Общая структура себестоимости C 
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где Цi и Gi – цена и количество израсходованного сырья, энергии и 
материалов на производство продукта в количестве Q; Зк – капиталь-
ные затраты; Е – коэффициент окупаемости капитальных затрат  
(их доля, отнесённая на время производства количества продукта Q,  
в среднем для биохимических производств Е = 0,15 в расчёте на годо-
вую производительность Q); Зт – оплата труда.  

Себестоимость имеет денежное выражение. 
Производительность труда – количество продукции, произве-

дённой в единицу времени (обычно за год) в пересчёте на одного рабо-
тающего; характеризует эффективность производства относительно 
затрат труда. 

Экономические показатели рассчитываются на основе техниче-
ских показателей и их также называют техноэкономическими.  

Эксплуатационные показатели характеризуют изменения, возни-
кающие в биотехнологическом процессе и производстве во время их 
эксплуатации при появлении отклонений от регламентных условий и 
состояний. Влияние отклонений на показатели БТП, возможность 
управления процессом определяются эксплуатационными показателями. 

Надёжность БТП характеризуют средним временем безаварий-
ной работы либо числом аварийных остановов оборудования или про-
изводства в целом за определённый отрезок времени. Этот показатель 
зависит от качества используемого оборудования и правильности его 
эксплуатации. 

Безопасность функционирования – вероятность нарушений, при-
водящих к нанесению вреда или ущерба обслуживающему персоналу, 
оборудованию, а также окружающей среде, населению. 
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Чувствительность БТП к нарушениям режима и изменению ус-
ловий эксплуатации; определяется отношением изменения его показа-
телей к этим отклонениям. 

Управляемость и регулируемость характеризует возможность 
поддерживать показатели БТП в допустимых пределах, определяет 
величину допустимых изменений условий функционирования БТП, 
управляющие переменные и их взаимовлияние. 

Социальные показатели определяют комфортность работы на 
данном производстве и его влияние на окружающую среду. 

Безвредность обслуживания следует из сопоставления санитарно-
гигиенических условий для обслуживающего персонала с соответствую-
щими нормами по загазованности, запылённости, уровню шума и др. 

Уровень автоматизации и механизации БТП определяет долю 
ручного труда в эксплуатации производства. 

Экологическая безопасность – степень воздействия производства 
на окружающую среду и экологическую обстановку в регионе. 

Перечень основных показателей биохимического производства 
свидетельствует о том, насколько высоки требования к качеству его 
разработки, проектирования, создания и эксплуатации. Нередко одно-
временное достижение наилучших показателей вступает в противоре-
чие друг с другом. Необходимы компромиссные решения. Поэтому 
инженер-биотехнолог должен обладать не только обширными, разно-
сторонними знаниями, но и высокой культурой. 
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Глава 2 
СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ БИОТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ 

ПРОЦЕССОВ И СИСТЕМ 
 

Как следует из главы 1, биотехнологическое производство пред-
ставляет собой совокупность машин, аппаратов и других устройств, 
связанных между собой материальными трубопроводами и паропрово-
дами, линиями электрическими, транспортными и связи (для инфор-
мации и управления) и функционирующих вместе, обеспечивая полу-
чение продукции. Такой объект называется системой.  

Система – сложное образование, состоящее из совокупности 
элементов и связей между ними и функционирующее как единое це-
лое. В биотехнологическом производстве элементы – это машины, ап-
параты и другие устройства, связи – материальные трубопроводы, па-
ропроводы и другие линии, которые соединяют машины, аппараты, 
устройства. В элементах происходит превращение потоков (изменение 
их состояния – разделение, смешение, сжатие, нагрев, биохимические 
превращения и т.д.). По связям потоки (материальные, тепловые, энер-
гетические) передаются из одного элемента в другой. Это позволяет 
представить биотехнологическое производство как биотехнологиче-
скую систему. 

Биотехнологическая система (БТС) – совокупность аппаратов, 
машин и других устройств (элементов) и материальных, тепловых, 
энергетических и других потоков (связей) между ними, функциони-
рующая как единое целое и прдназначенная для переработки исходных 
веществ (сырья) в продукты. Элемент изменяет состояние потока. Это 
может быть отдельный аппарат (реактор, смеситель, абсорбер, кри-
сталлизатор, тепообменник и т.д.) или их совокупность, производящая 
какое-то изменение состояния потока. Каскад биореакторов с тепло-
обменниками и смесителями потоков между ними тоже производит 
изменение химического состава, и эту совокупность аппаратов можно 
также представить как элемент БТС. Степень детализации элемента: 
один аппарат или совокупность нескольких аппаратов; состав такой 
совокупности зависит от задачи исследований (определить те или 
иные показатели биотехнологического процесса, изучить особенности 
функционирования и т.д.). 

С другой стороны, реакционный узел также можно представить 
как систему – совокупность биореакторов, теплообменников, смесите-
лей (элементов) и потоков между ними (связей), функционирующую 
как единое целое. По отношению к БТС в целом это – подсистема как 
часть большой системы. 
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В зависимости от цели исследования не все аппараты будут вли-
ять на интересующие исследователя свойства БТС. Если цель – опре-
деление производительности, выхода продукта и другие материальные 
показатели, то теплообменники, насосы и другое оборудование, не 
изменяющее состав потоков, можно не включать в БТС, которая для 
достижения этих целей будет представлять анализируемое производ-
ство. Если цель – обеспечение производства энергией, то в состав БТС 
включают энергетическое оборудование как её элементы. 

Фактически исследование сложных БТС сводится к изучению её 
подсистем. Подсистемы могут быть выделены как по масштабу, так и 
функционально. Реакционный узел – по масштабу малая подсистема 
во всем БТП переработки сырья в продукты. Энергетическая подсис-
тема по масштабу охватывает всё производство, но выполняет опреде-
лённую функцию. 

Потоки между элементами БТС передают вещество, энергию, ин-
формацию для управления процессами, осуществляемыми на стадиях 
биотехнологического производства. Связь в теории систем и поток в 
БТП – синонимы. 

Представив биотехнологическое производство как биотехнологи-
ческую систему, можно использовать теорию систем для его исследо-
вания, получить научный метод его изучения. 

 
2.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СИСТЕМНОГО АНАЛИЗА 

 

Системный анализ как дисциплина сформировался в результате 
возникновения необходимости исследовать и проектировать сложные 
системы, управлять ими в условиях неполной информации, ограничен-
ности ресурсов и дефицита времени. Системный анализ является даль-
нейшим развитием целого ряда дисциплин, таких как исследование опе-
раций, теория оптимального управления, теория принятия решений, 
экспертный анализ, теория организации эксплуатации систем и т.д. Пе-
речисленные теоретические дисциплины являются базой и методологи-
ческой основой системного анализа. Таким образом, системный ана- 
лиз – междисциплинарный курс, обобщающий методологию исследова-
ния сложных технических, природных и социальных систем [4, 5]. Ши-
рокое распространение идей и методов системного анализа, а глав- 
ное – успешное их применение на практике, стало возможным только с 
внедрением и повсеместным использованием ЭВМ. В связи с этим 
академик Н. Н. Моисеев пишет [5], что системный анализ – это сово-
купность методов, основанных на использовании ЭВМ и ориентиро-
ванных на исследование сложных систем – технических, экономиче-
ских, экологических и т.д. 
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Центральной проблемой системного анализа является проблема 
принятия решений в условиях неопределённости. Неопределённость 
обусловлена многокритериальностью задач оптимизации, неопреде-
лённостью целей развития систем, неоднозначностью сценариев раз-
вития системы, недостаточностью априорной информации о системе, 
воздействием случайных факторов в ходе динамического развития 
системы и прочими условиями. Таким образом, главным содержанием 
дисциплины «Системный анализ» являются сложные проблемы при-
нятия решений, при изучении которых неформальные процедуры, 
представления здравого смысла и способы описания ситуаций играют 
не меньшую роль, чем формальный математический аппарат.  

В системном анализе можно выделить три главных этапа, кото-
рые всегда присутствуют в исследовании сложных систем: 

1) построение модели исследуемого объекта; 
2) постановка задачи исследования; 
3) решение поставленной математической задачи. 
Построение модели. При построении модели осуществляется ма-

тематическое описание явлений и процессов, происходящих в системе. 
Поскольку знание всегда относительно, описание на любом языке отра-
жает лишь некоторые стороны происходящих процессов и никогда не 
является абсолютно полным. С другой стороны, следует отметить,  
что при построении модели необходимо уделять основное внимание тем 
сторонам изучаемого процесса, которые интересуют исследователя.  
Построение математической модели есть основа всего системного ана-
лиза, центральный этап исследования или проектирования любой сис-
темы. От качества модели зависит результат всего системного анализа. 

Постановка задачи исследования. На данном этапе формулирует-
ся цель анализа, которая должна быть формализована. Задача систем-
ного анализа состоит в проведении необходимого анализа неопреде-
лённостей, ограничений и формулировании, в конечном счёте некото-
рой оптимизационной задачи. Анализируя требования к системе,  
т.е. цели, которые предполагает достигнуть исследователь, и те неоп-
ределённости, которые при этом неизбежно присутствуют, исследова-
тель должен сформулировать задачу на языке математики.  

Решение поставленной задачи. Следует отметить, что задачи сис-
темного анализа могут иметь ряд особенностей, которые приводят к 
необходимости применения наряду с формальными процедурами эв-
ристических подходов. Причины, по которым обращаются к эвристи-
ческим методам, в первую очередь связаны с недостатком априорной 
информации о процессах, происходящих в анализируемой системе. 
При этом трудности, возникающие в результате необходимости при-
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менения неформальных процедур анализа, зачастую становятся опре-
деляющими. Ввиду этого проверка качества решения, его соответствия 
исходной цели исследования превращается в важнейшую теоретиче-
скую проблему. 

Рассмотрим основные задачи, на решение которых направлены 
усилия специалистов и которые нуждаются в дальнейшей разработке. 
Во-первых, следует отметить задачи исследования системы взаимо-
действия анализируемых объектов с окружающей средой.  

Задачи следующего типа связаны с конструированием альтерна-
тив этого взаимодействия, альтернатив развития системы во времени и 
в пространстве. Важное направление развития методов системного 
анализа связано с попытками создания новых возможностей конструи-
рования оригинальных альтернатив решения, неожиданных стратегий, 
непривычных представлений и скрытых структур. Другими словами, 
здесь речь идёт о разработке методов и средств усиления индуктивных 
возможностей человеческого мышления, в отличие от его дедуктивных 
возможностей, на усиление которых, по сути дела, направлена разра-
ботка формальных логических средств. Здесь можно выделить не-
сколько важных направлений, таких как: разработка формального ап-
парата индуктивной логики, методов морфологического анализа и дру-
гих структурно-синтаксических методов конструирования новых аль-
тернатив, методов синектики и организации группового взаимодейст-
вия при решении творческих задач, а также изучение основных пара-
дигм поискового мышления. 

Задачи третьего типа заключаются в конструировании множества 
имитационных моделей, описывающих влияние того или иного взаи-
модействия на поведение объекта исследования. Речь идёт о разработ-
ке частных моделей, каждая из которых решает свои специфические 
вопросы. 

Задачи четвёртого типа связаны с конструированием моделей 
принятия решений. Всякое системное исследование связано с исследо-
ванием альтернатив развития системы. Задача системных аналитиков 
выбрать и обосновать наилучшую альтернативу развития. 

Рассмотренные задачи системного анализа не охватывают полно-
го перечня задач. Здесь перечислены те, которые представляют наи-
большую сложность при их решении. Чтобы успешно решать эти зада-
чи, исследователь должен обладать широким кругозором и владеть 
богатым арсеналом методов и средств научного исследования. 

Конечной целью системного анализа является разрешение про-
блемной ситуации, возникшей перед объектом проводимого системно-
го исследования. Системный анализ занимается изучением проблем-
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ной ситуации, выяснением её причин, выработкой вариантов её устра-
нения, принятием решения и организацией дальнейшего функциони-
рования системы, разрешающего проблемную ситуацию. Приведём 
пример из теории проектирования систем. Проблема проектирования 
сложных систем имеет два аспекта. Во-первых, требуется осуществить 
формализованное описание объекта проектирования, причём на этом 
этапе решаются задачи формализованного описания как статики сис-
темы, так и её поведения во времени, т.е. динамики системы. Во-вто-
рых, требуется формализовать процесс проектирования. Составными 
частями процесса проектирования являются методы формирования 
различных проектных решений, методы их инженерного анализа и 
методы принятия решений, методы выбора наилучших вариантов реа-
лизации системы. 

Важное место в процедурах системного анализа занимает проблема 
принятия решений, оптимальности решения. Для этого необходимо ре-
шать задачи оптимального управления, оптимального проектирования 
систем, включающих в себя большое количество элементов и подсис-
тем. Развитие техники достигло такого уровня, при котором создание 
просто работоспособной конструкции само по себе уже не всегда удов-
летворяет ведущие отрасли промышленности. Необходимо в ходе про-
ектирования обеспечить наилучшие показатели по ряду характеристик 
новых изделий, например, добиться максимального быстродействия, 
минимальных габаритов, стоимости и прочего при сохранении всех ос-
тальных требований в заданных пределах. Таким образом, практика 
предъявляет требования разработки не просто работоспособного изде-
лия, объекта, системы, а создания оптимального проекта. 

 
2.2. ХАРАКТЕРИСТИКА ЭТАПОВ СИСТЕМНОГО АНАЛИЗА 

 

В предыдущем пункте были сформулированы три укрупнённых 
этапа проведения системного анализа, которые являются основой ре-
шения любой задачи проведения системных исследований. Суть их 
состоит в том, что необходимо построить модель исследуемой систе-
мы, т.е. дать формализованное описание изучаемого объекта, сформу-
лировать критерий решения задачи системного анализа, т.е. поставить 
задачу исследования и далее решить поставленную задачу исследова-
ния. Системотехнику требуется представить методику выполнения 
каждого из этапов. 

Любая задача системного анализа начинается с построения моде-
ли исследуемой системы, для чего необходимо провести анализ струк-
туры системы, выполнить анализ её компонентов, исследовать взаимо-
связи между отдельными элементами.  
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Под элементом принято понимать простейшую неделимую часть 
системы. Понятие элемента условно, так как зависит от уровня иерар-
хии рассмотрения объектов в структуре системы. Принято считать, что 
элемент – это предел членения системы с точки зрения решения кон-
кретной задачи и поставленной цели.  

В качестве следующей структурной компоненты рассмотрим под-
систему. Подсистема – совокупность взаимосвязанных элементов, об-
ладающая свойствами системы (в частности, свойством целостности), 
способная выполнять относительно независимые функции, подцели, 
направленные на достижение общей цели системы. 

Если части системы не обладают свойством целостности и спо-
собностью выполнять независимые функции, а представляют собой 
совокупности однородных элементов, то такие части принято называть 
компонентами. 

Структура отражает определённые взаимосвязи, взаиморасполо-
жение составных частей системы, её устройство, строение. При описа-
нии системы недостаточно перечислить элементы, из которых она со-
стоит. Требуется отобразить систему путём расчленения её на подсис-
темы, компоненты и элементы и показать, каким путём обеспечивается 
в объекте выполнение поставленной цели. Таким образом, структура 
отражает наиболее существенные взаимоотношения между элемента-
ми и их группами, которые мало меняются при изменениях в системе и 
обеспечивают существование системы и её основных свойств. Струк-
тура системы характеризует организованность системы, устойчивую 
упорядоченность её элементов и связей. Структура системы – состав 
системы и схема связей между её элементами. Понятие структуры 
можно определить как совокупность отношений, заданных на множе-
стве подсистем и элементов, образующих систему. 

Понятие связи входит в любое определение системы, наряду с 
понятием элемента, и обеспечивает возникновение и сохранение 
структуры и целостных свойств системы. Понятие связи характеризует 
одновременно и статическое строение системы, и динамическое её 
поведение. Связь определяют как ограничение степени свободы эле-
ментов. Связь характеризуется направлением, силой и характером.  
По первому признаку связи делят на направленные и ненаправленные. 
По второму признаку различают сильные и слабые связи. По характеру 
выделяют связи подчинения, равноправные, генетические, связи 
управления. Различают также связи по направленности процессов – 
прямые и обратные. Обратные связи могут быть положительными, 
сохраняющими тенденции  происходящих в системе изменений той 
или иной координаты, и отрицательными – противодействующими 
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тенденциям изменения выходной координаты. Обратная связь направ-
лена на сохранение, стабилизацию требуемого значения координаты. 
Обратная связь является основой приспособления систем к изменяю-
щимся условиям существования, основой саморегулирования и разви-
тия систем. 

Следующее понятие – цель системы – важное понятие, лежащее в 
основе развития систем. Цели системы – желательные состояния или 
результаты поведения системы. Глобальная цель системы – конечное 
состояние, к которому стремится система в силу своей структурной 
организации. Цель достигается путём решения задач. Задачи системы – 
цели, которые желательно достичь к определённому моменту времени 
в пределах определённого периода функционирования системы. 

Для описания системы создается её модель – отражение структу-
ры системы, её элементов и взаимосвязей, направленное на отображе-
ние определённой группы свойств. Создание модели системы позволя-
ет предсказывать её поведение в определённом диапазоне условий. 

Структурные представления являются средством исследования 
систем. Одну и ту же систему можно представить различными струк-
турами, выбор которых обусловлен содержанием исследований, про-
водимых на данном этапе. Принятый способ описания структур – гра-
фическое изображение, в котором элементы, компоненты, подсистемы 
и прочие объекты системы отображаются в виде вершин графа; связи 
между объектами представляют в виде дуг.  

Сетевые структуры применяют для представления организацион-
ных структур, для изображения структурных схем систем, для пред-
ставления информационного обеспечения. С помощью сетевых струк-
тур отображаются пространственные взаимосвязи между элементами, 
как правило, одного иерархического уровня.  

Различают следующие виды сетевых структур:  
− линейные структуры со строго упорядоченным взаимоотно-

шением элементов «один к одному»;  
− древовидную структуру, представляющую собой объединение 

многих линейных структур;  
− кольцевую структуру, имеющую замкнутые контуры в соот-

ветствующих графах. 
Иерархические структуры представляют собой декомпозицию сис-

темы в пространстве и применяются, прежде всего, для описания под-
чинённости элементов в структурах управления. Термин «иерархия» 
означает соподчинённость, порядок подчинения низших по должности 
лиц высшим. В иерархических структурах важно лишь выделение уров-
ней соподчинённости, а между уровнями и между компонентами в пре-
делах уровня, в принципе, могут быть любые взаимоотношения.  
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Таким образом, рассмотрены основные понятия, с помощью ко-
торых осуществляется решение задачи анализа системы. На данном 
этапе необходимо произвести изучение структуры системы, анализ её 
компонентов, выявление взаимосвязей между отдельными элементами, 
т.е. осуществить структурную декомпозицию системы. Основное со-
держание процедур, выполняемых на данном этапе, состоит в том, 
чтобы подготовить информацию к проведению работ по построению 
модели системы. 

Цель изучения структуры системы, анализа её компонентов, вы-
явления связей между отдельными элементами – отразить статическое 
состояние системы. Свойства системы реализуются в процессе её 
функционирования, т.е. в процессе динамического поведения системы. 
Чтобы построить модель системы, которая имела бы возможность от-
ражать свойства и характеристики системы, реализующиеся в процес-
се её функционирования во времени, необходимо помимо структуры 
системы знать её параметры, поэтому следующим этапом работ при 
проведении системного анализа является сбор данных о функциониро-
вании системы и исследование информационных потоков. 

Основное содержание этапа сбора данных о функционировании 
системы состоит в идентификации параметров системы в целях после-
дующего включения их числовых значений в модель. Параметры от-
ражают свойства системы. 

Для определения параметров системы проводят наблюдения с це-
лью сбора данных в процессе функционирования системы, либо для 
сбора данных организуются специальные экспериментальные исследо-
вания. В первом случае говорят, что данные получены в результате 
пассивного эксперимента, во втором случае имеет место активный 
эксперимент. Активный эксперимент проводится по специально со-
ставленному плану с использованием методов планирования экспери-
мента. При этом предусматривается возможность изменения входных 
координат объекта, влияющих на процесс функционирования системы, 
и проводится исследование выходных координат объекта в зависимо-
сти от уровней изменения входных координат. Результаты испытаний 
фиксируются с помощью измерения – алгоритмической операции, ста-
вящей данному наблюдаемому состоянию системы или процесса в 
соответствие определённое обозначение: число, номер или символ. 
Такое соответствие обозначает то, что результаты измерений содержат 
информацию об исследуемой системе. Требуемая информация в виде 
оценок координат системы получается путём преобразования резуль-
татов измерения или, как ещё говорят, с помощью обработки экспери-
ментальных данных.  
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Современное понимание измерений существенно шире только 
количественных измерений. Есть наблюдаемые явления, в принципе 
не допускающие числовой меры, но которые можно фиксировать в 
«слабых» шкалах, и эти результаты учитывают в моделях, получая 
качественные, но вполне научные выводы. 

Выявление основных структурных элементов, динамических и 
информационных компонентов системы является предварительным 
этапом работы по построению модели системы. 

 
2.3. БИОТЕХНОЛОГИЧЕСКИЙ ПРОЦЕСС КАК СИСТЕМА 

 

Исследование сложных биотехнологических систем с использо-
ванием методов и средств теории систем получило название системно-
го анализа БТС. Биохимическое производство состоит из десятков раз-
нообразных аппаратов и устройств, связанных между собой разнооб-
разными потоками. Исследовать его в целом при огромном многообра-
зии его составных частей – задача не только сложная, но и малоэффек-
тивная. Представив биохимическое производство как биотехнологиче-
скую систему, проведём дальнейшую систематизацию частей произ-
водства, представленных в структуре БТС. Будем выделять подсисте-
мы по двум признакам – функциональному и масштабному. 

Функциональные подсистемы обеспечивают выполнение функ-
ций производства и его функционирование в целом. Технологическая 
подсистема – часть производства, где осуществляется собственно пе-
реработка сырья в продукты, биотехнологический процесс. 

Энергетическая подсистема – часть производства, служащая для 
обеспечения энергией БТП. Соответствующая подсистема может быть 
представлена в зависимости от вида энергии: тепловая, силовая, элек-
трическая. 

Сложное биохимическое производство невозможно эксплуатиро-
вать без автоматизированной системы управления (АСУ) производст-
вом и АСУ БТП [6]. Они обеспечивают оптимальное (в определённом 
смысле) функционирование объекта. Степень оптимальности функ-
ционирования объекта количественно оценивается величиной одного 
или нескольких показателей (критериев) качества, имеющих очевид-
ную технологическую или экономическую трактовку, таких как: про-
изводительность, степень превращения сырья, выход целевого продук-
та, себестоимость, прибыль и т.п. Для достижения этой цели АСУ 
должна выполнять следующие функции:  

1) сбор информации о текущем состоянии объекта управления и 
вычисление критериев качества;  
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2) нахождение оптимальных режимов работы объекта (опти-
мальных управлений), при которых достигается максимальное (мини-
мальное) значение одного из критериев качества;  

3) реализация найденных оптимальных управлений на объекте. 
В АСУ сбор и оперативная обработка информации, вычисление 

критериев, а также нахождение оптимальных управлений осуществ-
ляются техническими средствами, главным из которых является ЭВМ 
(компьютер). Задачи анализа найденных управлений и их реализация 
на объектах возлагаются на управленческий персонал, использующий 
технические устройства. 

В АСУ оптимальные управления находят путём решения на ЭВМ 
некоторой математической задачи оптимизации, состоящей из сле-
дующих компонентов: критерия качества функционирования объекта, 
математической модели объекта (уравнений связи между выходными, 
управляющими и возмущающими переменными), ограничений на вы-
ходные и управляющие переменные. Во многих случаях качество ра-
боты объекта характеризуется набором разнородных критериев (пока-
зателей). В подобных случаях осуществляют «свёртку» (преобразова-
ние) этих показателей к одному критерию, называемому основным. 
Иногда основным критерием считают один из показателей, а осталь-
ные полагают на уровне заданных плановых показателей. Процедура 
решения задачи оптимизации заключается в нахождении с помощью 
ЭВМ таких управлений, при которых основной критерий достигает 
максимума (минимума) при соблюдении уравнений связи, ограниче-
ний и условий, налагаемых на остальные показатели качества работы 
объекта.  

Помимо названных основных функций (сбор и обработка инфор-
мации, нахождение оптимальных управлений), АСУ решает ряд дру-
гих задач, например обеспечение защиты производства от нежелатель-
ных (аварийных) ситуаций, пуск и плановые/аварийные остановки 
БТП, расчёт надёжности оборудования и систем автоматизации произ-
водства.  

Масштабные подсистемы выполняют определённые функции в 
последовательности процессов переработки сырья в продукты как от-
дельные части БТП. Их можно систематизировать в виде иерархиче-
ской последовательности – иерархической структуры БТС. В структу-
ре БТС минимальный элемент – отдельный аппарат (биореактор, аб-
сорбер, ректификационная колонна, насос и пр.) (рис. 2.1). Это – низ-
ший масштабный уровень IV. Несколько аппаратов, выполняющих 
вместе какое-то преобразование потока, – элементы подсистемы III 
масштабного уровня (реакционный узел, система разделения много-
компонентной смеси и т.д.) (рис. 2.1). Совокупность подсистем второ- 
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Рис. 2.1. Иерархическая структура биотехнологической системы 
 

го уровня как элементы образует подсистему II уровня (отделения или 
участки производства) (рис. 2.1). К этим же подсистемам могут отно-
ситься водоподготовка, регенерация отработанных вспомогательных 
материалов, утилизация отходов. Совокупность отделений, участков  
образует БТС производства в целом (I уровень иерархии, рис. 2.1). 
Описанное выделение подсистем условно. В каких-то задачах выделе-
ние подсистем, элементов может быть иным. 

Элементы и связи БТС. В описанной выше иерархической струк-
туре (рис. 2.1) отдельные аппараты или агрегаты предназначены для 
определённого изменения состояния потока.  

Потоки между аппаратами (связи между элементами) классифи-
цируют по их содержанию. Материальные потоки переносят вещества 
и материалы по трубопроводам различного назначения, транспортёра-
ми и другими механическими устройствами. 

Энергетические потоки переносят энергию в любом её проявле-
нии – тепловую, механическую, электрическую, топливо. Тепловая 
энергия и топливо для энергетических элементов передаются обычно 
по паропроводам (пар, горячие потоки, горючие газы и жидкости), 
механическая энергия – также по трубопроводам (в виде газов под 
давлением) или через вал двигателей и другие элементы электропри-
вода. Провода, силовые кабели передают электрическую энергию. 

Информационные потоки используются в системах контроля и 
управления процессами и производством. Используются электрические 
провода и тонкие капиллярные трубки в пневматических системах. 

Последовательность прохождения потоков через элементы БТС 
определяет структуру системы и обеспечивает необходимые условия 
работы её элементов. Основные структуры связей показаны на рис. 2.2. 
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Рис. 2.2. Связи в биотехнологической системе:  
1 – последовательная; 2 – разветвлённая; 3 – параллельная;  

4, 5 – обводная (байпас); 6 – 9 – обратная (рецуркуляционная) –  
рецикл полный (6, 9) и фракционный (7, 8) 

 
Здесь прямоугольниками обозначены элементы, линии со стрелками – 
связи и направления потоков. Последовательная связь (схема 1,  
рис. 2.2): последовательная переработка сырья при применении разных 
технологических операций, углубление переработки сырья последова-
тельными воздействиями на него, управление процессом путём необ-
ходимого управляющего воздействия на каждый элемент БТС. 

Разветвлённая связь (схема 2, рис. 2.2): после некоторой операции 
поток разветвляется и далее отдельные потоки перерабатываются раз-
личными способами (используется для получения разных продуктов). 

Параллельная связь (схема 3, рис. 2.2): поток разветвляется,  
отдельные части его проходят через разные аппараты, после чего по-
токи объединяются. Если мощность некоторых аппаратов ограничена, 
то устанавливают несколько аппаратов параллельно, обеспечивая сум-
марную производительность всей системы. Другое применение такой 
связи – использование периодических стадий в непрерывном процессе. 
В этом случае поочерёдно работает один из параллельных аппаратов. 
После завершения рабочего цикла одного аппарата поток переключа-
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ют на другой аппарат, а отключённый подготавливают к очередному 
циклу. Так включены адсорберы в схеме короткоцикловой безнагрев-
ной адсорбции: пока в одном адсорбере происходит поглощение,  
в другом регенерируют адсорбент. Ещё одно назначение параллельной 
схемы – резервирование на случай выхода из строя одного из аппара-
тов, когда такое нарушение может привести к резкому ухудшению 
работы всей системы и даже к аварийному состоянию. Такое резерви-
рование называют «холодным», в отличие от резервирования, обу-
словленного периодичностью процесса, – «горячего». 

Обводная связь, или байпас (схемы 4, 5, рис. 2.2): часть потока,  
не поступая в аппарат, «обходит» его. Такая схема используется в ос-
новном для управления процессом. 

Обратная связь, или рецикл (схемы 6 – 9, рис. 2.2): часть потока 
после одного из аппаратов возвращается в предыдущий. Через аппа-
рат, в который направляется поток Gр, проходит поток G больший,  
чем основной G0, так что G = G0 + Gр. Количественно величину рецик-
ла характеризуют двумя величинами: кратностью рециркуляции 
Kр = G / G0 и отношением циркуляции R = Gр / G. Очевидно R = (Kр – 
– 1) / Kр. Если выходящий из аппарата поток разветвляется, и одна его 
часть образует обратную связь (схема 6), то такая связь образует пол-
ный рецикл – составы выходящего потока и рециркулирующего одина-
ковы. Такую схему используют для управления процессом, создания 
благоприятных условий для его протекания. 

Возможен возврат (рецикл) части компонентов после системы 
разделения P (схема 7, рис. 2.2) для более полного использования сы-
рья. Это – фракционный рецикл (возвращается фракция потока). 

Приведённые типы связей присутствуют практически во всех 
БТС, обеспечивая необходимые условия их функционирования. 

Модели БТС. Исследование системы, в том числе БТС, предпола-
гает, что вначале она будет представлена моделью. Из определения 
системы как сложного образования, состоящего из совокупности эле-
ментов и связей между ними, представляется целесообразным пред-
ставить её в виде схемы, графически. С другой стороны, качественные 
и количественные показатели её функционирования могут быть отра-
жены словесными и математическими описаниями (моделями) проис-
ходящих в них процессов. Модели можно разделить на две группы: 
графические (в виде схем и других графических изображений) и опи-
сательные (в виде формул, уравнений). В каждой из названных групп 
также можно выделить несколько видов моделей, различающихся по 
форме и назначению: 

− графические модели: функциональная, технологическая, 
структурная, специальная; 
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− описательные модели: химическая, операционная, математи-
ческая. 

Здесь перечислены не все виды моделей, применяемые в исследо-
вании БТС, а только те, которые будут использованы далее. 

Химическая модель (схема) представляется основными реакциями 
(химическими уравнениями), которые обеспечивают переработку сы-
рья в продукт. Например, производство соды Na2CO3 из поваренной 
соли NaCl и известняка CaCO3: 

 

 
 

Химическая схема показывает генеральный путь превращения 
сырья в продукт. Но реализация этого превращения не ограничивается 
только данными уравнениями – необходимы ещё стадии, обеспечи-
вающие эти химические преобразования или детализирующие их. Они 
представлены в других моделях процесса. 

Операционная модель представляет основные стадии (операции) 
переработки сырья в продукт, в том числе обеспечивающие протека-
ние основных превращений. Например, производство аммиака можно 
описать следующей операционной моделью. 

1. Очистка природного газа от серосодержащих соединений ад-
сорбцией сероводорода, который мешает дальнейшим превращениям: 

 

H2S + ZnO = ZnS + H2O. 
 

2. Конверсия метана с водяным паром. Природный газ (CH4) и во-
да являются сырьём для получения одного из компонентов для синтеза 
аммиака – водорода H2. В этом превращении протекают одновременно 
две реакции: 

 

CH4 + H2O = CO + 3H2;   СO + H2O = CO2 + H2. 
 

3. Конверсия оксида углерода с водяным паром (в предыдущем 
процессе оксид углерода СO не полностью превращается в CO2 из-за 
равновесных ограничений): 
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CO + H2O = CO2 + H2. 
 

В результате этого процесса достигается максимально возможное 
извлечение водорода из исходного сырья – метана CH4 и воды. 

4. Получение азота N2 – второго исходного компонента для син-
теза аммиака. В современных схемах его получают из воздуха «выжи-
ганием» из него кислорода: 

 

3O2 + 2CH4 = 2CO + 4H2O. 
 

Это наиболее простой способ освободить азот воздуха от кисло-
рода, тем более что сжигание части природного газа всё равно необхо-
димо для обеспечения теплом всего процесса. Продукты горения – CO 
и H2O – участники получения водорода. 

5. Абсорбция диоксида углерода – удаление CO2, образовавшего-
ся при получении водорода. Его поглощают раствором моноэтанола-
мина: 

СO2 + 2RNH2 + H2O = (RNH3)2CO3. 
 

6. Очистка газа от оксида углерода CO. После конверсии CO не-
большое количество CO остаётся, и он мешает дальнейшим превраще-
ниям. Освобождаются от него путём превращения в метан: 

 

CO + 3H2 = CH4 + H2O. 
 

7. Синтез аммиака (после всех стадий получена чистая азотоводо-
родная смесь; примесь CH4, полученная в предыдущей стадии, мала): 

 

3H2 + N2 = 2NH3. 
 

Химическая и операционная схемы дают первое описание и пред-
ставление о производстве и его основных стадиях. Для дальнейшего 
рассмотрения БТС удобнее использовать графические модели. 

Функциональная модель (эскизная схема) строится на основе  
химической и операционной и наглядно отражает основные стадии 
биотехнологического процесса и их взаимосвязи. На эскизной техно-
логической схеме стадии БТП изображаются прямоугольниками с их 
наименованиями, а также с указанием выходов по ним и условий осу-
ществления процессов (температуры, давления, pH-сред и т.д.; связи  
(материальные потоки) изображают сплошными линиями со стрелками. 

На рисунке 2.3 показана функциональная схема бактериального 
выщелачивания металлов из руд.  

Руду перед началом производства измельчают, затем смешивают 
с раствором минеральных солей, и под воздействием микроорганизмов 
Thyobacillus ferrooxidans происходит переход ионов металла из руды в 
раствор. Далее суспензия отстаивается, твёрдая фаза возвращается на 
стадию выщелачивания, а жидкая фаза поступает на стадию биоокис- 
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Рис. 2.3. Эскизная схема процесса бактериального выщелачивания  
металлов из руд 

 
ления и регенерации клеток. Здесь двухвалентное железо под действием 
кислорода воздуха и бактерий превращается в трёхвалентное, а количе-
ство микроорганизмов возрастает. Далее раствор подвергается отстаи-
ванию. При этом образовавшийся осадок, содержащий уже малые кон-
центрации металла, поступает в отвал. Жидкий раствор с регенериро-
ванным трёхвалентным железом и ионами цветных металлов частично 
возвращается в биореактор, а частично идёт на стадию выделения.  

Руководствуясь эскизной технологической схемой, приступают к 
составлению и расчёту уравнений материального и теплового балансов 
для всего производства. Расчёт материальных балансов стадий, свя-
занных с биохимическими превращениями, проводят на основании 
стехиометрических уравнений реакции. Исходными данными для про-
ведения расчёта являются: эскизная технологическая схема биохими-
ческого производства с указанием основных и побочных реакций; сте-
пень превращения сырья (выход целевого продукта); состав исходных 
веществ и состав реакционной массы, поступающей с предыдущей 
стадии; данные регламента о соотношении реагирующих веществ для 
стадий, связанных с химическими превращениями, и состав получае-
мых потоков для стадий фильтрации, сушки, ректификации и т.д. 

Технологическая модель (принципиальная технологическая схема) 
отображает элементы БТС, порядок их соединения и последователь-
ность осуществляемых в них типовых процессов и технологических 
операций. Принципиальную технологическую схему разрабатывают 
биотехнологи и специалисты по автоматизации на основе функцио-
нальной эскизной схемы и чертежей общего вида выбранного обору-
дования. При этом описываются способы доставки сырья в цех и от-
грузки готовой продукции, обезвреживания и удаления отходов произ-
водства, обеспечения экологической безопасности и охраны труда, 
автоматизации производства. 
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Предварительный вариант технологической схемы вычерчивают с 
соблюдением определённых правил [7]. Аппараты можно изображать 
без соблюдения масштаба, но с учётом соотношения размеров. Обяза-
тельным является распределение их по высотным отметкам. Каждый 
аппарат изображается упрощённо в виде эскиза, отражающего его 
принципиальное устройство. Связи изображают обычно линиями со 
стрелками. Расположение аппаратов соответствует их примерной рас-
становке в цехе. На технологической схеме могут быть приведены 
данные о технологических параметрах процесса. Приборы и средства 
автоматизации, электрические, вычислительные и микропроцессорные 
устройства на принципиальной технологической схеме показывают в 
соответствии с ГОСТ 21.404–85. 

Математическая модель. Приведённые выше модели (описания, 
схемы) дают общее представление о БТС. Для количественных выво-
дов о её функционировании необходимо построить математическую 
модель. Математическая модель процесса в элементе устанавливает 
связь параметров выходящих потоков yk из k-го элемента и входящих в 
него xk. Переменные состояния потока – это его величина, состав (кон-
центрации), температура, давление, теплосодержание и другие пара-
метры. На состояние потока на выходе могут влиять некоторые вход-
ные (управляющие) переменные uk, с помощью которых управляют 
процессом. В общем случае можно записать 

 

yk = F(xk, uk, k = 1, 2, 3, …).                             (2.1) 
 

Уравнения (2.1) – математические модели реактора, абсорбера, 
компрессора и других аппаратов и машин БТС. 

Связи в БТС определяют, из какого элемента в какой передаётся 
поток. Поскольку передача потока происходит без его изменения,  
то уравнения связи в общем виде выглядят так: 

 

xk = αl – k yl,                                            (2.2) 
 

где αl – k  = 1 для потока, выходящего из l-го элемента и входящего в  
k-й элемент; αl – k  = 0, если между элементами l и k нет связи.  

Система уравнений (2.1), (2.2) довольно громоздка и решается, 
как правило, численными методами. 

Экспериментальное исследование. При проектировании БТП 
обычно используются опытные данные: это могут быть результаты 
специально выполненных исследований, сведения, собранные при 
изучении работы действующих установок, или информация, получен-
ная из литературных источников. Часто предварительный выбор био-
технологической концепции метода производства основывается на 
результатах собственных исследований.  
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После предварительного анализа возможных вариантов концеп-
ции выбирается наиболее прогрессивный из них и проводятся иссле-
дования с целью экспериментальной проверки концепции и определе-
ния оптимальных условий осуществления процесса. При этом плани-
рование эксперимента должно отвечать следующим требованиям. 

1. Эксперимент необходимо ставить так, чтобы полученные дан-
ные можно было обобщить, т.е. выводы из опыта распространить на 
условия, в которых будет проводиться промышленный процесс. 

2. Следует изучить влияние изменения тех параметров, которые 
существенным образом воздействуют на ход процесса, но уменьшить 
при этом число исследуемых параметров до возможного минимума. 

3. План эксперимента должен быть составлен так, чтобы можно 
было получить нужную информацию, проводя минимально необходи-
мое число опытов. 

4. Результаты опытов следует подвергнуть критической оценке и 
представить в виде, удобном для их использования при проектировании.  

Первые два указанных требования можно удовлетворить с помо-
щью теории подобия. Для выполнения третьего требования нужно ис-
пользовать статистические методы планирования эксперимента. При-
менение различных математических методов для вычисления ошибок 
эксперимента, составления диаграмм и номограмм, обобщения резуль-
татов в виде уравнений (в том числе критериальных, полученных на 
основе теории подобия) обусловлено четвёртым требованием.  

Как уже упоминалось, исследование должно проводиться так, 
чтобы можно было получить требуемую (достаточно представитель-
ную) информацию, выполнив как можно меньшее число соответст-
вующим образом запланированных опытов. Результаты этих экспери-
ментов могут стать основой для решения интересующей нас техноло-
гической задачи. Обычно мы стремимся найти оптимальное решение 
и, следовательно, определить значения независимых параметров про-
цесса (например, температуры, давления, концентрации), при которых 
зависимая переменная (например, выход целевого продукта, произво-
дительность, потери и т.д.) имеет оптимальное (максимальное или ми-
нимальное) значение. 

Полное изучение процесса достигается редко. Оно основывается 
на нахождении системы уравнений, описывающих зависимости инте-
ресующих нас зависимых переменных от изменений независимых пе-
ременных. Проведение систематических исследований, называемых 
также однофакторными, с целью полного изучения процесса, в кото-
ром зависимая переменная  y  является функцией независимых пере-
менных x1, x2, ..., xn 
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реализуется таким образом, что исследуется ряд зависимостей с по-
очерёдным сохранением постоянных значений всех независимых пе-
ременных за исключением одной. Например, когда имеются только 
две независимые переменные x1 и x2, то принимая, что обеим незави-
симым переменным задаётся одинаковое число m значений, сначала 
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постоянные, m – число различных значений, заданных независимым 
переменным. 

Предположим, что искомое значение y в рассматриваемом случае 
лежит на поверхности геометрической фигуры, показанной на рис. 2.4, 
и мы находим форму кривых пересечения этой поверхности плоско-
стями, перпендикулярными плоскости x1, x2 и параллельными либо 
плоскости x1, y (рис. 2.4, а) либо плоскости x2, y (рис. 2.4, б). Чем де-
тальней нам нужно изучить зависимость ),( 21 xxfy = , тем больше се-
чений m необходимо исследовать и тем больше будет число необхо-
димых измерений. 

Обычно только на основе многочисленных измерений можно при 
систематическом исследовании установить физико-химический закон, 
описывающий зависимость переменной y от независимых переменных 
x1, x2, x3, ... и являющийся результатом достаточно полного изучения 
исследуемого процесса. 

Может случиться, что даже собранный обширный численный ма-
териал недостаточен для определения закона, которому подчиняется 
ход явления (например, часто не удаётся точно установить кинетиче-
ское уравнение сложного биохимического превращения). В этих слу-
чаях мы вынуждены аппроксимировать исследуемую зависимость эм-
пирическим уравнением в виде, например полинома  
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где n – число независимых переменных. 
Чем больше число измерений x, тем с большей точностью нахо-

дятся значения постоянных коэффициентов b0, bi, bij, bii. Чем больше 
членов полинома принимается во внимание, тем точнее уравнение 
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а)         б) 

 

Рис. 2.4. Исследование зависимости ),( 21 xxfy = :  

a – ),( )(
221
mxxxfy ==  (кривая на плоскости x1, y);  

б – ),( 2
)(

11 xxxfy m==  (кривая на плоскости x2, y) 

 
описывает исследуемое явление. Часто в технических исследованиях 
достаточно изучить небольшую область изменения y и использовать 
полиномиальное уравнение с двумя первыми членами (линейная ап-
проксимация) или с тремя (неполное квадратное уравнение). 

Вследствие больших затрат труда и времени на полное система-
тическое изучение процесса инженер чаще всего довольствуется вы-
борочным исследованием и, следуя интуиции, ведёт эксперимент в тех 
областях, где надеется отыскать оптимальное решение. 

Математическая теория планирования эксперимента даёт воз-
можность избежать излишне длительных и дорогостоящих системати-
ческих исследований и составить план решения задачи при минималь-
но необходимом числе опытов [8].  

 
2.4. СОСТОЯНИЕ БИОТЕХНОЛОГИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

 

Чтобы судить о свойствах БТС, показателях её функционирова-
ния, эффективности управления процессами в ней, необходимо опре-
делить состояние БТС. 

Состояние или режим БТС определяется переменными состоя-
ния потоков (связей) и состоянием аппаратов (элементов). Переменные 
состояния потоков – химические, физико-химические и физические 
данные о потоке. К ним относятся переменные состояния – расход по-
тока, фазовый состав, химический состав, температура, давление, теп-
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лосодержание и физические свойства – теплоёмкость, плотность, вяз-
кость и др. 

Свойства потока могут быть определены из переменных его со-
стояния и свойств индивидуальных компонентов. 

Для каждой цели исследования и вида БТП (подсистемы) необхо-
димо использовать не все данные. Если представляет интерес распре-
деление веществ в системе, то достаточно определить величину пото-
ков, их химический состав и, возможно, фазовый состав, давление. 
Энергетические потери в БТС будут зависеть от величины потоков и 
скорости их движения, давления, плотности, вязкости и, очевидно, 
теплосодержания. 

Состояние элемента (аппарата, машины, агрегата) включает дан-
ные, от которых зависит изменение в элементе переменных состояния 
потока. Это могут быть управляющие воздействия или изменяющиеся 
в процессе эксплуатации характеристики аппарата и условия осущест-
вления процесса в нём, например изменение условий осуществления 
процесса в реакторе вследствие дезактивации катализатора или в теп-
лообменнике из-за загрязнения его поверхности. 

Управляющие воздействия входят в описание элемента, их влия-
ние на процесс в аппарате (элементе) проявляется при анализе БТС как 
эффект преобразования в элементе входящего в него потока в выхо-
дящий. 

Расчёт БТС – определение переменных состояния потоков в БТС 
заданной структуры и заданного состояния её элементов. Очевидно, 
что при любых изменениях состояния потоков в элементе БТС, её под-
системе или БТС в целом должны соблюдаться законы сохранения 
массы и энергии.  

Пусть имеется БТС, состоящая из теплообменника, биореактора и 
системы разделения (рис. 2.5) [3]. 

В ней пунктирными линиями окружены один элемент – реактор (I), 
подсистема – реактор с теплообменником (II) и вся БТС (III). В каж-
дую из этих «оболочек» какие-то потоки входят и какие-то выходят. 
Внутри каждой оболочки происходят изменения входящих потоков в 
выходящие. Фактически каждая «оболочка» есть подсистема БТС.  
В соответствии с законами сохранения массы и энергии в стационар-
ном состоянии должны соблюдаться соотношения для подсистем:  
 

для всех потоков – ∑∑ =
j

j
j

j GG вых,вх, ; 

 

для i-го компонента – ∑∑∑ =+
j

ij
k

ik
j

ij GGG вых,ист,вх, ; 
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Рис. 2.5. Функциональная модель БТС: 
Т – теплообменник; Р – реактор; Д – система разделения 

 

для тепловой энергии – ∑∑∑ =+
j

j
k

k
j

j QQQ вых,ист,вх, , 

 

где вых,вх, , jj GG  – массы j-го входящего в «оболочку» и выходящего 

из неё потоков; вых,вх, , ijij GG  – массы i-го компонента в j-м входящем 

и выходящем потоках; ист,ikG  – источник i-го компонента внутри 

«оболочки» в основном вследствие биохимических превращений, ко-
торых может быть несколько (k – номер источника), для образующих-
ся веществ 0ист, >ikG , для исчезающих – 0ист, <ikG , для нереаги-

рующих – 0ист, =ikG ; вх,jQ , вых,jQ  – теплосодержание j-х входящего  
 

и выходящего потоков; ист,kQ  – источники теплоты внутри «оболоч-

ки», которыми могут быть химическая реакция, фазовые превращения, 
изменение импульса потока (сжатие, расширение). 

В самом общем виде уравнения материального и теплового ба-
лансов выглядят следующим образом: 
 

∑∑∑ +−= иствыхвх MMM
dt

dM
;   ∑∑∑ +−= иствыхвх QQQ

dt

dQ
, 

 

где 
dt

dM
 и 

dt

dQ
 – накопление вещества и теплоты в выделенном эле-

ментарном объёме. 
Для многофазных процессов уравнения составляют для каждой 

фазы и учитывают массо- и теплообмен между ними. 
Поскольку состояния потоков меняются в элементах, рассмотрим 

различные типы элементов и составление для них материального ба-
ланса между входными и выходными потоками. 

Элемент без химических и фазовых превращений (теплообменник, 
насос, дробилка). Естественно, что ни величина потока, проходящего 
через такой элемент, ни количество компонентов в потоке меняться не 
будут, и вых,вх,выхвх , ii GGGG == . 
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Смеситель объединяет два потока: 
 

выхвх2,вх1, GGG =+ ;   вых,вх2,вх1, iii GGG =+ , 
 

здесь индексы «1» и «2» относятся к двум входным потокам, индекс i – 
к i-му компоненту потока. Обозначим gi, gi1 и gi2 – массовые концен-
трации i-го компонента соответственно в смешанном и в двух входя-
щих в смеситель потоках: 
 

вх,1

вх,1
1 G

G
g i

i = ;   
вх,2

вх,2
2 G

G
g i

i = ;  
вх,2вх,1

вх,2вх,1

вых

вых,

GG

GG

G

G
g iii

i +
+

== . 

 

Определив соотношение величин смешиваемых потоков 

вх,2

вх,1

G

G
=α , преобразуем последнее равенство  

1

//

1/

// вх,2вх,2вх,2вх,1

вх,2вх,

вх,2вх,2вх,2вх,1

+α
+α

=
+

+
=

GGGG

GG

GGGG
g ii

i

ii
i  

 

и получим связь весовых концентраций i-го вещества в смешиваемых 
(gi1 и gi2) и выходящем (gi) потоках:  

 

)1/()( 21 +α+α= iii ggg . 
 

Из последнего уравнения можно получить соотношения, в кото-
рых надо смешать два потока, чтобы получить заданную концентра-
цию gi: 

)/()( 12 iiii gggg −−=α . 
 

Последние выражения позволяют решать задачи, часто встре-
чающиеся в практике расчёта БТС. Имеется некоторый поток G1, вх с 
концентрацией i-го компонента gi1. Необходимо получить поток с кон-
центрацией этого компонента gi. Сколько надо добавлять другого по-
тока G2, вх с концентрацией этого компонента в нём gi2? Или с какой 
концентрацией gi2 надо добавлять второй поток, чтобы образующийся 
поток был определённой величины Gвых? 

Делитель простой разделяет поток на два. Полагаем, что один  
из выходящих из делителя потоков (пусть это будет 1-й) составляет 
долю α входного потока: 

 

G1, вых = αGвх;   G2, вых = (1 – α)Gвх. 
 

Соответственно, разделятся по потокам все компоненты: 
 

Gi1, вых = αGi, вх;   Gi2, вых = (1 – α)Gi, вх. 
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Реакционный элемент (биореактор или ферментер, реакторный 
узел), в котором протекают процессы микробиологического синтеза. 
Биохимический реактор-ферментер является основным аппаратом в лю-
бом биотехнологическом процессе, поэтому его работа в значительной 
степени определяет экономическую эффективность производства. 

 
Стехиометрия биохимических превращений 

 

В химии вещества вступают во взаимодействие в определённых 
соотношениях, которые находят отражение в химических уравнениях. 
Из них определяют изменение состава реагирующей смеси при проте-
кании реакции, т.е. результат химического превращения. Стехиомет-
рические уравнения показывают, в каких соотношениях вещества 
вступают в химическое взаимодействие. Так, в результате взаимодей-
ствия реагентов А и В получаются продукты С и D и выделяется тепло 
∆h, то можно записать с помощью стехиометрических коэффициентов 
νA, νB, νC, νD следующее стехиометрическое уравнение: 

 

νAA + νBB = νCC + νDD + νh∆h. 
 

Как известно, стехиометрические коэффициенты подбирают та-
ким образом, чтобы выразить фундаментальный закон природы – за-
кон сохранения материи. Количество атомов любого элемента, входя-
щего в составы веществ А, В, С, D, не должно изменяться в процессе 
превращения веществ. 

В биологии также действует закон сохранения материи. В ходе 
биологических превращений в клетке перегруппировываются атомы 
углерода, азота, фосфора, водорода, кислорода и других жизненно 
важных химических элементов. Но общее количество каждого из этих 
элементов, включённое в структуры клетки, в точности равно количе-
ству, взятому клеткой из питательной среды. 

Процессы ферментации можно представить как систему, в кото-
рой происходит преобразование исходных реагентов (субстратов) в 
продукты (клетки и продукты метаболизма). В аэробных процессах в 
число субстратов входит кислород O2, а в число продуктов – диоксид 
углерода CO2. Другие субстраты и продукты в разных процессах раз-
личные, но стехиометрические соотношения между ними должны со-
блюдаться. 

По аналогии со стехиометрией в химии можно записать стехио-
метрическое уравнение для микробиологического процесса [1]: 

 

νC [углеродный субстрат] + νN [азотный субстрат] + νФ [фосфорный  
субстрат] + 

2Oν  [O2] +... = νХ [биомасса] + νР [продукт метаболизма] + 

2COν  [CO2] + ... + OH2
ν  [Н2О] + νh∆h [азотный субстрат].     (2.3) 
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Разница между «истинной» стехиометрией и микробиологической 
в том, что наряду с веществами, имеющими определённую химическую 
формулу, в неё входит биомасса, состоящая из множества индивидуаль-
ных веществ – белков, нуклеиновых кислот, липидов и т.д, многие из 
которых даже не идентифицированы. Все эти вещества записывают це-
лой совокупностью, «связкой». Отсюда следует, что какой-то сущест-
вующей в природе истинной формулы биомассы нет, а состав биомассы 
микроорганизмов различных классов не очень-то и различается. Инте-
ресно, что «молекулярная масса» для каждой из этих формул будет 100 
или около того (неучтённой золой можно пренебречь). 

В стехиометрических расчётах обычно пренебрегают элементами, 
составляющими малую часть состава биомассы. В формуле отбрасы-
вают, таким образом, фосфор и серу, а иногда и азот [1]. 

Часто оказывается удобным принимать такую «молекулярную 
массу», чтобы в ней оказался один атом (грамм-атом) углерода.  
Для этого в ранее вычисленных формулах биомассы достаточно все 
индексы при атомах разделить на индекс при атоме углерода. Такой 
условный моль, приведённый к атому углерода, называют С-моль.  
Для «усреднённой биомассы» часто используется формула, предло-
женная Стоутхамером для С-моля: 

 

CH1,8O0,5N0,2. 
 

Из-за простоты эту формулу часто применяют в расчётах. Рассчи-
таем «молекулярную массу» С-моля: 

 

M = 1·12 + 1,8·1 + 0,5·16 + 0,2·14 = 24,6. 
 

Имея теперь брутто – формулу биомассы, можно проводить и 
стехиометрические расчёты, как в химических уравнениях. 

 
Расчёт стехиометрического выхода на углеродный субстрат 

 

Обычно наибольший интерес с учётом выхода составляет самый 
дорогой субстрат – углеродный. В качестве углеродного субстрата 
могут использоваться разные вещества: глюкоза, крахмал, этанол, ме-
танол, парафины нефти, метан и др. Эти вещества можно также пере-
считать на С-моль. Например, для глюкозы с формулой С6Н12О6  
С-моль будет иметь формулу CH2O, для крахмала с формулой 
(С6Н12О6)n вид C-моля не изменится. Вот почему эти вещества опреде-
ляются словом «углеводы». Рассчитав молекулярную массу С-моля 
субстрата и сравнив её с массой С-моля биомассы, можно найти теоре-
тический выход биомассы, если весь углерод субстрата перейдёт в 
углерод биомассы (табл. 2.1). 
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2.1. Расчёт теоретического выхода биомассы  
для разных субстратов [1] 

 

Субстрат 
Химиче-
ская 

формула 

Молеку-
лярная 
масса 

субстрата 

Молеку-
лярная 
масса  
С-моля 

субстрата 

Стехио-
метриче-
ский вы-
ход био-
массы 

Фактиче-
ски изме-
ренный 
выход 
биомас-
сы, г/г 

Глюкоза C6H12OH 180 30 0,82 0,5 

Крахмал (C6H12O6)n 180n 30 0,82 0,5 

Целлюлоза (C6H12O6)n 180n 30 0,82 0,5 

Этанол C2H5OH 46 23 1,07 0,75 

Метанол CH3OH 32 32 0,77 0,5 

Парафины  
(н-Алканы) 

(CH2)nH2 14n + 2 ~14 ~1,76 1,0 

Метан CH4 16 16 1,54 0,62 

 
Из таблицы 2.1 следует, что различные субстраты дают различ-

ный стехиометрический выход по биомассе. Последний столбец таб-
лицы включает в себя данные о фактически измеренном выходе био-
массы в реальных микробиологических процессах, проведённых с ис-
пользованием указанных в таблице субстратах. Из сравнения теорети-
ческого (стехиометрического) и фактического выходов видно, что тен-
денция прослеживается: максимальный выход – на парафинах, мини-
мальный – на углеводах. При этом фактический выход гораздо ниже 
теоретического. 

Чтобы как-то объяснить эти расхождения, ввели понятие «энерге-
тический выход» биомассы. Это понятие базируется на том, что в каж-
дом субстрате заключена энергия, которая зависит от степени восста-
новленности субстрата, которую легко подсчитать по известной фор-
муле вещества. При этом, как и в биомассе, учитывают основные эле-
менты – углерод, кислород и азот. Обобщённая формула субстрата – 
CmHnOpNq. 

Степень восстановленности зависит от числа так называемых «дос-
тупных электронов», или «редоксонов». Установлено, что один атом 
углерода имеет четыре доступных электрона, один атом водорода – 
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один доступный электрон. Кислород доступных электронов не имеет,  
а наоборот, как бы забирает на себя два электрона, т.е. имеет отрица-
тельное число (–2) доступных электронов. То же и с азотом, который 
забирает три доступных электрона. 

Итак, для обобщённой формулы субстрата CmHnOpNq степень вос-
становленности рассчитывают по формуле 

 

γS = 4m + n – 2p – 3q . 
 

Рассмотрим примеры: 
Метан (CH4) – γS = 1·4 + 4 = 8. 
Гексан (C6H14) – γS = 4·6 + 14 = 38. 
Метанол (CH3OH) – γS = 4·1 + 4 – 2·1 = 6. 
Глюкоза (C6H12O6) – γS = 4·6 + 12 – 2·6 = 24. 
Этанол (C2H5OH) – γS = 4n + 2n +2 = 6n + 2 = 32. 
н-Алканы (CH2)nH2 –  γS = 4·n + 4 = 8. 
Щавелевая кислота (H2C2O4) – γS = 4·2 + 2 – 2·4 = 2. 
Степень восстановленности различна прежде всего из-за разного 

числа углеродных атомов, а также и их соотношения с другими атома-
ми (кислорода, азота, водорода). Для субстратов, как и для биомассы, 
можно ввести понятие С-моля и пересчитать для таких С-молей сте-
пень восстановленности. Это позволит сравнивать между собой раз-
личные субстраты. 

Биомасса, как и другие вещества, согласно «формуле» может быть 
оценена по степени восстановленности (γХ). Биомасса CH1,8O0,5N0,2: 

 

γХ = 4·1 + 1,8 – 2·0,5 – 3·0,2 = 4,2. 
 

Ерошкиным В. К. введено понятие «энергетический выход био-
массы», представляющий собой отношение энергии в субстрате к 
энергии, заключённой в биомассе: 

 

XS γγ=η / . 
 

Величина η показывает, какое количество С-молей биомассы 
можно получить из одного С-моля субстрата исходя из соотношения 
энергий. 

Примеры: 
Метан (CH4) – η = 8,0/4,2 = 1,9 C-моль биомассы / С-моль суб-

страта. 
Гексан (C6H14) – η = 6,3/4,2 = 1,5 C-моль биомассы / С-моль суб-

страта. 
Метанол (CH3OH) – η = 6,0/4,2 = 1,43 C-моль биомассы / С-моль 

субстрата. 
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Глюкоза (C6H12O6) – η = 4,0/4,2 = 0,95 C-моль биомассы / С-моль 
субстрата. 

Этанол (C2H5OH) – η = 6,0/4,2 = 1,43 C-моль биомассы / С-моль 
субстрата. 

н-Алканы (CH2)nH2 – η = 6,0/4,2 = 1,43 C-моль биомассы / С-моль 
субстрата. 

Щавелевая кислота (H2C2O4) – η = 1,0/4,2 = 0,24 C-моль биомассы / 
С-моль субстрата. 

В формуле для η выход выражен в С-молях биомассы на С-моль 
субстрата. От него можно перейти к обычному массовому выходу: 

 

S

X
XS M

M
Y η= , 

 

где MX и MS – молекулярные массы С-молей биомассы и субстрата 
соответственно. 

Примеры: 
Метан (CH4) – YXS = 1,9/(24,6/16) = 2,92 г биомассы / г субстрата. 
Гексан (C6H14) – YXS = 1,5/(24,6/14,3) = 1,72 г биомассы / г субстрата. 
Метанол (CH3OH) – YXS = 1,43/(24,6/32) = 1,1 г биомассы / г суб-

страта. 
Глюкоза (C6H12O6) – YXS = 0,95/(24,6/30) = 0,78 г биомассы /  

г субстрата. 
Этанол (C2H5OH) – YXS = 1,43/(24,6/23) = 1,53 г биомассы / г суб-

страта. 
н-Алканы (CH2)nН2 – YXS = 1,43/(24,6/14) = 2,54 г биомассы / г суб-

страта. 
Щавелевая кислота (H2C2O4) – YXS = 0,24/(24,6/45) = 0,13 г био-

массы / г субстрата. 
Если теперь сравнить полученные выходы с фактическими для 

этих субстратов (см. табл. 2.1), то можно убедиться, что только для 
глюкозы энергетический выход биомассы даёт значения чуть ниже 
стехиометрического (0,78 против 0,82), но при этом отличие от факти-
ческого (0,5) все ещё велико. Для других субстратов получается, что 
биомассы может быть даже больше, чем по стехиометрическим расчё-
там, а это противоречит здравому смыслу. Ведь из одного атома угле-
рода не может получиться два, как это предсказывает, например, энер-
гетический выход по метану. 

Таким образом, исходные предпосылки «энергетической» теории 
материального баланса неверны! Они не учитывают того, что в клетке 
одновременно протекают как бы два процесса:  

1) катаболизм – преобразование субстратов в элементарные био-
химические соединения, в том числе и содержащие энергию, которые 
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в дальнейшем используются при биосинтезе. Есть здесь и «отходы» – 
диоксид углерода, тепло – то, что напрямую не идёт для синтеза био-
массы и других продуктов;  

2) анаболизм – построение макромолеклярных соединений (бел-
ков, нуклеиновых кислот, компонентов клеточной стенки), а также 
продуктов метаболизма с использованием универсальных биохимиче-
ских «кирпичей». 

При катаболизме энергия выделяется, при анаболизме – расходу-
ется. Затраты энергии (да и материи – молекул, атомов) на анаболизм 
никогда не бывают равны разности энергетических уровней исходных 
и конечных веществ. Прежде всего это вытекает из второго закона 
термодинамики (нужна энергия для на осуществление биохимических 
превращений). С другой стороны, биохимические механизмы не иде-
альны, часть энергии и вещества расходуется на побочные продукты и 
тепло. Эти потери вещества учитываются реальными стехиометриче-
скими (экономическими) коэффициентами, которые как раз и опреде-
ляются из эксперимента – сравнением кривых изменения концентра-
ции биомассы, субстрата и продуктов. 

При этом общее стехиометрическое соотношение для объединён-
ного процесса, включающего катаболизм и анаболизм, может быть 
записано в виде [1] 

 

Sν S + 
2Oν [O2] + Nν [NH3] → X + νР[P] + 

2COν [CO2] + OH2
ν [Н2О], 

(2.4) 
 

здесь биомасса выражена в С-молях, а субстрат – в обычных молях. 
Другое соображение, поясняющее различия между стехиометриче-

ским и фактическим выходом биомассы, заключается в следующем.  
В ходе культивирования наряду с «конструктивными» биохимическими 
превращениями (образование биомассы и различных продуктов метабо-
лизма) протекают также биохимические процессы, которые в совокуп-
ности можно назвать «поддержанием жизнедеятельности» микроорга-
низмов. При этом происходит синтез клеточных компонентов, которые 
естественным образом деградируют, и для сохранения жизнеспособно-
сти клеток нужна их «репарация». В принципе мы можем так подавать 
субстрат, чтобы его хватало на поддержание жизнедеятельности, а новая 
биомасса микроорганизмов и продукты метаболизма при этом не обра-
зовывались. Ясно, что в таких процессах выход биомассы YXS = 0. И он 
(то, что в табл. 2.1 определено как фактический выход) не является по-
стоянным и зависит от условий и скорости роста биомассы. Представ-
ленные цифры характеризуют максимально достигнутый выход, но и он 
далёк от стехиометрического, потому что затраты субстрата на поддер-
жание жизнедеятельности существуют всегда.  
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Рассмотрим теперь вопрос о нахождении стехиометрических ко-
эффициентов, указанных в объединённом стехиометрическом уравне-
нии (2.4) [1]:  

 

Sν S + 
2Oν [O2] + Nν [NH3] → X + νР[P] + 

2COν [CO2] + OH2
ν [Н2О], 

 

если известны из эксперимента фактические данные по потреблению 
субстрата и образованию продуктов биохимического взаимодействия. 
Необходимо знать по меньшей мере количество израсходованного 
субстрата (в реальных мерах – граммы, килограммы и т.д.) и соответ-
ствующие данные по количеству образовавшейся биомассы микроор-
ганизмов или продукта метаболизма – соответственно GS, GX и GP  
(в пересчёте на весь аппарат), или для периодического процесса при-
ращения их концентраций – соответственно ∆S, ∆X и ∆P. 

Разделив эти величины на молекулярные массы соответственно 
субстрата, биомассы или продукта, получаем для этих веществ коли-
чества г молей (или кг молей), которые и являются основой для после-
дующих стехиометрических расчётов. 

Первый из этих расчётов – приведение всех количеств к одному 
С-молю биомассы. Мы уже упоминали, что все стехиометрические 
коэффициенты можно умножать или делить на одно и то же число. 
Поэтому условимся находить такие стехиометрические коэффициен-
ты, которые дают стехиометрический коэффициент при биомассе (вы-
раженной в С-молях), равный 1, как это записано в уравнении (2.4): 

 

νS S + 
2Oν [O2] + Nν [NH3] → X + νР[P] + 

2COν [CO2] + OH2
ν [Н2О]. 

 

Таким образом, сразу находим νS и νP. 
Для определения коэффициентов по другим веществам (O2, CO2, 

NH3 и H2O) необходимо составить и решить систему уравнений эл-
ментного баланса, имея в виду, что каждое вещество (субстрат, био-
масса, продукт, вода, кислород, диоксид углерода) может быть описа-
но общей элементной формулой CmHnOpNq. 

При этом индексы в формуле субстрата будем обозначать как mS, 
nS, pS, qS, а в формуле продукта – соответственно mP, nP, pP, qP.  
Для биомассы соответствующие индексы mX = 1; nX = 1,8; pX = 0,5;  
qX = 0,2. 

Тогда уравнение баланса по углероду можно записать следующим 
образом: 

2CO1 vmvmv PPSS ++= . 
 

То же для водорода: 
 

28,13 OHNH 23
⋅++=⋅+ vnvvnv PPSS . 



46 

Уравнение баланса по кислороду: 
 

125,02 OHCOO 222
⋅+⋅++=⋅+ vvpvvpv PPSS . 

 

Уравнение баланса по азоту: 
 

PPSS qvvqv +=+ 2,0
3NH . 

 

Решение составленной системы уравнений позволит найти все 
стехиометрические коэффициенты для данного процесса ферментации. 

Пример. Процесс производства лимонной кислоты. Известно,  
что в процессе ферментации на 1 кг потреблённой сахарозы получает-
ся 0,6 кг лимонной кислоты и 0,3 кг сухой биомассы. 

Рассчитаем стехиометрические коэффициенты уравнения (2.4) 
 

νS S + 
2Oν [O2] + Nν [NH3] → X + νР[P] + 

2COν [CO2] + OH2
ν [Н2О]. 

 

Переведём все величины в г/моли соответствующих веществ. 
Молекулярная масса сахарозы (C12H22O11) равна 342, лимонной 

кислоты (C6H8O7) – 192, С-моля биомассы – 24,6. Отсюда получаем в 
молях: 

]OHC[
г192

г600
][

г24,6

г300
]OHC[

г342

г1000
786112212 +→ X ; 

 

]OHC[125,3][2,12]OHC[92,2 786112212 +→ X . 
 

Пересчитаем все стехиометрические коэффициенты на С-моль 
биомассы, т.е. разделим обе части равенства на 12,2. Получим 

 

]OHC[26,0][]OHC[24,0 786112212 +→ X . 
 

Иначе говоря, для полного уравнения уже имеем νS = 0,24 и  
νP = 0,26. 

Для нахождения оставшихся коэффициентов записываем систему 
уравнений элементного баланса для данного процесса. 

При этом для субстрата (сахарозы) значения индексов mS = 12,  
nS = 22, pS = 11, qS = 0. 

Для продукта (лимонной кислоты) mP = 6, nP = 8, pP = 7, qP = 0. 
Баланс по углероду (

2CO1 vmvmv PPSS ++= ) 
 

+=⋅ 11224,0
2CO626,0 v+⋅ , откуда получаем 32,0

2CO =v . 
 

Баланс по водороду ( 28,13 OHNH 23
⋅++=⋅+ vnvvnv PPSS ) 

 

OHNH 23
2826,08,132224,0 vv +⋅+=⋅+⋅  или 4,132

32 NHOH =⋅− vv . 
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Баланс по кислороду ( 125,02 OHCOO 222
⋅+⋅++=⋅+ vvpvvpv PPSS ) 

 

OHO 22
32,02726,05,0321124,0 vv +⋅+⋅+=⋅⋅+⋅  или 

32,02 OHO 22
=− vv . 

 

Баланс по азоту ( PPSS qvvqv +=+ 2,0
3NH ) 

 

02,00
3NH +=+ v , откуда =

3NHv 0,2. 
 

Далее из 4,132
32 NHOH =⋅− vv  получаем =OH2

v 1,0, а из 

32,02 OHO 22
=− vv  следует 66,0

2O =v .  

Таким образом, стехиометрическое уравнение для данного про-
цесса можно записать следующим образом: 

 

0,24[C12H22O11] + 0,66[O2] + 0,2[NH3] → 
 

→ CH1,8O0,5N0,2 + 0,32[CO2] + [Н2О]. 
 

То, что в итоговом уравнении большинство коэффициентов ока-
залось меньше единицы, не должно смущать. Главное – полученное 
уравнение даёт чёткую количественную связь между участвующими в 
биохимических превращениях веществами. 

 
Расчёт тепла, выделяемого в биохимическом процессе 

 

В стехиометрическом соотношении (2.4) 
 

νS S + 
2Oν [O2] + Nν [NH3] → X + νР[P] + 

2COν [CO2] + OH2
ν [Н2О], 

 

если провести расчёты степени восстановленности веществ, указанных 
слева (субстратов) и справа (продуктов), часто получается всё же опре-
делённая разница в пользу левой части. Это говорит о том, что энергия в 
субстрате больше энергии, заключённой в биомассе и продуктах мета-
болизма. Именно эта разность энергий и преобразуется в тепловыделе-
ния, имеющие место в ходе микробиологического процесса. 

В биотехнологии определение величины тепловыделений являет-
ся важной задачей, которая нужна для расчёта биореакторов. Это оп-
ределение легко выполнить с помощью сравнения суммарной степени 
восстановленности субстратов, продуктов и образовавшейся биомассы 
с учётом соответствующих стехиометрических коэффициентов. 

Формула для расчёта следующая: 
 

биомассымоль-С
кДж

115
1 1

⋅













γν−γ−γ=∆ ∑ ∑

= =

m

i

n

j
PjXSi ji

vh ,      (2.5) 
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где ∆h – тепловыделение; νi – стехиометрический коэффициент для  
i-го субстрата; νj – стехиометрический коэффициент для j-го продукта; 
m – общее количество субстратов; n – общее количество продуктов 
метаболизма; 

iSγ  – степень восстановленности i-го субстрата; 
iPγ  – 

степень восстановленности j-го продукта; γX – степень восстановлен-
ности биомассы. 

Пример. Производство лимонной кислоты. Определить тепловы-
деление в пересчёте на С-моль биомассы. Подставим в формулу (2.5) 
ранее вычисленные значения νS, γS, νP и γP: 

 

 

=⋅⋅−−⋅=γ−γ−γ=∆ 115)1826,02,44824,0(PPXSS vvh  
 

        = (11,52 – 4,2 – 4,68)·115 = 303,6 кДж/С-моль биомассы. 
 

Чтобы получить количество тепловыделений на 1 кг израсходо-
ванной сахарозы, нужно учесть соотношение стехиометрических ко-
эффициентов. Из стехиометрического уравнения видно, что на 1 кг 
сахарозы получено 12,2 С-молей биомассы. Следовательно, тепловы-
деление составляет 

 

37042,126,303 =⋅=∆h  кДж/кг сахарозы. 
 

Обычная же схема расчёта тепловыделения, принятая в химии, 
включает определение теплот сгорания всех входящих в реакцию ве-
ществ: 














∆ν−∆−∆=∆ ∑ ∑

= =

m

i

n

j
PjXSi ji

hhhvh
1 1

)()( , 

 

где ∆hS, ∆HX, ∆HP – теплота сгорания субстратов, биомассы, продук-
тов; m – общее количество субстратов; n – общее количество продук-
тов метаболизма. 

Для химических соединений (субстрата, продукта) есть данные  
по ∆h в справочниках или их можно определить экспериментально в 
«калориметрической бомбе». Для биомассы такие измерения сделаны: 

 

∆hдрожжей = 20,4 кДж/г биомассы; 
 

∆hбактерий = 21,0 кДж/г биомассы. 
 

Стоит запомнить также теплоты сгорания для протеина (13,5 кДж/г), 
моносахаров – 15,7 кДж/г, дисахаров – 16,5 кДж/г, глицерина –  
18,1 кДж/г. В среднем для биомассы принимают 22,0 кДж/г. 

И ещё один способ расчёта теплового эффекта. Если известно ко-
личество кислорода, израсходованного на окисление субстрата, то те-
пловыделение можно определить по формуле 
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кДж460
2O ⋅∆=∆ Gh , 

 

где 
2OG∆  – количество израсходованного кислорода, г моль O2. 

Как известно, в 1 г моле O2 содержится 2 г атома кислорода, сле-
довательно, это соответствует степени восстановленности, а точнее,  
степени окисленности γS = –4. Отсюда 460 = 4·115, где 115 – коэффи-
циент в формуле (2.5). 

В данном примере мы можем определить 
2OG∆  из найденных 

ранее стехиометрических коэффициентов. Интересно рассчитать коли-
чество г молей кислорода, полученное на С-моль биомассы. Оно чис-
ленно равно стехиометрическому коэффициенту в итоговом уравнении  

 

0,24[C12H22O11] + 0,66[O2] + 0,2[NH3] →  
 

→ CH1,8O0,5N0,2 + 0,32[CO2] + [Н2О], 
 

т.е. 0,66 молей O2 на 1 г моль биомассы. Тогда из формулы 
кДж460

2O ⋅∆=∆ Gh  получим: 6,30346066,0 =⋅=∆h  кДж/С – моль 

биомассы. 
Таким образом, расчёт по обеим формулам (2.5) и 

кДж460
2O ⋅∆=∆ Gh  даёт одинаковые результаты. Однако использо-

вание последней формулы более предпочтительно в случаях, когда 
легко определяется потребление кислорода культурой. 

 
Стехиометрия химических превращений 

 

В стехиометрическом уравнении соблюдается баланс по химиче-
ским элементам: количества каждого из них во всех исходных вещест-
вах и во всех продуктах равны между собой. Поэтому стехиометриче-
ские уравнения можно рассматривать как алгебраические и предста-
вить в виде 

0=∑i ii Av , 
 

где Ai – наименование веществ (vi – стехиометрический коэффициент  
i-го вещества). 

В формуле 0=∑i ii Av  принято: vi < 0 – для исходных веществ, 

которые расходуются; vi > 0 – для исходных веществ, которые образу-
ются. И можно ввести в уравнение вещество-инерт (не участвующее в 
превращении), для которого vi = 0. 

Из смыслового определения стехиометрического уравнения следует 
 

(N1 – N10)/ν1 = (N2 – N20)/ν2 = … = (Nl – Nl0)/νl = const,           (2.6) 



50 

где N10, N20, …, Nl0 – начальные количества компонентов; N1, N2, …, Nl – 
количества компонентов после превращения; ν1, ν2, …, νl – соответст-
вующие стехиометрические коэффициенты. 

Подчеркнём, что стехиометрические уравнения показывают толь-
ко соотношение количеств реагирующих веществ, но не отвечают дей-
ствительно протекающим взаимодействиям. 

Степень превращения. Соотношение (2.6) связывает между собой 
количества Ni всех реагентов. Конечно, удобнее ввести один показа-
тель, через который можно выразить количества и концентрации всех 
реагентов. Таким показателем является степень превращения x какого-
либо исходного вещества, показывающая, какая доля вещества превра-
тилась. Для вещества A 

xA = (NA0 – NA)/NA0.                                        (2.7) 
 

Используя выражения (2.6) и (2.7), можно определить количество 
любого вещества Ni в реагирующей смеси: 

 

Ni = Ni0 – (νi/νA)NA0xA.                                    (2.7а) 
 

Степень превращения может быть определена для любого исход-
ного реагента, например xB = (NB0 – NB)/NB0. Из уравнения (2.6) и опре-
делений xA и xB получим 

0

0

BB

AA
AB N

N
xx

ν
ν= . 

 

Если исходная реакционная смесь имеет неэквимолярный состав, 
то состав реакционной смеси удобней выражать через степень превра-
щения того вещества, которое в недостатке. Его называют ключевым 
компонентом, когда ключевой компонент превратится полностью, 
другие исходные компоненты ещё остаются. 

Если компонент A участвует в нескольких реакциях, определим 

jAx  – его степень превращения в j-й реакции; уравнение (2.7а) примет 

вид 

AjA
Aj

ij
ii xNNN 00 ν

ν
−= ∑ . 

 

Концентрации компонентов реакционной смеси. Концентрация 
компонента в реакционной смеси ci = Ni/ΣiNi. Общее количество реак-

ционной смеси ΣiNi найдём суммированием выражений (2.7а): 
 

ΣiNi = ΣiNi0 – xAΣi(νi/νA). 
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Рассчитаем начальные концентрации компонентов как ci0 = 

= Ni0/ΣiNi0 и из последнего выражения получим 
 

AAAi

AAAii
i xc

xcc
с

0

00

)/(1

)/(

νν−
νν−= .                               (2.8) 

 

Числитель в уравнении (2.8) отвечает за изменение концентрации 
вследствие превращения веществ, а знаменатель – вследствие измене-
ния объёма реакционной смеси.  

Пример. Конверсия метана с водяным паром описывается уравне-
ниями: 

CH4 + H2O = CO + 3H2;                                 (а) 
 

CO + H2O = CO2 + H2.                                  (б) 
 

Ключевой компонент, который в недостатке, – метан, и использо-
вание его степени превращения в первом уравнении оправдано.  
Во втором уравнении ключевой компонент – CO, но использовать его 
степень превращения невозможно, так как начальная концентрация CO 
равна нулю. Суммирование последних уравнений даёт систему урав-
нений (а) и (б) 

CH4 + 2H2O = CO2 + 4H2.                              (в) 
 

Определим x1 и x2 – степени превращения CH4 по этим уравнени-
ям. Исходная смесь содержит N10 и N20 молей СH4, H2O, H2, CO, CO2, 
(N1, N2, …, N5 соответственно) в реагирующей смеси: 

 

N1 = N10 – N10(x1 + x2);   N2 = N20 – N10x1 – 2N10x2; 
 

N3 = 3N10x1 + 4N10x2;   N4 = N10x1;   N5 = N10x2. 
 

Далее, суммируя все Ni, определим общее число молей ΣiNi, а от-
ношение ci = Ni/ΣiNi есть концентрация каждого компонента. 

Селективность процесса и выход продукта. Превращение исход-
ного вещества в сложной реакции протекает по разным направлениям. 
Не во всех реакциях образуется желаемый продукт, и для сложной ре-
акции вводят кроме степени превращения следующие характеристики 
процесса. 

Селективность процесса показывает, какая доля превратившего-
ся исходного вещества пошла на образование заданного. Пусть пре-
вращение исходного вещества А описано несколькими уравнениями. 
Образование продукта R описано только одним. Стехиометрические 
коэффициенты для А и R – νA и νR. Селективность превращения А и R: 

 

)(

)(

0

0

AAR

RRA
R NN

NN
S

−ν
−ν= .                                       (2.9) 
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Выход продукта показывает, какая доля всего вещества превра-
тилась в заданное. Используя приведённые обозначения, определим  
ER – выход продукта R:  

ER = νA(NR – NR0)/(–νRNA0).                            (2.10) 
 

Из определения степени превращения (2.7) и выражений (2.9), 
(2.10) получим 

ER = SRxA. 
 

Селективность процесса и выход продукта характеризуют эффек-
тивность химического процесса по использованию сырья для получе-
ния нужного продукта. 

 
Макростехиометрические характеристики  

процессов биотехнологии 
 

Простейшей макростехиометрической характеристикой процесса 
ферментации является выход по субстрату, или экономический коэф-
фициент (или коэффициент выхода). Его определяют следующим 
образом: 

Y = Xk / S0, 
 

где Xk – количество биомассы, выросшей за весь цикл ферментации;  
S0 – количество загруженного субстрата.  

Аналогичный коэффициент может быть получен и по продукту 
метаболизма: 

Y = Pk / S0. 
 

Ясно, что обозначения коэффициентов должны различаться, пер-
вый коэффициент будем обозначать как YXS, второй – как YPS. 

Уточним формулы для расчёта введённых коэффициентов. Ясно, 
что в начале процесса присутствует некоторое количество биомассы, 
определяемое её концентрацией X0. Так что прирост её за время фер-
ментации меньше, чем Xk, и равен (Xk – X0). 

В то же время не весь субстрат до конца расходуется за время 
процесса; какая-то часть его, определяемая конечной концентрацией 
Sk, остаётся, так что потребление субстрата будет не S0, а (S0 – Sk). 

Таким образом, сам биологический процесс более правильно ха-
рактеризовать коэффициентом, найденным по формуле 
 










∆
∆=

−
−=

субстратаг
биомассыг

0

0

S

X

SS

XX
Y

k

k
XS . 

 

Аналогичным образом для продукта метаболизма 
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Коэффициенты выхода можно вычислять не только по начальным 
и конечным значениям параметров, но и за любой произвольно взятый 
промежуток времени ∆t, используя для их вычисления соответственно 
этому промежутку определённые значения ∆X, ∆S и ∆P. В этом случае 
получим значения коэффициентов YXS, YPS за данный промежуток вре-
мени ∆t. 

 
Термодинамика химических превращений 

 

Направленность химической реакции. Химический процесс прин-
ципиально осуществим, если реакция протекает с уменьшением химиче-
ского потенциала, который есть изобарный потенциал, или энергия Гиб-
бса, т.е. возможность протекания реакции определяется неравенством 

 

∆GP, T < 0, 
 

где ∆GP, T – изменение энергии Гиббса при превращении исходных 
веществ в продукты. 

Для расчёта ∆GP, T используют следующие данные и соотноше-
ния. В справочной литературе по термодинамике приведены значения 
стандартных энергий Гиббса (∆G298)обр образования веществ при тем-
пературе 298 К. Для химической реакции 

 

( ) iii GG обр
0
298

0
298 ∆νΣ=∆ . 

 

Зависимость Гиббса от температуры определяется соотношением 
 

TTT STHG ∆−∆=∆ 00 , 
 

где ТT SH ∆∆ ,0  – изменения энтальпии и энтропии. 

Зависимость энергии Гиббса от состава реакционной смеси (для 
газовых смесей) рассчитывается по формуле 

 

∆GP, T = 0
TG∆  + RTlnП i

ipν , 
 

где П – знак произведения; pi – парциальные давления компонентов. 
Неравенство ∆GP, T < 0 позволяет определить возможность ис-

пользования процесса для получения желаемого продукта – с этого 
начинают разработку нового способа производства. Другое использо-
вание неравенства – нахождение условий, предотвращающих протека-
ние нежелательных реакций. 
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Пример. При конверсии метана с водяным паром возможно обра-
зование сажи. Одна из вероятных реакций: CO + H2 = C + H2O.  

Из справочных данных и формул получено для этой реакции: 0
TG∆  =  

= –132 + 0,133Т (кДж/моль). 
Конверсия метана в промышленном реакторе протекает вблизи 

равновесия. Соответствующее содержание компонентов, ответствен-
ных за образование сажи (углерода) для исходной смеси с соотноше-
нием пар:метан = 2:1 при температуре 873 К и давлении 0,1 МПа сле-
дующее: ССО = 0,071; 

2НС  = 0,53; ОН2
С  = 0,24. Можно получить такие 

данные и для других температур и начального состава и рассчитать 
для них ∆GP, T  (рис. 2.6). 

При начальном составе пар:газ = 1:1 во всём температурном ин-
тервале ∆GP, T < 0, и потому возможно выделение сажи. Для начальной  
смеси пар:газ = 2:1 в реакторе (при температурах ниже 900 К) возмож-
но сажеобразование. И только при четырехкратном избытке водяного 
пара выделение сажи становится невозможным (∆GP, T > 0). 

Термодинамическая возможность протекания реакции не означа-
ет, что она обязательно должна протекать. Это зависит от скорости 
реакции. Но условия, определяющие принципиальную невозможность 
её протекания, гарантируют, что реакция протекать не будет. 

Тепловой эффект реакции. Другой важной для технологических 
исследований термодинамической величиной является тепловой эф-
фект QP, или изменение энтальпии ∆H реакции. Они противоположны 
по знаку: QP = –∆H. Изменение энтальпии рассчитывается через эн-
тальпии образования веществ, участвующих в реакции. В зависимости 
от знака ∆H или QP реакции могут быть экзо- или эндотермическими: 

 
 

 
 

Рис. 2.6. Зависимость от температуры T энергии Гиббса ∆G  
реакции конверсии метана и реагирующей смеси в конверторе метана (1) 

с начальным соотношением пар: газ = 1:1 (2), 2:1 (3) и 4:1 (4) 
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∆H < 0; QP > 0 – реакция экзотермическая; 
 

∆H > 0; QP < 0 – реакция эндотермическая. 
 

Тепловой эффект реакции входит в запись термохимического 
уравнения: 

νАA + νВB = νСC + νDD + ... +QP. 
 

Величина QP зависит от записи химического уравнения. Напри-
мер, значения QP в уравнениях N2 + 3H2 = 2NH3 и 0,5N2 + 1,5H2 = NH3 
различаются в 2 раза, поскольку различаются стехиометрические ко-
эффициенты. В справочной литературе QP приводят прямо в уравне-
ниях, или указывают изменение энтальпии при превращении 1 моля 
вещества. 

Количество выделившейся (или поглощённой) теплоты h зависит 
от количества превращённого вещества ∆N. Если QP приводят в урав-
нениях, то h = QP∆NA / νA. 

Равновесие. Одними из первых количественных расчётов в хими-
ческой технологии были термодинамические. Они включали опреде-
ление равновесия химически реагирующих систем: это остаётся акту-
альным и сегодня. 

Равновесный состав смеси, реагирующей в соответствии с урав-
нением 

νАA + νВB + … = νRR + νSS + ... , 
 

связан с константой равновесия Kp: 
 

( )
равн

равн

р ∏ ν
νν

νν

=













=

i i
BA

SR i

BA

SR

c
cc

cc
K ,                      (2.11) 

 

где νi – стехиометрические коэффициенты в уравнении химической 
реакции. 

Концентрации ci в уравнении – равновесные. Если реагирующая 
смесь описывается несколькими стехиометрическими уравнениями 
(сложная реакция), то химическое равновесие в такой смеси будет 
представлено таким же числом уравнений вида (2.11).  

Константа равновесия Kp – термодинамическая функция: 
 

р
00 ln KRTSTHG TTT −=∆−∆=∆ . 

 

Она зависит только от температуры. Если реакционная смесь идеальна 
(небольшие температуры и давления, разбавленные растворы), то, ис-
пользуя справочные значения ∆GT, можно рассчитать Kp из последнего 
уравнения. Многие реальные смеси не являются идеальными и для них 
используют формулы расчёта Kp в виде 
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RTQRTH PeKeKK /
0р

/
0рр == ∆− , 

 

или более сложные зависимости, в том числе от давления. 
Для газофазной реагирующей смеси используют равновесные 

парциальные давления компонентов pi: ( )∏ ν=
i i

ipK равнр . Для неиде-

альной смеси используют активности вместо концентраций, а вместо 
парциальных давлений – летучести. 

Расчёт состояния биотехнологической системы. После того как 
определены структура БТС (элементы и связи между ними), описание 
элементов (математические модели аппаратов или балансовые соот-
ношения) и их состояние, параметры входных или выходных потоков 
(какие – зависит от постановки задачи расчёта), можно переходить к 
расчёту состояния БТС (параметров потоков). 

Подготовка данных – важнейший этап расчётов, от которых зави-
сит достоверность конечных результатов. 

Размерность используемых величин должна быть проверена на их 
«совместимость» в балансовых уравнениях. Для материального балан-
са удобно использовать размерность потоков в массовых величинах 
(кг/ч, т/ч и т.д.). Для характеристики химической реакции традиционно 
используют измерения в молях. Задаваемые концентрации могут 
иметь, например, размерности [%] или [доля]. «Доля» бывает массо-
вая, мольная или объёмная, численно они различаются. Следует ис-
пользовать основной способ проверки правильности использования 
размерностей: подставить в балансовое уравнение на место величин их 
размерности. Если размерности подобраны правильно, то все слагае-
мые уравнения должны получиться одинаковой размерности. В про-
тивном случае в каждый член уравнения надо вводить пересчётные  
коэффициенты.  

Последовательность расчёта зависит от структуры БТС. Линей-
ная структура – поток (потоки) проходит последовательно один эле-
мент за другим (см. рис. 2.2). 

Возможны разветвления потока, параллельное прохождение  
элементов, байпасирование. Последовательность расчёта очевидна.  
На рисунке 2.7 показан пример линейной БТС, на которой пронумеро-
ваны аппараты (элементы) и потоки. Известно состояние потока 0 на 
входе в систему, в первый по ходу элемент I. Вычисляют состояние 
потока 1 на выходе из него, который входит в элемент II. Из его опи-
сания определяют состояние потока 2. После его разветвления, опре-
делив состояние входного потока в элемент III (поток 3), продолжают 
такие же вычисления далее по нижней ветви схемы, а затем – по верх-
ней. Расчёт состояния системы линейной структуры проводится от 
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Рис. 2.7. Линейная структура БТС 
 

 
Рис. 2.8. Структура БТС с рециклом: исходная (а) и  

вычислительная (б) схемы 
 
входа в систему последовательно от элемента к элементу по мере про-
хождения потока.  

Структура с рециклом (рис. 2.8, а). Состояние потока на входе в 
элемент I зависит от входного потока 0 и состояния потока 4 после 
ответвления его от потока 3 за элементом II. Чтобы вести последова-
тельный расчёт, начиная от элемента I, надо уже знать результат рас-
чёта последующего элемента II, что невозможно. Общий подход к рас-
чёту состояния БТС с рециклом следующий. Разрывают связи рецикла, 
 

как показано на рис. 2.8, б. Структура становится линейной с неиз-
вестным состоянием 

1OX  входного потока О1.  

Априори задают какие-то параметры его состояния и проводят 
расчёт полученной линейной системы. Получают состояние потока 3 
на выходе. В «разорванной» схеме состояния потоков 

1OX  и Y4 долж-

ны совпадать, т.е. Y4 = 
1OX . Если это не так, то задают новые значе- 

ния 
1OX , и расчёты повторяют до получения указанного совпадения. 

Стараются минимизировать разность между 
1OX  и Y4, т.е. ∆ = 

41
YXO −=  < ε, где ε – точность расчёта. Минимизация функции F = ∆ 

есть типовая задача оптимизации.  
Если рециклов несколько, то разрывают их все и минимизируют 

функцию ∑∆= 2
iF , где индекс i соответствует нумерации рециклов. 

Форма представления состояния БТС. Наиболее полная форма 
представления состояния БТС – сводная таблица, в левой части кото-
рой перечислены, а затем просуммированы все статьи прихода (пока-

а) 

б) 
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затели входных потоков), а в правой части – все расходные статьи (по-
казатели выходных потоков). Подобные таблицы приводят для от-
дельных элементов, подсистем и БТС в целом. Достоинствами пред-
ставления балансов в форме таблиц являются полнота и точность 
представленного материала, удобство практической работы с данны-
ми. Таблицы – основная форма представления балансовых расчётов, 
входящая обязательно в техническую документацию производства. 

 
2.5. АНАЛИЗ БИОТЕХНОЛОГИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

  

Анализ заключается в получении сведений о состоянии БТС, по-
казателях эффективности её функционирования, а также о влиянии на 
эти показатели структуры технологических связей, свойств и состоя-
ния элементов подсистем, условий их эксплуатации. Он осуществляет-
ся при разработке и проектировании нового биотехнологического про-
изводства, при эксплуатации действующего производства, для сравне-
ния различных вариантов реализации процесса, при модернизации и 
реконструкции производства. 

Первым шагом анализа БТС является определение её состояния, 
т.е. расчёт БТС. Зная изменение состава и количества потоков, энерге-
тические расходы, можно провести и другие расчёты – эффективности 
использования сырья и энергии как технологических показателей, эко-
номических показателей, некоторых социальных показателей, опреде-
ляемых свойствами всех компонентов биотехнологического процесса, 
в том числе отходов производства. Эксплуатационные показатели оп-
ределяются в основном из реакции системы на те или иные возмуще-
ния в процессе (изменение состава и количества сырья, энергетическо-
го обеспечения, состояния аппаратов, включая выход из строя некото-
рых фрагментов оборудования, а также воздействия на режимы от-
дельных аппаратов и узлов). 

Свойства биотехнологической системы. БТС функционирует как 
единое целое, как совокупность взаимосвязанных элементов. Поэтому 
во-первых, биотехнологический процесс характеризуют рядом показа-
телей функционирования БТС в целом и, во-вторых, могут появиться 
свойства системы, не присущие её элементам. 

Зависимость режима одного аппарата (элемента) от режимов 
других. Свойство очевидное: изменение режима аппарата, т.е. измене-
ние состояния потоков, выходящих из него и входящих в последую-
щий, изменяет условия работы последнего. Изменение условий работы 
последующего аппарата сказывается двояко: влияет на эффективность 
осуществления в нём ТП и на эксплуатационные свойства аппарата. 
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Режим аппарата может зависеть от режимов не только в преды-
дущем, но и в последующем аппаратах. Это возможно, во-первых, при 
наличии рецикла, когда поток согласно схеме передаётся в предыду-
щий аппарат. Во-вторых, обратное относительно направления потока 
воздействие может иметь физическую причину. Чаще всего это связа-
но с изменением давления, которое распространяется во всех направ-
лениях, в том числе и в противоположном движению потоке. Если 
гидравлическое сопротивление какого-либо узла возрастает, то увели-
чивается давление на входе в этот узел (при поддержании расхода по-
тока через него) и, следовательно, давление в предыдущем аппарате. 
Может возникнуть аварийная ситуация. 

Взаимосвязь условий работы элементов в системе необходимо 
учитывать как в «штатном» режиме (при задаваемых условиях экс-
плуатации), так и в изменяющихся условиях эксплуатации. 

Усовершенствование одного узла (элемента) улучшает эффек-
тивность БТС в целом за счёт выигрыша в другом узле системы. Это 
свойство вытекает из предыдущего и обусловлено взаимозависимо-
стью режимов БТС. Усовершенствование одного элемента связано с 
определёнными затратами. Положим, в реакторе использован новый 
катализатор, увеличивающий селективность сложного биохимического 
превращения, точнее – уменьшающий выход некоторых побочных 
продуктов реакции, количество которых незначительно. На общем 
выходе полезного продукта это скажется мало. Новый, более дорогой 
катализатор требует дополнительных затрат в реакционном узле. Но в 
системе очистки основные затраты связаны с удалением именно малых 
количеств примесей. Уменьшение примесей приведёт к существенно-
му уменьшению затрат на очистку от них и в конечном итоге –  
к уменьшению затрат в системе в целом.  

Оптимальные режимы элемента одиночного и в системе могут 
различаться. Подтвердить это положение можно, если найдётся при-
мер, опровергающий противоположное утверждение: «оптимальные 
режимы элемента одиночного и в системе совпадают». Рассмотрим 
БТС, состоящую из биореактора и системы разделения. Заданы произ-
водительность П = V0c0x и состав сырья – c0; V0 – количество необхо-
димого сырья. Определим, при какой степени превращения х затраты З 
будут минимальны. Они складываются из капитальных затрат и расхо-
дов на сырьё: 

З = K1Cкап + ЦсV0, 
 

где Cкап – стоимость капитальных вложений (на оборудование); K1 – 
коэффициент окупаемости, показывающий долю стоимости оборудо-
вания, входящую в затраты на производство продукции за определён-
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ное время, обычно за 1 год (затраты также рассчитывают на 1 год; по-
лагая, например, срок службы оборудования 5 лет, получаем коэффи-
циент K1 = 0,2); Цс – стоимость единицы расхода сырья; V0 = П/(с0х). 

Одиночный реактор. Затраты на него зависят от объёма. Для про-
стоты рассматриваем вариант режима идеального смешения и реакции 
первого порядка. Из описания процесса в таком реакторе х/τ = k(1 – x) 
получим 

νp = V0τ = (V0/k) [x/(1 – x)]. 
 

Полагаем, что стоимость реактора пропорциональна его объёму – 
Cкап = ανр. Подставляя выражение для V0 и νр в выражение для З, полу-
чим формулу для расчёта затрат на процесс в одиночном реакторе:  

Зр = А/(1 – х) + В/х. 
 

Коэффициенты A и B включают все постоянные – k, α, c0, V0, K1  
и др. Первое слагаемое – капитальные затраты на реактор Зк – возрас-
тает с увеличением степени превращения: чем больше x, тем больше  
должны быть объём реактора и затраты на него. Второе слагаемое – 
затраты на сырьё Зс. Чем больше х, тем полнее используется сырьё и 
тем его нужно меньше. Зависимости Зк, Зс и Зр показаны на рис. 2.9 
сплошными линиями. Из анализа графиков следует, что существует 
некая степень превращения х, при которой достигаются минимальные 
затраты Зр на единичный реактор. 

Реактор в БТС. К затратам на реактор надо добавить затраты Зд на 
систему разделения. Предположим, что они пропорциональны примесям 
к продукту, т.е. количеству непрореагировавшего сырья V0c0(1 – x). Не 

усложняя расчётную фор-
мулу, примем простейший 
вариант: Зд = = D(1 – x), где 
D включает постоянные в 
расчёте Зд. Суммарные за-
траты на БТС составят 
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1
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x
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x
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К затратам на биоре-
актор добавляются затраты 
на разделение – прямая 
пунктирная линия на рис. 
2.9, и оптимальная степень 
превращения хБТС становит-
ся отличной от хр. В данном 
случае хБТС > хp. 

 

 

ЗБТС 

xр   xБТС 

 
Рис. 2.9. К определению оптимальной 
степени превращения xp для одиночного 

биореактора и биореактора,  
работающего в составе БТС (xБТС) 
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Неоднозначность (неосуществимость) режимов и их устойчи-
вость. Обратные связи, имеющиеся в БТС, могут привести к появле-
нию неоднозначности и неосуществимости  режимов, а также их неус-
тойчивости [3].  

 
 

Эффективность использования материальных ресурсов 
 

Основным показателем использования сырья (а также энергии, 
вспомогательных материалов) является расходный коэффициент, по-
казывающий количество затраченного сырья (энергии, вспомогатель-
ных материалов) на производство единицы продукции. Различают тео-
ретический расходный коэффициент, определяемый из стехиометри-
ческого уравнения реакции образования продукта из исходных ве-
ществ при полном их превращении, и практический (или просто «рас-
ходный коэффициент»), т.е. реально достигнутый в производстве. От-
ношение их показывает степень использования сырья. Итак: 

 

продукцииво-кол
сырьягозатраченново-кол

ткоэффициенрасходный = ; 

 

ткоэффициенрасходный
ткоэффициен

расходныйкийтеоретичес

сырьянияиспользовастепень = . 

 

Основные причины различия теоретического и реального расход-
ных коэффициентов:  

− неполнота превращения исходного вещества в продукт;  
− образование побочных веществ;  
− неполнота выделения продукта;  
− потери промежуточных компонентов и продукта;  
− наличие примесей в сырье, не идущих на образование продукта;  
− использование части сырья на вспомогательные цели. 
Пример. Теоретически на производство 1 т NH3 из природного га-

за по реакциям: 
СH4 + 2H2O = CO2 + 4H2 

+ 
3H2 + N2 = 2NH3 

––––––––––––––––––––––––––––– 
3CH4 + 6H2O + 4N2 = 3CO2 + 8NH3 

 

необходимо затратить 494 м3 метана (природного газа). Реальный рас-
ходный коэффициент составляет более 1000 м3 на 1 т NH3. Дополни-
тельный расход метана связан со следующим:  
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− значительная часть метана сжигается для выработки тепла, 
необходимого для эндотермической реакции конверсии метана и обес-
печения температурного режима процессов;  

− часть образовавшегося водорода расходуется на очистку природ-
ного газа от сероводородсодержащих примесей и азотводородной смеси, 
CO, деструкцию высших углеводородов в природном газе до СH4;  

− конверсия метана из-за обратимости реакции протекает не 
полностью (потери). 

Значения расходного коэффициента входят в технологический рег-
ламент производства. Напомним читателю, что расходный коэффициент 
определяют не только по сырью, но и по другим расходуемым компо-
нентам – по энергии всех видов, по вспомогательным материалам. 

 
Энергетическая и эксергетическая эффективность БТС 

 

Тепловой коэффициент полезного действия. Состав энергетиче-
ских потоков БТС показан на рис. 2.10.  

Источниками энергии являются входящие потоки, несущие энер-
гию топлива Qтопл, электроэнергию Qэл, теплосырья Qсыр и вспомога-
тельных материалов Qмат, а также экзотермические реакции Qэкз.  
Их суммарное количество – потребление, или затраты энергии Qзатр.  
Из БТС энергия выводится с потоками продуктов – Qпрод и отходов 
производства – Qотх, с энергетическими потоками – Qэн, затрачивается 
на проведение эндотермических реакций – Qэнд и теряется естествен-
ным путём – Qпот. Из выходящих энергетических потоков полезно ис-
пользуется Qэн в виде пара котлов-утилизаторов, нагреваемых в тепло-
обменниках-утилизаторах внешних потоков (например, воды), энергии 
турбин и электрогенераторов. Исходя из сказанного, энергетическую 
эффективность БТС характеризуют тепловым коэффициентом полез-
ного действия – тепловым КПД ηтепл: 

 

∑∑∑
∑∑

++

ηα+α+
=η

j jp pl l

kki i

QQQB

QQ

н,экз,н

пэ,пэ21п,
тепл

)(
, 

 

где ∑i iQп,  – тепло, полезно затраченное на технологические цели и 

определяемое из условий теоретического расхода для осуществления 
физических и химических процессов, происходящих в элементах БТС; 
α1, α2 – доли тепла вторичных энергоресурсов, генерированных в эле-
ментах ХТС (котлах-утилизаторах) и расходуемых вне и внутри сис-
темы соответственно; Qпэ, k – тепло вторичных энергоресурсов, генери-
рованное в k-м энергетическом элементе БТС; ηпэ – КПД преобразова- 
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Рис. 2.10. Состав энергетических потоков в БТС 
 
ния тепла вторичных энергоресурсов, используемых внутри БТС; Bl – 
расход топлива на технологические цели БТС в l-м элементе; Qн – 
низшая теплота сгорания топлива; Qэкз, р – теплота, выделяющаяся при 
экзотермических и физических превращениях в p-м элементе БТС;  
Qн, j – тепло, подведенное в j-й элемент БТС с энергоносителями  
(например, водяным паром различных параметров с ТЭЦ, горячей во-
дой и др.). 

В таком виде КПД не учтено следующее. Продукт обладает неко-
торым энергетическим потенциалом, который будет использован при 
его потреблении. В выражении для КПД потенциал продукта опреде-
лен как затраты на его образование ( )∑i iQп, . Если продукт образует-

ся в результате протекания экзотермической реакции, то энергетиче-
ские затраты на него меньше, и ηтепл уменьшается независимо от по-
требительской ценности продукта. Таким образом, тепловой КПД все-
гда хуже для экзотермической реакции, чем для эндотермической. 

 
Эффективность организации процесса  

в биотехнологической системе 
 

Для оценки эффективности организации процесса в БТС необхо-
димо выяснить, насколько режим процесса в БТС приближается к тео-
ретически возможному, и насколько рассматриваемая БТС оправдана 
экономически. Такой анализ в совокупности с оценками эффективно-
сти использования сырья и энергии является частью характеристики 
биотехнологического производства, включающей в себя многие пока-
затели. 

Предельная эффективность БТС. Теоретический расходный ко-
эффициент по сырью определён из условия полного превращения ис-
ходного компонента в продукт. Особенности термодинамики и кине-
тики протекающих в БТС процессов могут ограничить полную кон-
версию исходных веществ в продукты. К ним относятся обратимость 
реакций и фазовые равновесия. 
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Для заданных условий процесса можно определить равновесную 
(теоретически возможную) конверсию сырья, равновесные концентра-
ции компонентов в продуктах превращения и селективность биохими-
ческого процесса, а также равновесные концентрации компонентов в 
продуктах превращения и селективность биохимического процесса,  
а также равновесные концентрации компонентов в контактирующих 
фазах. Они и определят предельные показатели биотехнологического 
процесса. 

Предельная эффективность БТС – это эффективность системы,  
в которой при принятой совокупности условий технологического про-
цесса достигаются максимально возможные (предельные) значения 
конверсии сырья и селективности, основанные на данной конкретной 
биохимической схеме превращения исходного сырья. Степень при-
ближения к этим предельным показателям является характеристикой 
совершенства разрабатываемой БТС. 

Эффективность БТС определяется не только технологическими, 
но и экономическими показателями. Основные экономические показа-
тели – приведённые затраты, себестоимость продукта, прибыль, рента-
бельность. 

Приведённые затраты состоят из полных текущих расходов на 
производство продукта и части капитальных затрат, т.е. это есть затра-
ты на собственно производство. 

Себестоимость продукта включает в себя приведённые затраты, 
оплату труда и дополнительные (непроизводственные) цеховые и об-
щезаводские расходы, т.е. полные затраты предприятия на производ-
ство продукта. 

Разность между ценой продукта (естественно, после его продажи) 
и себестоимостью есть прибыль – важнейший показатель эффективно-
сти производства. 

Отношение прибыли к себестоимости – рентабельность произ-
водства. 

Эти показатели являются категориями экономическими, они рас-
считываются специалистами по экономике и используются в хозяйст-
венной деятельности предприятия. 

При разработке биотехнологического процесса используют, как 
правило, стоимостную его оценку в виде приведённых затрат (ПЗ). 
Она включает:  

условно-переменные затраты Зуп – стоимость сырья, вспомога-
тельных материалов и энергии;  

условно-постоянные затраты Зук – часть стоимости капитальных 
затрат а оборудование. 
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Таким образом,  
ПЗ = Зуп + Зук. 

 

Экономическая оценка БТС используется для сопоставления аль-
тернативных вариантов при разработке и анализе БТС.  

Исходная информация включает:  
1) структурную (или технологическую) схему БТС; на ней долж-

на иметься спецификация на все аппараты и потоки; таблицу величин 
всех потоков, поступающих в БТС (сырьё, вспомогательные материа-
лы, пар, вода, топливо, электроэнергия); материальный и тепловой 
баланс (расчёт) БТС;  

2) стоимость каждого входящего потока (сырья, пара, материа-
лов и т.п.), эти данные берутся из соответствующих справочников цен;  

3) стоимость используемого оборудования (реакторов, колонн, 
теплообменников и т.д.).  

Конечно, не имея готового проекта производства, трудно точно 
определить стоимость каждого аппарата. Поэтому прибегают к оцен-
кам стоимости оборудования будущего производства на основе корре-
ляционных зависимостей типа: 

 

стоимость оборудования = базовая стоимость × Fc, 
 

где Fc – корректирующий фактор (поправка на материал, давление и т.д.). 
Такие корреляции приходится получать из справочных данных по 

ценам аналогичного оборудования. 
Стоимость потока (вещества, энергии) определяют исходя из его 

цены Цп и количества Gп, потребляемого в единицу времени (обычно 
за год): 

Зуп = ЦпGп. 
 

Стоимость оборудования – единовременные затраты, они посте-
пенно переносятся на стоимость продукции исходя из срока эксплуа-
тации аппарата. Обычно этот коэффициент использования аппарата 
рассчитывают исходя из годовых затрат на производство продукции.  
В химической промышленности этот коэффициент Е в среднем равен 
Е = 0,12…0,15. В этом случае приведённая стоимость Зук аппарата 
равна Зук = ЕЦап и является частью капитальных затрат, входящей в 
приведённые затраты. 

Суммарные затраты на все потоки есть условно-переменные за-
траты: ∑=

i ii Gппуп ЦЗ , здесь индекс относится к номеру потока. 

Суммарный расход на все аппараты есть капитальные вложения 

∑=
j iап,кз ЦЦ , а приведённая стоимость всех аппаратов 
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∑=
j jjE ап,ук ЦЗ . Разделив приведённые затраты ПЗ на годовую про-

изводительность, получим ПЗ на единицу продукции. 
Затраты в биотехнологическом производстве складываются в ос-

новном из трёх статей: сырьё, энергия всех видов, капитальные вложе-
ния. Расходы по этим статьям в значительной степени зависят от сте-
пени конверсии, селективности и интенсивности процессов. В свою 
очередь эти показатели связаны с основными термодинамическими и 
кинетическими закономерностями биохимических реакций и физиче-
ских процессов, положенных в основу данной конкретной БТС. 

 
2.6. РАЗРАБОТКА И ПРОЕКТИРОВАНИЕ  

АВТОМАТИЗИРОВАННЫХ БИОТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ  
ПРОЦЕССОВ И ПРОИЗВОДСТВ 

 

Разработка (синтез) или проектирование БТС заключается в опре-
делении основных технологических операций и их последовательно-
сти, выборе аппаратов и установлении связей между ними, определе-
нии параметров технологических режимов отдельных аппаратов и сис-
темы в целом, обеспечивающих наилучшие условия функционирова-
ния БТС. Постановка задачи следующая. 

Дано:  
− вид и качество продукта, который необходимо производить;  
− вид, состав и состояние исходных веществ (сырья);  
− основные стадии биотехнологического процесса переработки 

сырья в продукты и их характеристики;  
− возможные аппаратурные решения для осуществления био-

технологического процесса. 
Определить:  
− элементный состав БТС (аппараты, машины, устройства и пр.) 

для переработки сырья в продукты;  
− структуру связей между элементами БТС, обеспечивающими 

последовательность стадий биотехнологического процесса и функцио-
нирование всей системы;  

− режимы отдельных элементов и системы в целом, обеспечи-
вающие необходимые показатели эффективности функционирования 
производства. 

При такой формулировке предполагается, что какие-то основы 
биотехнологического процесса заданы на ранней стадии его проработ-
ки и их необходимо реализовать в некой БТС. Конечно, возможна кор-
ректировка данных предварительной проработки процесса, придётся 
рассмотреть использование альтернативного сырья или источника 
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энергии, рассмотреть иные стадии процесса или типы аппаратурного 
оформления. 

Совокупность трёх стадий – подготовки исходных данных, пред-
варительного синтеза БТС и рабочего проектирования производства – 
называют разработкой биотехнологического процесса или разработкой 
технологии производства какого-либо продукта.  

При анализе подходов к синтезу БТС сопоставим два подхода – 
научный (получение новых знаний) и инженерный (разработка нового 
производства) (рис. 2.11). По структуре своей они очень похожи, толь-
ко мотивировки несколько различаются: в первом случае – любозна-
тельность, во втором – практическая необходимость. В обоих процес-
сах движущим началом является стремление к прогрессу, развитию. 
Оба процесса включают аналогичные стадии, характерные для творче-
ства: поиск на каждой стадии, возврат к предыдущим для нахождения 
оптимальных решений. Конечно, методическая и техническая база 
различны в разных объектах исследований, да и время на инженерную 
разработку ограничено, жёстко лимитировано. Но в обоих процессах 
требуется сочетание науки и искусства – как в открытии, так и в соз-
дании нового. 

Основная цель инженерного процесса – создание производства 
жизненно важных продуктов (новых или уже существующих). Генери- 
 

 
Рис. 2.11. Синтез БТС как творческий процесс 
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рование идей и последующая их реализация в производстве безуслов-
но предусматривают не только полезность продукции и эффективность 
производства, но и обеспечение его экологической безопасности и 
комфортности в эксплуатации. По данным некоторых исследователей, 
успех реализации нового биотехнологического процесса на стадии 
предпроектных научных исследований составляет 1…3%, на стадии 
разработки – 10…25%, на стадии опытно-промышленной апробации – 
40…60%. Добиться успеха в такой ситуации возможно, прорабатывая 
десятки тысяч (по оценкам экспертов) путей достижения конечной 
цели, т.е. разработка процесса – действительно искусство (вспомните 
первоначальный смысл слова «технологи»), процесс творческий. 

Инженер-технолог начинает работу с рассмотрения альтернатив-
ных вариантов решений и представления технологических схем. Он 
прорабатывает аппаратурные решения, дополняет разработку количе-
ственными расчётами, меняет состав и компоновку аппаратов и узлов, 
проводит экспертизу достигнутого. Творческий процесс усовершенст-
вования разработки продолжается до завершения работы. Знания фун-
даментальных основ и глубокое понимание происходящих процессов, 
методы системного анализа и математического моделирования сокра-
щают процесс синтеза (разработки) БТС.  

Схема основных этапов разработки промышленного биотехноло-
гического процесса и производства представлена на рис. 2.12 [7]. 

 

Исходные данные 
для проектирования 

Задание на 
проектирование 

Проект 

Экспертиза 

Ввод в эксплуатацию 
производства 

 
 

Рис. 2.12. Основные этапы разработки  
биотехнологического процесса и производства 
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Эта схема отражает реальную структуру работ: указанные этапы в 
том или ином виде входят в план работ по созданию проекта произ-
водства и нередко являются основой планово-распорядительных доку-
ментов. В схемы выделены разделы – предпроектные научно-исследо-
вательские работы (НИР), опытно-конструкторские работы (ОКР), 
проектирование и ввод в эксплуатацию. В отраслевых научно-исследо-
вательских и проектных фирмах такое планирование работ есть основа 
их организации и деятельности. 

Современные вычислительная техника и информационные техно-
логии, казалось бы, могут помочь из большого разнообразия типов 
аппаратурного оформления (элементов) и связей выбрать такие, кото-
рые образуют БТС с необходимыми показателями. Но это нереально 
(по крайней мере в ближайшем будущем), так как система очень раз-
нородна по составу оборудования (биореакторы, экстракторы, адсор-
беры, насосы и т.д.), вариантов простого перебора и требований к сис-
теме невероятно много, многие показатели противоречивы. 

Здесь используются некоторые наборы решений, обоснованных 
теорией био- и химико-технологических процессов, созданных на ос-
нове инженерных проработок, проверенных практикой. Среди них – 
максимальное использование сырьевых и энергетических ресурсов, 
минимизация отходов, эффективное использование оборудования.  
Поскольку эти требования всегда должны выполняться, назовём их 
принципами создания БТС [7]. 

Принцип полного использования сырьевых ресурсов. В большин-
стве биотехнологических и химических производств затраты на сырьё 
составляют значительную часть себестоимости продукции. Принцип 
полного использования сырьевых ресурсов направлен на максималь-
ный выход целевого продукта, максимальное превращение сырья в 
полезные продукты. К методам достижения этой цели следует отнести 
следующие:  

1) выбор схемы производства;  
2) противоточный контакт фаз, обеспечивающий максимальную 

движущую силу процесса переноса;  
3) фракционный рецикл при неполном превращении исходных 

реагентов, в системе разделения после реактора выделяют непрореаги-
ровавшие реагенты и возвращают их на переработку;  

4) регенерация с рециклом, вспомогательный материал после ис-
пользования регенерируют и возвращают в процесс;  

5) утилизация отходов позволяет получить дополнительные по-
лезные продукты из побочных продуктов реакции, практически всегда 
образующихся вместе с целевым продуктом (непрореагировавшие ис-
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ходные вещества, дополнительные продукты реакции и примеси, 
имеющиеся в сырье);  

6) альтернативное сырьё, использование невозобновляемого сы-
рья заставляет искать не только способы его полного использования, 
но и другие сырьевые источники (использование отходов других про-
изводств, альтернативные источники первичного сырья);  

7) комбинированные био- и химико-технологические процессы и 
комплексное использование сырья. 

Принцип полного использования энергетических ресурсов направ-
лен на минимизацию энергетических и тепловых затрат, на полное 
использование их в процессе. 

К методам достижения этой цели следует отнести следующие:  
1) регенерация тепла и энергии, в ряде случаев для проведения 

процесса (например, в биореакторе) необходимо нагреть поток, а по-
сле этого охладить его; можно входящий поток нагревать за счёт тепла 
выходящего потока;  

2) утилизация тепла  и энергии, тепло или энергия потока использу-
ется для выработки тепловых (пар, горячая вода), электрических и других 
энергетических ресурсов, применяемых не в самом производстве;  

3) альтернативные источники энергии; традиционные источники 
энергии – пар, горячие теплоносители, электроэнергия, вырабатываемые 
при потреблении топливных ресурсов; перспективными являются легко 
возобновляемые и более дешёвые источники, такие, например, как теп-
ло, вырабатываемое атомными котлами, солнечная энергия и др.;  

4) вторичные энергетические ресурсы; энергетический потенци-
ал продукции, отходов, дополнительных и промежуточных продуктов, 
образующихся в технологических агрегатах, который не используется 
в самом агрегате, но может быть частично или полностью использован 
для энергоснабжения других производств;  

5) энерготехнологическая система. 
Принцип минимизации отходов направлен на защиту окружаю-

щей среды; она связана с экологической обстановкой в регионе, где 
расположено производство. Реализация этого принципа в первую оче-
редь связана с улучшением использования сырьевых и энергетических 
ресурсов и включает следующие специальные мероприятия:  

1) санитарная очистка и обезвреживание выбросов; предполагает 
установку подсистем БТС, в которых вредные (токсичные) примеси 
удаляются из выбрасываемых потоков (санитарная очистка) или пере-
водятся в нетоксичное состояние (обезвреживание);  

2) замкнутый водооборот; вода в большом количестве использу-
ется как вспомогательный материал в биотехнологических производ-
ствах;  
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3) повышение надёжности оборудования и элементов БТС, по-
зволяющее исключить потери в виде утечек и выбросов любых компо-
нентов.  

Принцип эффективного использования оборудования направлен 
на минимизацию капитальных затрат на технологическое оборудова-
ние путём создания условий протекания в нём процессов с максималь-
но возможной интенсивностью. К методам достижения этой цели сле-
дует отнести следующие:  

1) для минимизации капитальных затрат следует выбирать тех-
нологический процесс, протекающий с большей скоростью;  

2) оптимизация БТП – очевидный приём увеличения его интен-
сивности;  

3) организация процесса в аппарате; почти всегда возможно один 
и тот же процесс провести разными способами: теплообмен и контакт 
фаз – в противотоке или прямотоке; гетерогенно-каталитическую ре-
акцию – в неподвижном или движущемся слое катализатора; разделе-
ние жидкостей – ректификацией или дистилляцией и т.д.;  

4) организация БТП в подсистеме БТС;  
5) конструктивные решения аппаратов, позволяющие уменьшить 

объём его непроизводительных частей;  
6) увеличение единичной мощности аппарата;  
7) совмещение процессов.  
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Глава 3 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
БИОТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 

 
3.1. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ  

БИОТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 
 

Под биотехнологическим процессом или объектом понимается со-
вокупность разнообразных технологических операций и физико-
биохимических процессов (диффузия, тепло- и массообмен, биохимиче-
ские превращения, теплопроводность, экстракция, адсорбция/десорбция 
и т.д.) с использованием того или иного биологического агента (микро-
организмов, изолированных клеток, ферментов или клеточных орга-
нелл), реализуемых в современной технической аппаратуре (автомати-
зированные машины и аппараты, биохимические реакторы, раздели-
тельные колонны, сушильные и холодильные агрегаты, котлы-
утилизаторы и т.п.) и обеспечивающих целенаправленную переработку 
сырья и материалов в полупродукт или конечный продукт [3, 9].  

Современные крупные БТП, реализуемые на нескольких взаимо-
связанных технологических установках, часто называют производст-
вами, а получаемые при этом конечные продукты характеризуются 
себестоимостью и товарной ценой. Далее мы будем использовать 
только термин «биотехнологический процесс» и/или объект. 

Структурная схема типового биотехнологического процес-
са/объекта представлена на рис. 3.1. 
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Рис. 3.1. Структурная схема БТП 
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На этой схеме x(t), y(t) – входные (независисмые) и выходные (за-
висимые) вектор-функции, называемые далее координатами или пере-
менными БТП; d – вектор конструктивных параметров; ξ(t) – вектор-
функция случайных помех, воздействующих на объект, и, следова-
тельно, переменную у(t). 

Вернёмся к переменным х, у и помехе ξ. Будем далее полагать, 
что x(t) и у(t) измеримы с помощью измерительных устройств (датчи-
ков, приборов, лабораторных анализов и т.д.), а сам БТП допускает 
проведение активных экспериментов или в крайнем случае наблюде-
ний за изменениями входных/выходных переменных. Результаты та-
ких экспериментов записываются так: 

 

],0[),()()(),( ээ Ttttytytх ∈ξ+= ,                      (3.1) 
 

здесь сигнал xэ(t) измерен точно; сигнал уэ(t) состоит из точной реак-
ции БТП )(ty  на воздействие xэ(t) и аддитивной (суммируемой) поме-
хи ξ(t), приведённой к выходу объекта, такой, что её среднее значение 
равно нулю, а дисперсия ∞<σξ

2 . Условие ∞<σξ
2  означает, что поме-

ха ξ(t) не является физически реализуемым «белым шумом», а оценка 
дисперсии 2ˆ ξσ  (приближенное значение 2

ξσ , найденное по конечному 

числу «измерений» ξ(t)) может быть косвенно определена. 
Изложим возможность оценивания дисперсии 2

ξσ  помехи ξ(t), 

учитывающей «собственные» флуктуации переменной у(t) и независи-
мую нормальную случайную погрешность её измерения, прибором 
класса Кл и шкалой Ш. При таких допущениях справедлива формула 

 

2ˆ ξσ = 2
вσ̂ + 2

измσ̂ , 
 

где 2
вσ̂  и 2

измσ̂  – дисперсии воспроизводимости БТП и измерения у(t), 
причём символ сверху означает оценки дисперсий, полученные по ко-
ечному числу измерений.  

Для определения 2
вσ̂  установим статический режим работы БТП, 

когда x(t) = const, а у(t) будет изменяться только за счёт действия «соб-
ственной» помехи ξ(t). Далее выполним ряд точных измерений 

dt ,1),( =γξ γ , используя при этом прецизионные средства контроля  

с 2
измσ̂ ≈ 0. Вычислим несмещённые оценки ∑ =γ γ= d

dyy
1

/ˆ , 2
вσ̂ = 

( )∑ =γ γ −−= d
dyy

1

2 )1(ˆ , которые будут сходиться по вероятности к 

М{ y} и 2
вσ̂  при d → ∞.  
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Для определения 2
измσ̂  воспользуемся известными формулами Кл = 

= ymax·100%/Ш и ymax ≈ 3σизм, из которых следует σизм ≈ Кл×Ш/(3·100%) 

и 2
изм

2ˆ σ≈σ  (здесь принято, что с вероятностью 0,997 величина ymax 

равна 3σизм для случайной нормальной ошибки измерения, а ymax и 
шкала Ш имеют одинаковую физическую размерность). 

Знание модели измерения и величины 2
ξσ  используется при по-

строении математической модели БТП и решении многих задач мате-
матического моделирования технологических процессов/объектов. 

 
Физико-биохимическая модель технологического процесса 

 

Приведённое сжатое описание БТП содержит минимальную ин-
формацию о характеристиках наблюдаемых входных/выходных пере-
менных и не раскрывает внутренние свойства исследуемого объекта, 
необходимые для его содержательного математического описания.  
В таблице 3.1 приводится универсальный список общезначимых до-
пущений/гипотез или аксиом о возможных режимах функционирова-
ния и основных свойствах БТП, который будем в дальнейшем исполь-
зовать при построении математической модели объекта. 

 
3.1. Физико-биохимическая модель БТП [9] 

 

Режим работы, свойства БТП 

Статика Динамика 

Линейность Нелинейность 

Сосредоточенность координат Распределённость координат 

Стационарность  Нестационарность 

Незначимые физико- 
биохимические явления 

Значимые физико-
биохимические явления 

Диффузия 
Теплообмен 
Теплопроводность 
Массо-, теплообмен 
Биохимические превращения 
Экстракция 
Адсорбция/десорбция 
Испарение/конденсация и т.д. 

Диффузия 
Теплообмен 
Теплопроводность 
Массо-, теплообмен 
Биохимические превращения 
Экстракция 
Адсорбция/десорбция 
Испарение/конденсация и т.д. 
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Покажем назначение и применимость каждого свойства/режима БТП. 
Статика. Статический режим работы БТП имеет место при 

x(t) ≡ const, у(t) ≡ const, где символ ≡ означает тождественное равенст-
во в каждый момент времени. Тогда dx/dt ≡ 0, dy/dt ≡ 0 и, следователь-
но, математическая модель статики будет включать в себя только конеч-
ные зависимости или производные по пространственным переменным. 

Динамика. Этот режим возникает при изменении x(t) = var и, сле-
довательно, y(t) = var, поэтому скорости изменения x(t) и y(t) не равны 
нулю тождественно, и в уравнениях модели имеются производные по 
времени. Такая модель более информативна, чем модель статики, но 
одновременно более сложна. 

Линейность БТП. Пусть дана некоторая функция y = f(x), опреде-
лённая на ограниченном множестве X = {x : │x│≤ N}, N – действи-
тельное число. Эта функция будет линейной на множестве X, если для 
любых x1, x1 из X и любого числа c справедливы условия аддитивности 
(суммируемости) и однородности:  
 

f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2),   f(cx) = cf(x).                      (3.2) 
 

С помощью этих условий можно проверять линейность на мно-
жестве X конечных, дифференциальных и интегральных уравнений. 
Анализ линейности БТП можно проводить экспериментально. 

Нелинейность БТП. Свойство нелинейности характерно для по-
давляющего большинства БТП и проявляется, как правило, при боль-
ших амплитудах входных/выходных переменных. Учёт нелинейности 
в модели позволяет получить более информативную модель (по срав-
нению с линейной моделью), однако при этом заметно усложняется 
структурная идентификация уравнений динамики/статики, затрудняет-
ся численное решение многих типовых задач моделирования.  

Сосредоточенность координат БТП. Это допущение/гипотеза оз-
начает, что во всех точках l трёхмерного БТП координаты x(t) ≡ const, 
у(t) ≡ const, а векторные частные производные ∂x(l)/∂l ≡ 0, ∂y(l)/∂l ≡ 0, 
модель будет содержать в себе только конечные уравнения (статика) 
или обыкновенные дифференциальные уравнения с производной dy/dt 
(динамика). 

В реальных БТП всегда имеется распределённость координат y(l), 
x(l), но если │grady(l)│ невелик или слабо влияет на выходную пере-
менную y(t), то ТП часто рассматривается как сосредоточенный.  

Распределённость координат БТП. Все реальные БТП обладают 
распределёнными в пространстве координатами x(l) = var, y(l) = var и 
тогда соответствующая модель статики/динамики будет содержать в 
себе некоторые частные производные ∂x(l)/∂l ≠ 0, ∂y(l)/∂l ≠ 0. Исполь-
зование уравнений с частными производными вызывает значительные 
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сложности и поэтому их (уравнения) часто стремятся аппроксимиро-
вать обыкновенными дифференциальными равнениями с запаздываю-
щим аргументом или одномерными обыкновенными дифференциаль-
ными уравнениями с производной dy/dl (в задачах расчёта статических 
режимов). 

Стационарность БТП. Технологический процесс/объект называет-
ся стационарным, если основные характеристики/свойства неизменны 
во времени. Понятно, что стационарность является идеализированным 
свойством БТП (все объекты «стареют», при этом ухудшаются их пока-
затели качества и характеристики), но на небольших отрезках времени 
соответствующие изменения качества/свойств объекта могут быть ма-
лыми или несущественными для его использования по назначению.  
В таком случае можно говорить о стационарности БТП на определённом 
отрезке времени и описывать его (БТП) поведение автономными диф-
ференциальными уравнениями типа )),(),(()( atxtyfty =& , где a – па-
раметр, правая часть которых не зависит явно от времени t. Использо-
вание автономных моделей с постоянными параметрами a существен-
но упрощает построение дифференциальных уравнений и их исполь-
зование в типовых задачах математического моделирования. 

Нестационарность БТП. Свойства/характеристики нестационар-
ного ТП изменяются во времени, причём скорость этих изменений мо-
жет зависеть от режима работы объекта, в частности, от вектор-функций 
x(t), y(t); конструкции и материала аппаратуры; действия внешних фак-
торов типа помехи ξ, температуры окружающей среды и т.д. 

Для описания поведения нестационарного объекта применяют 
три типа моделей: 

 

I. ),),(),(()( I tatytxfty =& . 
 

II. ))(),(),(()( II tatytxfty =& . 
 

III. ))(),(),(()()),(),(),(()( III tatytxtatatytxfty ϕ== && . 
 

Уравнение I широко используется в математических задачах,  
где не требуется анализ физико-биохимических явлений и установление 
причин изменения структуры fI во времени. Нестационарное уравнение 
II содержит в правой части fII изменяющийся параметр a(t), но причины 
изменения последнего остаются неизвестными и физически непонятны-
ми. Модели типа II применимы для описания периодических объектов, 
для которых можно найти временную программу a(t), 0 ≤ t ≤ T, по нако-
пленным данным xэ(t), yэ(t), t ∈ [0, T]. Модель III содержит в себе  
уравнение II и дополнительное дифференциальное уравнение 

))(),(),(()( tatytxta ϕ=& , описывающее скорость изменения физико-
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химического параметра a(xэ(t), yэ(t)) = a(t) в зависимости от режима 
работы БТП, т.е. от x(t), y(t). Система уравнений III является стацио-
нарной или автономной (не зависящей от времени t явно), но при этом 
возросла размерность системы (число неизвестных функций) y(t) и a(t), 
потребовалось дополнительное уравнение ))(),(),(()( tatytxta ϕ=&  по 

трудноизмеримым данным aэ(t) (примерами параметра a(t) служат ак-
тивность катализатора, толщина слоя накипи на теплопередающей 
поверхности и т.п.). 

Незначимость физико-биохимических явлений. Если объявить все 
физико-биохимические явления незначимыми и учесть остальные до-
пущения, то будем иметь линейную стационарную модель статики с 
сосредоточенными координатами. При неучёте всех физико-биохими-
ческих явлений получим линейную нестационарную модель динамики 
с сосредоточенными координатами типа 

 

)()()()()()( 12 xftytytatyta =++ &&&  и т.д. 
 

Значимые физико-биохимические явления. Все или некоторые 
значимые/важные физико-биохимические явления могут или должны 
учитываться при исследовании БТП и в первую очередь построении 
математической модели. При этом следует иметь в виду, что каждое 
физико-биохимическое явление описывается соответствующими урав-
нениями, рассматриваемыми в учебных дисциплинах естественно-
научного цикла (физика, химия, физическая химия, теоретическая ме-
ханика, термодинамика и др.). 

Назовём математической моделью (ММ) исследуемого объекта 
функциональную (операторную) зависимость векторов y, x, a, описы-
вающую с определённой точностью поведение БТП во времени и про-
странстве:  

F(x, y, a) = 0,                                            (3.3) 
где F(·) – оператор. 

Параметр a отличается принципиально от координат x, y тем, что 
он неизмерим, но его можно вычислить по известным эксперимен-
тальным данным xэ, yэ, т.е. в векторной форме: a = = a(xэ, yэ). 

Если параметр a входит линейно в F(·), то он называется коэффи-
циентом.  

 

Конечные уравнения 
 

В эти уравнения не входят операции дифференцирования/интег-
рирования. К таким уравнениям относятся алгебраические и трансцен-
дентные равенства или уравнения. 

Алгебраические уравнения конструируются из чисел, символов-
букв и символов алгебраического действия: сложения, вычитания, ум-
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ножения, деления, возведения в степень, извлечения корня, где всюду 
n натуральное число, т.е. n = 1, 2, 3, ... . Алгебраическое уравнение с 
одним неизвестным x имеет такой вид: anx

n + an – 1x
n – 1 + … + a1x + 

+ a0 = 0, где коэффициент an ≠ 0. Аналитическое решение (нахождение 
n «корней») этого уравнения возможно при n ≤ 4, при n > 4 «корни» 
или «нули» определяются численно. Определённая трудность – неус-
тойчивость численного решения – возникает в случае так называемой 
плохой обусловленности системы. Нелинейные алгебраические урав-
нения и особенно их системы решают преимущественно численными 
методами, сталкиваясь при этом с явлениями неустойчивости и мно-
жественности решений или их отсутствия. 

Алгебраические линейные и нелинейные уравнения находят ши-
рокое применение при построении математических моделей статики и 
даже динамики (например, при исследовании характеристических 
уравнений динамических систем), планировании и оптимизации функ-
ционирования технологических объектов, проектировании и конст-
руировании технологической аппаратуры, обработке эксперименталь-
ных данных. 

Трансцендентные уравнения. Эти уравнения включают в себя 
трансцендентные (не алгебраические) функции: логарифмические – lgx; 
тригонометрические – sinx или tgx; показательные – exp{–x} или cx; 
обратные тригонометрические – arcsinx. Примеры трансцендентных 
уравнений: sinx + lgx = x, 2x – lgx = arccosx. Для узкого ряда простей-
ших уравнений известны аналитические решения, но для большинства 
трансцендентных уравнений их решения находят приближёнными или 
численными методами. Трансцендентные уравнения находят ограни-
ченное применение в задачах математического моделирования и обра-
ботке результатов эксперимента. 

 
Обыкновенные дифференциальные уравнения 

 

В структуру дифференциальных уравнений входит неизвестная 
функция y и её производные любого порядка по времени t и простран-
ственным переменным l1, l2, l3. Если уравнение зависит только от y и её 
производных по t, то оно называется обыкновенным дифференциаль-
ным уравнением, если оно зависит от y(t, l i) и производных по t, l i,  
i  = 1, 2, 3, …, то имеем дифференциальное уравнение с частными про-
изводными. 

Простейшее обыкновенное дифференциальное уравнение первого 
порядка можно записать в следующем виде: 

 

0),),(),(( =tatytyF & ,   или   ),),(()( tatyfty =& .           (3.4) 
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здесь первая запись есть общее уравнение, а вторая – разрешённое (от-
носительно производной )(ty& ); а – параметр.  

Решение уравнения (3.4) обращает уравнение в тождество, т.е. ле-
вая часть уравнения будет равна правой в любой момент времени t. 
Число таких решений оказывается бесконечно большим, поэтому для 
получения единственного решения y(t) надо задавать дополнительное 
условие типа y(t = 0) = y(0), называемое начальным. По аналогии диф-
ференциальные уравнения высшего порядка n записываются в таком 
виде: 

( ) 0,,...,,, )()1( =− ayyyyF nn& ,                           (3.4a) 
 

или в формате системы из n уравнений:  
 

( )tayyyfyyyyyyy nnnnn ,,...,,,,...,,, 2113221 ==== − &&&& ,    (3.4б) 
 

где у1 = у. 
Для единственного решения y(t) следует задать n начальных усло-

вий yi(0) ni ,1=  или конечных yi(T) ni ,1=  условий (чисел), где [0, T] – 

интервал определения y(t). Решение уравнения (3.4a) или системы 
(3.4б) с соответствующими начальными условиями существует и 
единственно, если непрерывно дифференцируемая (гладкая) функция 
F(·) удовлетворяет условию Липшица F(·) < L, где L – трудно опреде-
ляемая константа Липшица, т.е. F(·) – ограниченная функция, не об-
ращающаяся в бесконечность при любых значениях аргументов. 

Дифференциальное уравнение называется автономным, если не-
зависимая переменная t не входит явно в функцию F(·) или fn(·): 

 

( ) 0,,...,,, )()1( =− ayyyyF nn& ,   или 
 

( ) 1,1,,...,,,, 2111 −=== + niayyyfyyy nnni && . 

(3.4в) 
 

Автономные уравнения описывают стационарные физико-
биохимические или технологические процессы, свойства (механизма), 
которые не изменяются во времени. Многие стационарные динамиче-
ские явления или процессы характеризуются несколькими перемен-
ными yi(t), i = 1, 2, …, n от одной и той же независимой переменной t. 
Тогда такие процессы описываются системой автономных дифферен-
циальных уравнений: 

( ) niatytytyfty nii ,1,),(...,),(),()( 21 ==&               (3.5) 
 

с начальными условиями yi(t = 0) = yi(0), ni ,1= . 
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Система (3.5) называется нормальной системой, а задача опреде-
ления её решения при заданных начальных условиях и известном па-
раметре a получила название задачи Коши (в честь великого француз-
ского математика О. Коши, доказавшего в 20 – 30 гг. XIX в. теоремы 
существования и единственности решения систем (3.5) и (3.4б), впо-
следствии названные условием Липшица). 

Среди большого числа обыкновенных дифференциальных урав-
нений особое место занимают линейные дифференциальные уравнения, 
удовлетворяющие условиям аддитивности и однородности и обла-
дающие единственной структурой: 
 

],0[),()()(...)()( 0
)1(

1
)1(

1
)( Tttxtyatyatyatya n

n
n

n ∈=++++ −
− ,    (3.6) 

 

где an ≠ 0, a = {a0, a1, …, an} – вектор числовых параметров; x(t) – из-
вестная на отрезке [0, T] функция.  

Для решения уравнения (3.6) должны быть заданы начальные ус-
ловия y(0), y(1)(0), …, y(n)(0), числовой вектор a и натуральное число n, 
называемое порядком уравнения.  

Линейные однородные (при x(t) = 0) уравнения типа (3.6) имеют 
аналитическое решение следующего вида: 
 

∑ =
λ= n

i ii tcty
1

}exp{)( ,                                   (3.7) 
 

где nii ,1, =λ  – некратные (разные) корни характеристического 

уравнения 
anλ

n + an – 1λ
n – 1 + … + a1λ

1 + a0 = 0;                      (3.7a) 
 

ci, ni ,1=  – постоянные интегрирования, вычисляемые через λi и на-
чальные условия y(0), y(1)(0), …, y(n)(0). Решение уравнения (3.7) устой-
чиво по t (т.е. не обращается в бесконечность при t → ∞, если все λi 
отрицательны, кроме того, оно непрерывно зависит от начальных ус-
ловий, коэффициентов a0, a1, …, an и параметров λ1, λ2, …, λn). 

Из анализа формулы (3.7) следует, что решение y(t) линейного 
дифференциального уравнения – нелинейно по параметрам или кор-
ням λ1, λ2, …, λn и, следовательно, по коэффициентам a0, a1, …, an 

уравнения (3.6) (нелинейная зависимость y(t) от ai, ni ,0=  существен-

но затрудняет параметрическую идентификацию модели). 
Необходимо указать, что фактическое использование зависимо-

стей (3.7) для построения точного (не приближённого!) аналитическо-
го решения уравнения (3.6) возможно только при n ≤ 3 – 4, так как 
корни или нули многочлена (3.7а) можно вычислять по формулам при 
n ≤ 4. 
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Среди линейных дифференциальных уравнений типа (3.6) встре-
чаются так называемые «жёсткие» уравнения, для которых характерно 
существенное различие максимального λ+ и минимального λ–корней, 
что приводит к значительным изменениям )(ty&  на разных отрезках 

времени t. Степень «жёсткости» линейного уравнения (3.6) характери-
зуется критерием Тодта T = λ+/λ–, оценивание которого затруднено 
сложностью определения минимального корня λ–, близкого к нулю.  

Жёсткость линейных дифференциальных уравнений заметно за-
трудняет (замедляет) их численное решение в области погранслоя, что 
вынуждает использовать вычислительные алгоритмы с трудоёмкими 
неявными схемами интегрирования. 

В задачах математического моделирования БТП линейные обык-
новенные дифференциальные уравнения (как автономные, так и осо-
бенно неавтономные) чаще всего решают методами Рунге–Кутты 3-го,  
4-го порядка, реже методом Адамса с явными схемами интегрирования 
(для решения жёстких уравнений используют неявные схемы интегри-
рования). Решение нелинейных дифференциальных уравнений, удов-
летворяющих условию Липшица, также выполняется численными ме-
тодами Рунге–Кутты, Адамса. При решении краевых задач для обык-
новенных дифференциальных уравнений, когда известна часть на-
чальных условий y(0) и часть конечных условий y(T), используют ме-
тод «стрельбы» или «прострела», требующий неоднократного интег-
рирования уравнений, или метод прогонки (прямая и обратная прогон-
ка). Отметим возможность неустойчивости в методе «стрельбы». 

Последняя четверть ХХ в. ознаменовалась массовым созданием 
пакетов прикладных программ, предназначенных для математического 
моделирования, оптимизации и проектирования физико-химических и 
технологических процессов и объектов. Такие пакеты впоследствии 
стали именоваться пакетами моделирующих программ. В состав каж-
дого пакета входят: программные реализации типовых математических 
моделей основных и вспомогательных объектов исследуемого процес-
са; программные средства решения конечных/дифференциальных рав-
нений статики/динамики объектов; программы решения конечномер-
ных задач оптимизации; программные средства вычисления физико-
химических параметров уравнений математических моделей; базы 
данных/знаний о свойствах используемых веществ, конструкцион-
ных/режимных параметрах объектов; программные средства представ-
ления результатов моделирования и оптимизации биотехнологическо-
го процесса/объекта. 

Ключевые элементы пакетов моделирующих программ – матема-
тические модели типовых объектов практически всегда нуждаются в 
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серьёзном анализе адекватности по экспериментальным данным, по-
лученным на функционирующем биотехнологическом объекте. После-
дующее обеспечение адекватности модели основано на уточнении фи-
зико-химических параметров уравнений типовой модели, для чего 
также потребуются экспериментальные данные, полученные на спе-
циализированных лабораторных установках. Указанные операции 
весьма трудоёмки, но отказ от их выполнения не гарантирует получе-
ния достаточно точных и надёжных результатов математического мо-
делирования и оптимизации биотехнологического процесса/объекта. 

 
3.2. ПОСТРОЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 

 

После обзорного знакомства с классическими конечными и диф-
ференциальными уравнениями вернёмся к задаче построения матема-
тической модели (ММ) биотехнологического процесса. 

Искомую ММ, как и раньше, будем обозначать так: 
 

F(x, y, a) = 0                                        (3.8) 
 

и полагать, что она включает в себя те или иные конечные и диффе-
ренциальные уравнения в векторной форме: 
 

),,( ayxfy =& ;                                  (3.8а) 
 

f(x, y, a) = 0,                                     (3.8б) 
 

здесь вектор а пока неизвестен и в дальнейшем подлежит определению 

по экспериментальным данным ξ+= yyx ээ , . Неизвестна пока и 

структура F(x, y, a) (или, точнее, f(x, y, a)) уравнений ММ, которую 
придётся выбирать, опираясь на гипотетические знания, аккумулиро-
ванные в физико-биохимической модели БТП. 

Итак, построение ММ биотехнологического процесса заключает-
ся в определении/выборе подходящих в некотором смысле структур 
уравнений типа (3.8а), (3.8б) и идентификации их параметров а* по 

данным ξ+= yyx ээ , , таких, что решения этих уравнений с известны-

ми а* будут в достаточной мере близки к y , свободным от помехи ξ. 

Качество ещё не построенной ММ будем характеризовать сле-
дующими критериями:  

1) трудоёмкость построения ММ;  
2) удобство/простота использования модели;  
3) адекватность/точность ММ.  
Введённые критерии качества ММ будут полезны при принятии 

субъективных решений на различных этапах построения модели. 
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Обобщённая процедура построения абстрактной математической 
модели F(x, y, a) = 0 включает пять этапов. 

1. Выбор структуры F(x, y, a) модели. 
2. Получение экспериментальных данных хэ, уэ об исследуемом 

биотехнологическом процессе/объекте.  
3. Определение вектора параметров а* = а(хэ, уэ) математической 

модели (или параметрический синтез ММ). 
4. Анализ адекватности математической модели F(x, y, a*) = 0 

биотехнологическому процессу/объекту по экспериментальным дан-
ным yx ~,~  независимых экспериментов, т.е. отличных от эксперимен-

тальных данных, по которым проводилась параметрическая идентифи-
кация. 

5. Обеспечение адекватности математической модели F(x, y, a*) = 0. 
Выбор структуры F(x, y, a) = 0 математической модели. Данный 

этап имеет и другое название: структурная идентификация математи-
ческой модели F(x, y, a) = 0. Соответствующая задача структурной 
идентификации ММ заключается в определении структуры F(x, y, a), 
такой, что будущая математическая модель F(x, y, a) = 0 будет описы-
вать поведение исследуемого биотехнологического процесса с допус-
тимой или желаемой погрешностью δж. 

Можно предложить эвристический алгоритм выбора подходящей 
структуры F(x, y, a) и самой математической модели с желаемой по-
грешностью δж. Этот алгоритм базируется на принципе «от простого – 
к сложному» и понятии сложности структуры F(x, y, a). Сконструиру-
ем ряд приемлемых структур F1(x, y, a), F2(x, y, a), …, Fi(x, y, a), …, 
Fm(x, y, a), таких, что в определённом смысле каждая i-я структура 
сложнее (i + 1)-й. В качестве количественного показателя сложности 
структуры можно принять, например, порядок обыкновенной произ-
водной функции y, размерность k вектора a = {a1, a2, …, ak}, число ча-
стных производных и т.д. 

Затем проведём на исследуемом биотехнологическом процес-
се/объекте нужный эксперимент, состоящий из N опытов, и получим 

данные хэ, уэ, где { } { } Njyyxx jj ,1,, ээээ === . 

Далее возможен следующий алгоритм. 
Шаг 1. Возьмём самую простую (минимально сложную) структу-

ру F1(x, y, a), где a – неизвестный вектор-параметр, построим на базе 
F(·) векторное уравнение F1(x, y, a) = 0 и, задавшись произвольным 
параметром a~ , найдём решение )~,(11 axyy = . 

Шаг 2. Решим некоторым регулярным методом задачу парамет-
рической идентификации с использованием экспериментальных дан-
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ных хэ, уэ и решения )~,(11 axyy = , в результате чего найдём параметр 

),,( 1
ээ*

1 Fyxaa = , существенно зависящий от структуры F(·). 

Шаг 3. Подставим параметр *
1a  в уравнение 0),,( *

1
э

1 =ayxF  и 

найдём решение ),( *
1

э
1 axy , где хэ – неиспользованные ранее (на ша- 

ге 2) данные. 
Шаг 4. Вычислим «невязку» (рассогласование) между экспери-

ментальными данными уэ (не использованными на шаге 2) и расчёт-
ными ),( *

1
э

1 axy : 

1

2*
1

э
1

э ),( ρ=− axyy . 
 

Шаг 5. Сравним ρ1 с δж: если ρ1 < δж, то задача структурной и по-
путно параметрической идентификации решены, т.е. построена подхо-
дящая ММ, удовлетворяющая требованиям пользователя; в противном 
случае, т.е. если ρ1 ≥ δж, то возврат к шагу 1 с использованием более 
сложной структуры F2(·), и т.д., до тех пор пока для некоторой струк-
туры Fλ(·), λ ≤ m не выполнится условие ρλ < δж. 

Предложенный эвристический алгоритм весьма трудоёмок и от-
нюдь не гарантирует нахождение подходящей структуры и самой ММ 

по конечному списку структур Fλ(·), т,1=λ . Кроме того, результа-
тивность алгоритма существенно зависит от понятия «сложность 
структуры» и требования существования и единственности решения 

kiai ,1,* =  задачи параметрической идентификации. 

Вернёмся к исходной задаче выбора структуры ММ и преобразу-
ем её в более «узкую» и более определённую задачу эвристического 
выбора подходящей структуры F(x, y, a), наиболее полно учитываю-
щей наши знания о качестве будущей модели. В качестве объектов 
эвристического выбора F(x, y, a) можно рекомендовать следующие 
структуры: формальная, аналитическая, комбинированная. 

Формальную структуру формирует сам исследователь исходя из 
требований наибольшей простоты построения и использования ММ,  
а также удобства обеспечения желаемой точности/погрешности модели. 
Если для решения задачи моделирования нужна ММ типа «вход–выход» 
(по терминологии кибернетики – «чёрный ящик»), не учитывающая 
внутренние физико-биохимические явления в БТП, то формальная 
структура состоит из тех или иных известных конечных (обычно алгеб-
раических) и обыкновенных дифференциальных уравнений: 

 

y = a0 + a1x,   y = a0 + a1x + a2x
2 + … + akx

k, 
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∫∑ τττ−===+
=

tk

i
i

i dxtatykxyaya
01 0

)( )()()(...,,3,2,1, , 
 

где a(t – τ) – ядро уравнения Винера–Хопфа; коэффициенты ai, 

ki ,0= , и ядро a(t – τ) – неизвестные пока величины/функции; пара-
метр k чаще всего задаёт исследователь, базируясь на соображении 
«чем меньше k, тем проще строить математическую модель». 

Формальная структура малоинформативна, она не содержит каких-
либо непосредственных знаний о конструкции и принципе функциони-
рования БТП, режиме работы, происходящих в биотехнологическом 
объекте физико-биохимических явлений и т.д. ММ на базе формальной 
структуры применяется в задачах анализа/синтеза систем автоматиза-
ции, оптимизации БТП с экстремальными статическими характеристи-
ками, среднесрочного планирования/распределения нагрузок биотехно-
логических объектов, обработки и агрегирования экспериментальной 
информации и т.д. Такая модель неприменима для задач конструирова-
ния/проектирования БТП, проектных и конструкторских расчётов обо-
рудования, оптимального конструирования или управления БТП. 

Аналитическая структура F(x, y, a) = 0 в том случае, когда ис-
следователь исходя из целевого назначения технологического объекта 
выбирает из физико-биохимической модели нужный режим функцио-
нирования и те или иные свойства, в том числе обязательно физико-
биохимические явления (см. табл. 3.1). 

Непосредственное формирование аналитической структуры F(x, 
y, a) и соответствующей аналитической модели F(x, y, a) = 0 (где а – 
символ параметра) заключается в использовании известных уравне-
ний, описывающих выбранные физико-биохимические явления, и со-
ставлении/выводе дифференциальных (реже – конечных) уравнений 
баланса субстанции (массы, энергии, импульса) с учётом конструкций 
технологического оборудования (в форме граничных условий) и 
свойств перерабатываемых веществ. Получаемая аналитическая струк-
тура F(x, y, a) включает в себя не только алгебраические операции, но 
и обыкновенные/частные производные, операторы Лапласа, Пуассона 
и др., а соответствующая аналитическая ММ состоит из всевозможных  
нелинейных/линейных обыкновенных дифференциальных уравнений, 
конечных соотношений, параболических и реже – эллиптических/ги-
перболических уравнений. Укажем, что во все эти уравнения входят 
неизвестные коэффициенты/параметры, имеющие, как правило, физи-
ческую или биохимическую трактовку, вдобавок зависящие иногда от 
переменной у и всегда нуждающиеся в определении по эксперимен-
тальным данным хэ, уэ. 
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Аналитическая структура содержит много информации о конст-
рукции и принципах работы БТП, характеристиках, происходящих в 
нём физико-биохимических явлений, и в целом обо всём, что включил 
исследователь в оператор F(x, y, a). Это обстоятельство позволяет ис-
пользовать аналитические ММ для решения разнообразных задач кон-
струирования (оптимального конструирования/проектирования) тех-
нологической аппаратуры, оптимизации и оптимального управления 
БТП, проектных и конструкторских расчётов, планирования и автома-
тизации биотехнологического производства. 

Комбинированная структура F(x, y, a) содержит в себе математи-
ческие элементы из формальной и аналитической структур. При фор-
мировании комбинированной структуры исследователь стремится уп-
ростить/ускорить процедуру построения модели и поэтому принимает 
те или иные допущения: статика или динамика, линейность или нели-
нейность, сосредоточенность координат, стационарность БТП; но од-
новременно он должен учитывать и целевое назначение будущей мо-
дели путём введения в структуру F(x, y, a) уравнений значимых физи-
ко-биохимических явлений (табл. 3.1). Таким образом, комбинирован-
ная структура и соответствующая ей модель F(x, y, a) = 0 содержат в 
себе «формальные» равенства, формулы с абстрактными параметрами а 
и математические зависимости/уравнения с физически трактуемыми 
параметрами a , характеризующими значимые физико-биохимические  
явления. 

Использование комбинированной структуры F(x, y, a) позволяет 
по сравнению с аналитической структурой уменьшить трудоёмкость 
построения ММ, упростить процедуру обеспечения адекватности мо-
дели, но одновременно сузить область её применимости. 

Известные способы получения экспериментальных данных хэ, уэ 
можно разделить по месту проведения опытов на две группы: производ-
ственные/технологические эксперименты и лабораторные эксперименты. 

Производственный/технологический эксперимент проводится на 
функционирующем (работающем) БТП с использованием активного 
или пассивного способа получения нужной информации хэ, уэ. Выбор 
того или иного способа осуществляется исследователем с учётом сте-
пени безопасности и организованности/стабильности БТП, необходи-
мой длительности наблюдения и бюджета времени на проведение 
опытов. Отметим, что получаемые в производственных условиях дан-
ные уэ(t) зависят от случайной неизмеримой помехи ξ и влияния неиз-
вестных исследователю факторов. 

Лабораторный эксперимент проводится активным способом на 
специализированных лабораторных стендах, в каждом из которых 
имеет место один, а хуже – два физико-биохимических процесса (типа 
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диффузия, теплопроводность, биохимическая реакция, массообмен и 
т.п.) из числа значимых явлений, указанных в табл. 3.1 физико-

биохимической модели БТП. Обозначим через ээ , pp yx  – результаты 

исследования моноявления на каждом p-м лабораторном стенде, p = 1, 
2, …, M. Независимость каждого p-го явления от других физико-био-
химических процессов обеспечивается конструкцией лабораторного 
стенда и методикой экспериментирования. В лабораторных условиях 
удаётся, как правило, устранить или уменьшить случайную помеху и 
погрешность измерения x(t), y(t) за счёт использования прецизионных 
датчиков и приборов. Вследствие этого получаемые результаты опы-

тов Mpyx pp ,1,, ээ =  оказываются независимыми от помехи ξ и влия-

ния других неизвестных факторов/явлений, т.е. «чистыми», и пред-
ставляют определённую научную ценность, так как могут использо-
ваться для конструирования/проектирования различных БТП, в кото-
рых имеют место аналогичные явления. 

Итак, результатом трудоёмкого активного/пассивного или произ-
водственного/лабораторного эксперимента являются эксперименталь-
но-числовые данные хэ, уэ или функциональные данные хэ(t), yэ(t),  
t ∈ [0, T], используемые в дальнейшем для решения задач параметри-
ческой идентификации и обеспечения адекватности ММ.  

Внимание! В этих задачах используются независимые эксперимен-
тальные данные, поэтому разобьём полученную выборку хэ, уэ на две 
примерно равные группы с объёмами N1 и N2, N1 + N2 = N и обозначим 

их так: хэ, уэ и yx ~,~ . Данные 1
ээ ,1,, Niyx ii =  будем использовать  

в задаче параметрической идентификации ММ, а 2,1,~,~ Niyx ii =  –  

в задачах анализа и обеспечения адекватности модели. 
Более подробно и доказательно методы построения ММ технологи-

ческих процессов изложены в книге под редакцией В. С. Балакирева [9]. 
 

3.3. ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ИДЕНТИФИКАЦИЯ  
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

 

Конкретизируем наши знания о биотехнологическом процессе/ 
объекте. Нам известны экспериментальные данные хэ, уэ, характери-
зующие статический или динамический режим работы БТП. В первом 

случае имеем числовые векторы 1
ээ ,1,, Niyx ii = , во втором случае 

имеем вектор-функции ],0[,,1),(),( 1
ээ TtNitytx ii ∈= , Т – длитель-

ность опыта. Напомним, что хэ измерен точно, а ξ+= yyэ , где y  – 
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точная реакция БТП на воздействие хэ, ξ – случайная помеха с нуле-
вым средним и конечной дисперсией σ2. 

Кроме того, известна обобщённая математическая модель F(x, y,  
a) = 0, которую в дальнейшем будем представлять в форме обыкно-
венного дифференциального уравнения (для описания динамики БТП) 
или конечного уравнения (для описания статики): 
 

y& = f(x(t), y(t), a);                                 (3.8в) 
 

f(x, y, a) = 0,                                    (3.8г) 
 

где y и x – векторы n и m переменных; параметр a = { a1, a2, …, aj, …, 
ak}, k – известное натуральное число, k < N1, или иногда k = N1; компо-
ненты вектора a ограничены сверху и снизу; вектор-функция f(·) удов-
летворяет условию Липшица и решение y(t, a) = y(t, a, x(t), y(0)) урав-
нения (3.8в) существует и единственно. 

Аппроксимационная параметрическая идентификация ММ. Под-
ставим в дифференциальное уравнение (3.8в) известную вектор-функ-
цию хэ(t) и найдём его численное решение y(t, a) = y(t, a, xэ(t), yэ(0)) при 
начальных условиях yэ(0). Сформулируем задачу параметрической 
идентификации уравнения (3.8в): найти параметр а*, такой, что решение 
y(t, a*) дифференциального уравнения (3.8в) будет максимально близко 
в среднем на интервале времени [0, T] к функции )(ty , т.е. 

 

( ) 0)(),(
0

2* ≈−∫
T

dttyaty . 
 

Однако функция )(ty , являющаяся реакцией БТП на воздействие 
xэ(t) при отсутствии помехи ξ(t), неизвестна, поэтому мы вынуждены в 
дальнейшем использовать экспериментально полученную аддитивную 

смесь )()()(э ttyty ξ+= . Запишем задачу параметрической идентифи-

кации в следующей форме: найти a* ∈ Λ, такое, что 
 

( ) )(min)(),()(
0

2э** adttyatya a

T
Φ=−=Φ Λ∈∫ ,          (3.9) 

 

здесь а принадлежит некоторому открытому (незамкнутому) ограни-
ченному и выпуклому множеству Λ, задаваемому неравенствами 

+− << tt aaa , где −
ta  и +

ta  – нижняя и верхняя грани Λ, известные из 
физических соображений для каждого конкретного БТП.  

Задача параметрической идентификации дифференциального 
уравнения (3.8в) сводится к известной аргументной оптимизационной 
задаче нахождения параметра а*, доставляющей безусловный минимум 
функции многих переменных Ф(а). Аргументная оптимизационная 
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задача (3.9) непрерывной гладкой функции Ф(а) всегда разрешима при 

замкнутом множестве Λ (что возможно при известных −
ta , +

ta ) и ус-
тойчива относительно малых возмущений xэ(t), yэ(0) и ошибок расчёта. 
Однако общее число решений а* может быть разным:  

1) если Ф(а) невыпукла, то число точек а* произвольное;  
2) при выпуклой Ф(а) может быть сколь угодно много или одна 

точка а*;  
3) если Ф(а) строго выпукла, то точка а* единственна.  
Численное исследование степени выпуклости функции многих 

переменных (k ≥ 2…3), заданной алгоритмом вычисления, связано со 
значительными трудностями и фактически неприменимо в задачах 
математического моделирования. 

Параметрическая идентификация векторного уравнения стати-
ки. Пусть задано уравнение (3.8г) вида f(x, y, a) = 0, где x = { xγ}, 

m,1=γ , y = { yρ}, n,1=ρ , a = { aj}, kj ,1=  – числовые векторы с 
известными размерностями m, n, k и известны экспериментальные 

данные 1
ээ ,1,, Niyyx iii =ξ+= , i – номер опыта, причём N1 > k  

(и даже N1 >> k), а векторы э
iy  независимые (линейно независимые). 

Требуется найти параметр a* ∈ Λ, такой, чтобы решение ( )*э , аxy ii  

уравнения f(xэ, y, a) = 0 было максимально близко в среднем вектору 

iy , 1,1 Ni = . 

За неимением значений iy  сформируем функцию Ф(а)k – пере-
менных a = { a1, a2, …, ak}: 

( )( ) ( )( )∑ ∑∑ = ρ ρρ=
−=−=Φ 11

1

2ээ

1
1

2ээ

1

,
1

,
1

)(
N

i

n
iii

N

i iii yaxy
N

yaxy
N

a , 

(3.10) 

где ( ) 1
э ,1,, Niaxy ii =  – решение конечного векторного уравнения 

(3.8г) с x = э
ix  и параметром a ∈ Λ и, применяя какие-либо итерацион-

ные процедуры нулевого/первого порядка, будем искать minΦ и, соот-
ветственно, одну или несколько точек a* ∈ Λ, на которых, возможно, 

выполняется приближенное условие ( ) yaxyi ≈*э , . В данной задаче 

требуется на каждой итерации k + 1 раз численно решать N1-мерную 
систему конечных уравнений. 

Более подробно и доказательно вопросы структурной и парамет-
рической идентификации ММ изложены в книге под редакцией  
В. С. Балакирева [9]. 
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3.4. АНАЛИЗ АДЕКВАТНОСТИ МОДЕЛИ  
БИОТЕХНОЛОГИЧЕСКОГО ПРОЦЕССА 

 

На данном этапе построения ММ нам известно векторное уравне-
ние ),,()( *ayxfty =& , параметр a* которой определён по эксперимен-

тальным векторным данным 1
ээ ,1),(),( Nitytx ii = , а также линейно  

независимые и неиспользованные ранее результаты измерений 

2,1),(~),(~ Nitytx ii =  (здесь i – номер опыта или измерения, N1 + N2 = N – 

общее число измерений). Кроме того, известна желаемая/допустимая 
погрешность δж будущей модели. 

Для оценивания адекватности ММ необходимо определить её 
фактическую среднюю квадратическую ошибку (СКО) по эксперимен-

тальным данным 2,1),(~),(~ Nitytx ii = . Пусть БТП описывается век-

торным дифференциальным уравнением (3.8в): ),,()( *ayxfty =& , ре-

шение которого при )(~)( txtx ii = , )0(~)0( ii yy =  имеет вид ( )*,~, axty ii , 

t ∈ [0, T], 2,1 Ni = . Далее вычислим СКО математической модели ди-

намики: 

( ) ( )( ) 2
1

2

2
1 0 2

2**д
ММ /,~,)(~

2

1
,~,~








 −=−=δ ∑ ∫=
N

i

T

ii
L

Ndtaxtytyaxtyy , 

(3.11) 
 

размерность которой должна совпадать с физической размерностью 
вектор-координаты y(t) (если компоненты вектора y(t) имеют разные 
физические размерности, то следует преобразовать их в безразмерные 
функции путём деления каждой компоненты yp(t) на базовую величину 

npyp ,1,б = , n – число компонент y(t); L2 – нормированное простран-

ство). 

СКО модели статики с
ММδ  вычисляется по той же формуле, что и 

д
ММδ , однако в последней снимается символ интегрирования и исполь-

зуется числовой вектор ( )*,~, axtyi , 2,1 Ni = . 

Математическая модель динамики ),,()( *ayxfty =&  считается 

адекватной БТП на базе экспериментальных данных yx ~,~ , если 
 

( ) ж
*д

ММ
2

,~,~ δ<−=δ
L

axtyy .                          (3.12) 
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Аналогично: математическая модель статики f(x, y, a*) = 0 будет 
адекватной БТП на базе данных yx ~,~ , если 
 

( ) ж
*с

ММ ,~,~ δ<−=δ
Е

axtyy .                          (3.12a) 
 

Отметим, что д
ММδ ≠ с

ММδ  в общем случае. 
Более подробно и доказательно вопросы анализа и обеспечения 

адекватности математической модели изложены в книге под редакцией 
В. С. Балакирева [9]. 

 
3.5. ТИПОВЫЕ ЗАДАЧИ МАТЕМАТИЧЕСКОГО  
МОДЕЛИРОВАНИЯ ПРОЕКТИРУЕМОГО  
БИОТЕХНОЛОГИЧЕСКОГО ПРОЦЕССА 

 

Миссия проектируемого биотехнологического процесса заключа-
ется в рациональном или экономически оптимальном и безопасном 
преобразовании определённого количества исходных веществ с ис-
пользованием биологического агента (микроорганизмов, изолирован-
ных клеток, ферментов или клеточных органелл) в конечные продукты 
заданного качества. Проектирование БТП традиционно осуществляет-
ся в несколько последовательно реализуемых этапов, основными из 
которых являются предпроектные исследования, разработка техниче-
ского задания и непосредственное техническое проектирование объек-
та. Далее будем считать, что техническое проектирование завершено и 
нам известна следующая информация о процессе, аккумулированная в 
технологическом регламенте:  

− предварительное технико-экономическое обоснование способа 
получения конечного продукта;  

− характеристики и свойства исходных (сырьевых) веществ, 
промежуточных и конечных продуктов;  

− физико-биохимические механизмы/основы и принципиальная 
технологическая схема БТП;  

− перечень технического оборудования/аппаратуры и их основ-
ные характеристики (технические паспорта);  

− исходные данные для составления уравнений баланса (массы, 
энергии, импульса) по всему БТП;  

− рекомендуемые режимы функционирования биотехнологиче-
ского процесса и критерии их оптимальности;  

− разработанная аналитическая модель динамики и статики ста-
ционарного технологического процесса;  
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− рекомендации для проектирования систем автоматизации и 
контроля (перечни координат, подлежащих автоматическому регули-
рованию/контролю);  

− желаемые показатели надёжности/восстановления систем ав-
томатизации и технической аппаратуры;  

− методы и параметры очистки/ликвидации вредных отходов и 
выбросов. 

Вместе с тем в технологическом регламенте часто отсутствуют: 
рекомендации по пускам и плановым/аварийным остановкам БТП; 
результаты оптимизации и расчёта надёжности автоматизированного 
оборудования и систем автоматизации/стабилизации; не показана воз-
можность оптимизации  и определения технико-экономических пока-
зателей в режиме реального времени и др. Большинство указанных 
«недоделок», однако, может быть выполнено при наличии математи-
ческой модели БТП с помощью математического моделирования и 
вычислительного эксперимента на ЭВМ. 

 
Математическое описание автоматизированного 

биотехнологического процесса 
 

Изменения координат автоматизированного БТП описываются 
векторным дифференциальным уравнением 

 

)),(),(),(()( atutytxfty =&                            (3.13а) 
 

где { }mjtxtx j ,1),()( ==  – вектор входных (независимых) координат; 

{ }nityty i ,1),()( ==  – вектор выходных (зависимых) координат; 

{ }njtutu j ,1),()( ==  – вектор управляющих координат (далее управ-

лений); { }raa ,1, =ρ= ρ  – вектор-параметр; { }niff i ,1),()( =⋅=⋅  – 

вектор-функция, непрерывно дифференцируемая по всем аргументам 
х, у, и, а. 

Уравнение (3.13а) разрешимо, если определены x(t), a, u(t), а при 

задании начального условия { }niyy i ,1),0()0( ==  оно будет иметь 
единственное решение y(t, x, u, a). Векторы x(t), y(0) определяются ус-
ловиями задач моделирования, вектор-параметр a находят при по-
строении математической модели, а управление u(t) формирует авто-
матическая система регулирования (АСР), которая в нашем случае 
осуществляет стабилизацию выходных переменных объекта, описы-
ваемых вектор-функцией y(t). Математическая модель линейной АСР 
такова: 
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)()()(;)()()()( здн2010 tytyttcdttctctu
t

−=εε+ε+ε= ∫ & ,       (3.13б) 
 

где с0, с1, с2 – параметры настройки регуляторов; уздн – вектор незави-
симых заданий регуляторам АСР, уздн(t) ≡ уздн = const для задачи стаби-
лизации y(t). 

Система уравнений (3.13а), (3.13б) замкнута, разрешима и имеет 
единственное решение y(t, x(t), y(0), уздн). Запишем систему (3.13а), 
(3.13б) в нормальной форме: 

 

( ) rmjniatutytxfty iijii ,1,,1,,1,),(),(),()( =ρ=== ρ& ; 
 

)()()()( 2010 tcdttctctu ii

t

iiiii ε+ε+ε= ∫ & ; 
 

nitytyt iii ,1),()()( здн, =−=ε , 

(3.13) 
 

и назовем выражение (3.13) математической моделью автоматизиро-
ванного биотехнологического процесса/объекта. 

Рассмотрим более подробно аргументы правых частей системы 
(3.13), опуская по возможности термин «вектор». Входная координата 
х(t) принадлежит ограниченному открытому множеству Х кусочно-
непрерывных функций и состоит в общем случае из трёх компонент: 
хн(t), )(~ tx  и ξ(t). Функция хн(t), называемая далее «нагрузкой», вклю-

чает в свой состав переменные хj(t), j = 1, 2, 3, …, определяющие про-
изводительность ТП и качество получаемого продукта; нагрузка хн(t) 
измерима и управляема оператором или автоматизированной системой 
управления ТП. Функция )(~ tx  оказывает слабое влияние на произво-

дительность ТП, чаще всего она линейно зависима от хн(t) и тогда счи-
тается измеримой (иногда )(~ tx  называют возмущением режима рабо-

ты ТП). Третья функция ξ(t) неизмерима и случайна; гипотетично бу-
дем рассматривать её как низкочастотный стационарный случайный 
процесс с постоянным средним значением и конечной дисперсией. 
Помеха ξ(t), так же как и )(~ tx , оказывает слабое влияние (возмуще-
ние) на y(t), которое частично компенсируется управлением u(t). 

Управление u(t) принадлежит ограниченному замкнутому множе-
ству U кусочно-непрерывных функций; функция u(t) измерима, может 
достигать граничных значений множества U; u(t) явно зависит от y(t), 
уздн и вектора настроек регулятора c = { c0, c1, c2}, которые устанавли-
ваются оператором ТП такими, что замкнутая система (3.13) была ус-
тойчива и ε(t) = y(t) – уздн → 0 при t → ∞. 
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Вектор-параметр a = { aρ, ρ = 1, 2, 3, …} принадлежит ограничен-
ному замкнутому множеству Λ из числового евклидова пространства 
(граничные значения aρ обычно неизвестны и поэтому не используют-
ся в задачах моделирования). Отдельные компоненты aρ характеризу-
ют те или иные физико-химические явления и технологические/техни-
ческие решения (операции), включённые в структуру математической 
модели (3.13). Эти параметры определяют по лабораторным экспери-
ментальным данным или заимствуют из различных литературных ис-
точников, что не гарантирует их точность и надёжность (чаще всего a 
зависит от y(t) или x(t), но далее принимаем aρ = const, ρ = 1, 2, 3, …). 

Функция y(t) принадлежит ограниченному открытому множест- 
ву Y из нормированного пространства L2(0, T) функций, интегрируе-
мых с квадратом, однако она дифференцируема всюду (т.е. «гладкая»); 
y(t) измерима, причём величина или норма функции такова: 
 

2
1

2 0

21 )( 






= ∫
− T

L
dttyTy , 

 

где [0, T] – отрезок наблюдения y(t).  
При наличии помехи ξ(t) в x(t) функция y(t) может быть искажена 

аддитивным случайными процессом, соизмеримым с погрешностью 
вычисления и измерения выходной координаты ТП. 

Вернёмся к анализу вектор-функции )()),(),(),(( ⋅= fatutytxf . 

Обычно f(·) cодержит несущественные нелинейные зависимости, кото-
рые многократно дифференцируемы  по переменной y и, следователь-
но, могут разлагаться в ряд Тейлора, что позволяет впоследствии про-
водить линеаризацию «в малом» уравнений (3.13). При этом надо пом-
нить, что любая линеаризация означает снижение точности линейного 
дифференциального уравнения. Основная слабость исходного уравне-
ния (3.13а) – низкая точность, связанная с его происхождением. Это 
уравнение построено аналитическим методом, базирующимся на фун-
даментальных законах сохранения субстанции (массы, энергии, им-
пульса), учёте ряда физико-биохимических явлений и технологических 
операций, осуществляющихся в известных конструктивных форматах. 
При выводе уравнений баланса субстанции всегда принимается ряд 
допущений и гипотез об учёте/неучёте тех или иных физико-
биохимических явлений, направленных на упрощение структуры 
функции f(·) и определения параметров aρ, ρ = 1, 2, 3, …, что приводит 
к заметному снижению точности уравнения (3.13а). Анализ адекватно-
сти системы (3.13а) невозможен из-за отсутствия экспериментальных 
данных о динамике проектируемого БТП. По экспертным оценкам от-
носительная средняя квадратическая ошибка описания динамики 
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функционирующего БТП аналитическим уравнением (3.13а) не ниже 
10…15%. Эту оценку погрешности следует помнить при численном 
решении системы (3.13) и решении прикладных задач математическо-
го моделирования проектируемого БТП. 

Рассмотрим далее вопросы нахождения единственного решения 
системы (3.13a), полагая в ней для простоты анализа постоянными 
векторы x, u, a. Известно, что для единственности решения y(t), 
0 ≤ t ≤ T, исходной системы )),(),(),(()( atutytxfty =&  необходимо 

знание вектора начальных условий { }niyy i ,1),0()0( == , значения 
yi(0) которого определяются экспертами при постановке задач матема-
тического моделирования. Однако в ряде случаев (чаще всего в зада-
чах синтеза) задаются n конечных (краевых) условий yi(T), ni ,1= , 

или K начальных yi(0), Ki ,1= , K < n, и n – K краевых условий yi(T), 

nKi ,1+= , что заметно затрудняет численное решение системы 

(3.13а). Покажем некоторые способы преобразования таких краевых 
задач к исходной системе (3.13а) с известными начальными условиями 

yi(0), ni ,1= . 

Пусть заданы только краевые условия yi(T), ni ,1= . Преобразуем 

систему (3.13а) к такому виду, что её решение y(β) начиналось в нулевой 
момент «обратного» времени β = 0 и заканчивалось при β = T. Примем 
для этого t = T – β и после подстановки t в уравнение (3.13а) получим 
«обращённое» уравнение ),),(,()( auTyxfy β−−=β&  с начальным 

условием y(β = 0) (или yi(β = 0), ni ,1= ). Интегрировать такое уравне-
ние надо осторожно и с повышенной точностью (так, например, для ли-
неаризованных исходных уравнений «обращённые» равенства будут 
неустойчивыми из-за смены знака их собственных чисел). 

Рассмотрим более сложный случай, когда задано одно краевое ус-

ловие, например y1(T) и n – 1 условий yi(0), ni ,2= . Зададим произ-
вольное условие y1(0) и, проинтегрировав на отрезке [0, T] уравнение 

(3.13а) с начальными условиями y1(0), yi(0), ni ,2= , получим вектор-

решение ( ) ( ){ }niytyytyty ii ,2,)0(,,)0(,)( 11 == . Далее найдём значе-

ние )0(*
1y , такое, что функция ( ) ( )2

111)0(
*
1 )0(,)(min)0(

1
yTyTyy y −=Φ  

при связи в форме равенства (3.13а). Данная оптимизационная аргу-
ментная задача разрешима, но при невыпуклой/выпуклой функции 
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Ф(у1(0)) число решений )0(*
1y  может быть произвольным: поиск зна-

чения )0(*
1y , обеспечивающего выполнение условия ( ) 0)0(*

1 ≈Φ y , мо-

жет быть выполнен методом сканирования. 

Если задано K, 2 ≤ K ≤ n – 1, краевых yi(T), Ki ,1= , и n – K на-

чальных yi(0), nKi ,1+= , условий, то соответствующая аргументная 

задача поиска недостающих условий yi(0), Ki ,1= , будет такой: найти 

вектор { }Kiyy i ,1),0()0( **
н == , такой, что функция K переменных 

 

( ) 0))0(,()(min)0(
2

1)0(
*
н ≈−=Φ ∑ =

K

i iiiy yTyTyy
i

 
 

при связи в форме равенства (3.13а). Здесь ))0(,( ii yTy , Ki ,1=  – зна-
чения при t = T решения уравнения (3.13а) с начальными условиями 

yi(0), ni ,1= . Данная задача разрешима, но из-за невыпуклости 

Ф(ун(0)) (и, возможно, её «овражности») имеет сколь угодно много 
(множество) стационарных точек, что затрудняет применение гради-

ентных методов поиска )0(*
нy , обеспечивающих близость ( ))0(*

нyΦ  к 

нулю. Если имеется линейная версия уравнения (3.13а), то с помощью 
известного метода «прогонки» можно найти для неё недостающие на-

чальные условия yi(0), Ki ,1= , которые затем использовать как «хо-

рошие» начальные приближения для градиентного поиска начальных 

условий )0(*
iy  для нелинейной системы (3.13а), что заметно уменьшит 

трудоёмкость аргументной задачи. 
Непосредственное решение уравнения (3.13а) с начальными усло-

виями yi(0), ni ,1= , осуществляется известными методами Эйлера, 
Рунге–Кутты 4-го порядка и иногда Адамса, программные реализации 
которых имеются во всех математических пакетах прикладных про-
грамм (ППП). При этом процесс решения можно разделить на два эта-
па: на первом этапе интегрирование уравнения (3.13а) осуществляют 
быстрым, но не очень точным явным методом Эйлера или более точ-
ным модифицированным методом Эйлера, подбирая эксперименталь-
но схему, шаг h и отрезок [0, T] интегрирования, а также погрешность 
счета δ. Если при постоянном δ наблюдается резкое уменьшение h 
(или при фиксированном h существенно возрастает δ), то уравнение 
(3.13а) жёсткое и надо использовать неявную схему интегрирования, 
что значительно увеличивает затраты процессорного времени. На вто-
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ром этапе при решении конкретных задач моделирования следует ис-
пользовать в основном явный метод Рунге–Кутты 4-го порядка с по-
стоянным шагом h и переменной погрешностью δ, меньшей допусти-
мой ошибкой счета ε (для интегрирования жёстких уравнений надо 
использовать неявный метод Рунге–Кутты 4-го порядка). 

 
Анализ динамических свойств проектируемого процесса 

 

Динамические свойства функционирующего БТП традиционно 
оценивают по экспериментальным переходным процессам, возникаю-
щим в технологическом объекте при резком изменении нагрузки, про-
ведении операций пуска/останова, случайных полных/частичных отка-
зах технологического оборудования и/или автоматических систем ре-
гулирования (стабилизации). Знание основных характеристик экспе-
риментальных переходных процессов позволяет повышать ремонто-
пригодность БТП, оптимизировать его технико-экономические показа-
тели (в частности, себестоимость и КПД), улучшать эффективность 
работы АСР [9]. 

На этапе проектирования такие характеристики динамики можно 
приближённо определять при имитационном моделировании переход-
ных процессов. Для анализа переходных процессов используем век-
торное нелинейное уравнение динамики (3.13):  

 

))(()();),(),(),(()( здн0н уtусtuatutytxfty −==& , 
 

здесь нагрузка хн(t) принимает минимальное −
нх , оптимальное (рабо-

чее) р
нх  и максимальное +

нх  значения; управление u(t) также принима-
ет значения u–, up, u+; выходная координата y(t) в установившемся со-
стоянии объекта принимает установившиеся (статические) значения y–, 

yp, y+; аналогично вектор { }+−= здн
р
зднзднздн ,, уууу ; c0 – вектор-параметр 

П-регуляторов, обеспечивающих быструю неколебательную стабили-
зацию y(t) на уровне уздн.  

Выполним математическое моделирование «малых» (по амплиту-
де) переходных процессов y(t) в проектируемом процессе, обусловлен-
ных действиями многочисленных АСР. Пусть БТП находится в стати-
ческом оптимальном/рабочем состоянии, когда у(0) = ур = const, 
u(0) = uр = const. Нанесём в момент t = 0 малое ступенчатое возмуще-
ние ∆xн, осуществим численное интегрирование уравнения (3.13) с 
параметрами xн + ∆xн, у(0) = ур, а, ир на отрезке времени [0, Ti], где Ti – 

время «затухания» переходного процесса i-й координаты yi, ni ,1=  

(напомним, что 
iTy  определяется из условия 0)( ≈iTy& ). Кривую раз-
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гона yi(t) – yp по каналу xн → yi разделим на ∆xн и назовём единичной 

переходной функцией hi(t), ni ,1=  (при ∆xн = (5…10)% от xн канал 

xн → yi обычно линеен в малом). 

Функции hi(t), ni ,1= , чаще всего нужны для выбора наиболее 
эффективного канала. Для этого определим размерные чувствительно-

сти Ψi(t, ∆xн) = ∂yi(t)/∂∆xн(t), ni ,1= , затем найдём логарифмические 

(безразмерные) функции чувствительности Фi(t, ∆xн) = Ψi(t, ∆xн)× 

×∆xн/уi(t), ni ,1= , и, наконец, вычислим величины этих чувствитель-

ностей или нормы ( ) 2
1

2 0

2
н

1
н ),(),( 







 ∆Φ=∆Φ ∫
− iT i

i
L

i dtxtTxt , ni ,1= . 

Здесь верхний индекс означает номер канала, а ∆xн в аргументах Ψ и Φ 
показывает переменную, по которой дифференцируют yi(t). Канал с 
наибольшей нормой считается самым чувствительным или эффектив-
ным (отметим, что для строго линейных каналов вместо норм можно 

использовать коэффициенты усиления ki(t) = hi(Ti), ni ,1= ). 

Аналогично находятся кривые разгона hi(t, ∆uj) по каналам  

uj → yi, nj ,1= , ni ,1= . В этом случае уравнение (3.13) интегрируется 
с параметрами xн = const, у(0) = ур = const, и(0) = ир = const; малое воз-

мущение ∆uj наносится по каналу uj → yi, nj ,1= , ni ,1= ; затем ре-

гистрируются функции hi(t, ∆uj) на отрезке [0, Ti], ni ,1= . и вычисля-

ются функции чувствительности Ψi(t, ∆uj) = ∂yi(t)/∂uj, Φi(t, ∆uj) = 

=Ψi(t, ∆uj)/yi(t) и их нормы ( ) 2
1

2 0

21 ),(),( 






 ∆Φ=∆Φ ∫
− iT

j
i

i
L

j
i dtutTut , 

ni ,1= , nj ,1=  (если размерность n вектора u(t) велика, то можно 

использовать меньшее число каналов, например, такие, у которых диа-
пазон изменения uj наибольший и «статика» будет малой). 

При численном определении функции hi(t, ∆uj) по каналу uj → yi 
полезно одновременно регистрировать и другие кривые разгона yλ(t) 

или hλ(t, ∆uj) по каналам uj → yλ, где λ ≠ i, n,1=λ . Если функция  

hλ(t, ∆uj) мала относительно hi(t, ∆uj) (в смысле ihh <λ  или 

ihh <<λ ), то канал uj → yi автономный (независимый), иначе канал 

uj → yλ и переходную функцию hλ(t, ∆uj) следует учитывать при анали-
зе системы автоматизации БТП. 
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Ранее для линейных или линеаризованных в малом статических 
характеристик получены при ∆uj = 1 единичные переходные функции  
hi(t, ∆uj), не равные нулю при i = j  и пренебрежимо малые (в смысле 

0≈ih ) или равные нулю при i ≠ j, nj ,1= . Переобозначим первые 

функции так: hii(t, 1) = hii(t), а соответствующие им каналы uj → yi на-
зовём автономными. Если для некоторых каналов возмущение ∆uj 
влияет на yi и yi + 1, то имеют место две переходные функции: hii(t) и 
hi + 1, i(t, ∆uj) = hi + 1, i(t), а соответствующие каналы ui → yi и ui → yi + 1 
назовём связанными. Для БТП со сложными физико-биохимическими 
процессами возможен следующий вариант взаимодействия каналов: 
ui → yi и ui → yi + 1, ui + 1 → yi + 1 и ui + 1 → yi; такие каналы называют 
взаимосвязанными, а соответствующие расчётные динамические ха-
рактеристики обозначаются так: hi + 1, i(t) и hi, i + 1(t). 

Далее нам понадобятся динамические характеристики по каналу 

xн → yi, ni ,1= , получаемые при малых ступенчатых изменениях 

∆xн ∈ Xн и регистрации кривых разгона, а затем единичных переход-

ных функций hi(t, ∆xн), где ∆xн = 1, ni ,1= . Некоторые из переходных 

функций могут иметь «ёмкостное» (или реже – «транспортное») запаз-
дывание τ, которое можно определить при визуальном анализе кривых 
разгона и выделить (удалить) из h(t) путём переноса начала координат 
в точку t = τ. Впоследствии при моделировании АСР запаздывание 
необходимо вводить в управление u(t – τ). 

Перейдём далее от временных динамических характеристик h(t) к 
линейным дифференциальным уравнениям (ДУI, ДУII, ДУIII), соответ-
ственно: 

)(1)()( 01 ttyatya =+& , )(1)()()( 012 ttyatyatya =++ &&& , 

)(1)()()()( 0123 ttyatyatyatya =+++ &&&&&& , 

где 1(t) = 1 при t ≥ 0, 1(t) = 0 при t < 0; aI = {a0, a1}; aII = {a0, a1, a2}; 
aIII  = {a0, a1, a2, a3} – вектор-коэффициенты ДУ.  

При наличии единичной переходной функции h(t), 0 ≤ t ≤ T – ко-

эффициент a0 = h(T), где T определяется из условия h& (T) ≈ 0, когда все 
производные равны нулю. Остальные коэффициенты a1, a2, a3 найдём 
следующим образом. 

Построим три функции [ ]∫ γ
−

γγ −=Φ
T

dtatythTa
0

21 ),()()( , γ = I, II, 

III, где h(t) – единичная переходная функция; y(t, aγ) – решение ДУγ, 
γ = I, II, III, при известном а0 и начальном условии уγ(0) = 0, γ = I, II, III. 
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Найдём *
Ia , такое, что функция )(min)( II

*
II 1

aa a Φ=Φ , затем вы-

числим относительную среднюю квадратическую ошибку (СКО) ап-

проксимации ( ) 2
1

)( *
III aΦ=σ  и сравним её с достаточно большой до-

пустимой СКО σж: если σI < σж, то задача решена и динамика канала 
описывается уравнением ДУI: )(1)()( 0

*
1 ttyatya =+& ; иначе при σI ≥ σж – 

переход к следующему этапу. Найдём *
IIa , такое, что функция 

)(min)( IIII,
*
IIII 21

aa aa Φ=Φ . Затем вычислим ( ) 2
1

)( *
IIIIII aΦ=σ  и срав-

ним с σж: если σII < σж, то задача решена и найдено аппроксимирующее 
уравнение ДУII с коэффициентами *

2a , *
1a  и *

0a ; иначе при σII ≥ σж 

осуществляется переход к минимизации ΦIII(aIII) и т.д. до определения 
*
IIIa  и σIII  < σж; если σIII  ≥ σж, то целесообразно увеличить σж и повто-

рить третий этап. Здесь всюду σж = (0,05...0,10 или 0,15)hmax.  
Задачи минимизации Φγ(аγ), γ = I, II, III  разрешимы, всегда устой-

чивы и при выпуклых Φγ(аγ) почти всегда имеют единственный мини-

мум Φ*(а), достигаемый при разных *
γа , что не имеет особого значения 

для данной задачи из-за низких требований по точности ДУ; при не-
выпуклых Φγ(аγ) за решение задачи надо выбирать *

γа , такое, что 

( )*
γγΦ а  минимально. 

Для минимизации ΦI(аI) следует применять метод сканирования, 
для поиска минимума ΦII(аII) и ΦIII(аIII) можно использовать метод гра-
диентов с начальными точками *

Ia , *
IIa .  

 
Анализ статики биотехнологического процесса 

 

В рамках используемой нами математической модели (3.13) иде-
альный статический режим БТП возникает при хн(t) = хн = const, 

const~)(~ == xtx , z(t) ≡ 0, u(t) ≡ u = const, a = const, c0 = 0 и, как следст-

вие, y(t) ≡ y = const, 0)( ≡ty& . При этом векторное уравнение статики 

ТП будет таким: 
 

f(xн, y, u, a) = 0,                                       (3.14) 
или 

 

f(xн, y1, y2, ..., yn, u, a) = 0   ni ,1= ,                  (3.14a) 
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где { } Xmjxx j ∈== ,1,нн ; { } Yniyy i ∈== ,1, ; { } Uniuu i ∈== ,1, ; 

X, U – ограниченные замкнутые множества из числового пространст- 
ва En, m ≤ n; Y – ограниченное открытое множество из En; f(·) – непре-
рывная и дважды непрерывно дифференцируемая по хн, u, y вектор-
функция, в общем случае нелинейная по u, y, a. 

Система конечных уравнений (3.14) или (3.14a) разрешима. Для 
определения численного решения y(хн) при фиксированных u, a требу-
ется задать «грубое» начальное приближение y0 и медленно сходя-
щимся методом простой итерации найти «хорошее» приближение yr, 
где верхние индексы «0» и «r» означают номера итерации. Далее этот 
вектор yr принимается в качестве начального условия для быстросхо-
дящегося итерационного метода Ньютона, который в случае неособен-
ности якобиана f(·) находит на некоторой итерации l числовой вектор 
yl, такой, что при подстановке его в f(·) получаем f(хн, y

l, u, a) < ε, где 
ε – допустимая погрешность решения системы уравнений (3.14). Если 
из анализа переходных процессов при пуске ТП известно «хорошее» 
начальное приближение y0, то решение y(хн) системы (3.14) можно на-
ходить сразу методом Ньютона.  

Определение численного решения y(u) при фиксированных хн, a 
осуществляется аналогично рассмотренному. 

Численный анализ свойств (m + n)-мерной функции f(·) или ре-
шений y(хн, u) крайне сложен, а возможные результаты этого анализа 
пока не находят применения в задачах математического моделирова-
ния проектируемого БТП. Ограничимся поэтому анализом статических 

свойств ТП по отдельным каналам uj → yi и xнj → yi, mj ,1= , m ≤ n, 

ni ,1= . 

Перспективные (для автоматизации) каналы uj → yi определены 
при анализе динамических свойств БТП. Численное определение ска-
лярной статической характеристики yi = φij(uj) сводится к заданию эк-

видистантных значений ujλ, d,1=λ , из отрезка [ ]+
ju,0 , решению 

уравнения (3.14) с фиксированными значениями р
нн xx = ; u1, u2, …, uj – 1, 

uj + 1, …, un, a; переменными ujλ, d,1=λ , и получению величин yiλ, 

d,1=λ ; построению графика ujλ, yiλ для визуального анализа его  

топологии. Для получения математического описания канала uj → yi 
зададим линейную по cl структуру φij  в следующем виде: φij(uj) = 

∑ =
= k

l
l
jl uc

1
, где k и cl, kl ,0= , k < d, подлежат определению извест-
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ным методом наименьших квадратов (МНК) по данным ujλ, yiλ, 

d,1=λ .  

Здесь возможны два варианта решения задачи аппроксимации. 
Первый вариант: задано значение k, k ∈ {1, 2, 3 или 4}, найти cl, 

kl ,0= , и среднюю квадратическую ошибку (СКО) σk; задана желае-

мая величина σж, найти параметр k, коэффициенты cl, kl ,0= , и СКО 

σk, такие, что σk < σж.  
Рассмотрим вначале более простой первый вариант задачи ап-

проксимации. 
Пусть из анализа графика ujλ, yiλ определён параметр k, k < d. По-

строим квадратичную функцию k + 1 переменных c = { c0, c1, …, ck}:  
 

∑ ∑=λ = λλ 




 −=Φ d k

l
l
jli ucyс

1

2

0
)( , 

 

затем минимизируем её по cl, и из решения линейных уравнений 

∂Φ(c)/∂cl = 0 найдём МНК-значения *
lс , l = 0, k. Зависимость yi = *

0с + 

+ *
1с uj + … + *

kс
k
ju  описывает в среднем расчётные данные ujλ, yiλ с 

погрешностью σk. Заметим, что программная реализация МНК имеется 
во всех математических пакетах прикладных программ.  

Во втором варианте известно σж, для определения cl зададим ми-
нимально возможное k1, например k1 = 1, построим функцию Ф(c0, c1) 

и найдём МНК-значения *
0с , *

1с  и СКО 
1kσ . Если 

1kσ  < σж, то задача 

аппроксимации расчётных данных ujλ, yiλ решена и полученная зави-

симость yi = *
0с  + *

1с uj описывает в среднем эти данные с погрешно-

стью 
1kσ ; иначе надо задать k2 = k1 + 1 и, повторив МНК-процедуру, 

найти значения *
0с , *

1с , *
2с  и 

2kσ , а затем проверить выполнение усло-

вия 
2kσ  < σж, если оно выполнено, то задача решена и yi = *

0с + 

+ *
1с uj +

*
2с

2
ju , иначе при 

2kσ ≥ σж следует задать k3 = k2 + 1 и т.д. до 

тех пор, пока при некотором k* впервые не выполнится условие 

ж* σ<σk  и будет получена зависимость yi(uj) =∑ =
*

0
**k

l
l
jl uc .  

Графические ujλ, yiλ и аналитические yi =∑ =
k

i
l
jl uc

0
 статические 

характеристики БТП определяются для всех (или некоторых) каналов 



103 

uj → yi, mj ,1= , ni ,1= , при фиксированной нагрузке р
нx , а затем 

при минимальной −
нx  и максимальной +

нx  нагрузках.  

Статические данные р
нx , yp, +

нx , y+, −
нx , y– широко используются 

для расчёта технико-экономических показателей типа производитель-
ности G = φ1(xн, у), себестоимости С = φ2(xн, у)/φ1(xн, у), КПД K = 
= φ3(xн, у)/φ4(xн) и др., а результаты анализа статических свойств БТП 
используются при проектировании систем контроля и автоматизации. 

 
Оптимизация проектируемого биотехнологического 

процесса 
 

Напомним, что миссия проектируемого БТП заключается в эко-
номически оптимальной переработке заданного количества исходных 
веществ в конечные продукты определённого качества. Следователь-
но, за критерий оптимальности БТП нужно принять некоторый широко 
распространённый технико-экономический показатель, например, се-
бестоимость продукции I(·), зависящий от входных координат xн, u и 
выходной переменной y = y(xн, u, a), являющейся решением векторно-
го уравнения статики f(xн, y, u, a) = 0. Тогда при постоянных xн и a по-
лучаем запись для себестоимости I(xн, y(xн, u, a), u) = I(u, y(u)) = I(u), 
где u – вектор управлений из выпуклого замкнутого множества 

{ }njuU j ,1, == . Себестоимость I(u) не учитывает так называемые 

«расходы на собственные нужды» производства φсн(xн, y, u) и выбросы 
(потери) полупродуктов и веществ в окружающую среду φв(xн, y, u), 
которые, согласно технологическому регламенту, не должны превы-
шать заданных нормативов gсн и gв. Условия φсн(·) ≤ gсн и φв(·) << gв 
можно записать так: φсн(·) – gсн ≤ 0, φв(·) – gв ≤ 0 или g1(xн, y, u) ≤ 0, 
g2(xн, y, u) ≤ 0. Если gсн, gв достаточно велики (относительно I(u)), то 
указанные ограничения следует учитывать при оптимизации БТП, вы-
числяя gi(xн, y, u) через решение y(xн, u) уравнения статики (поэтому 
произведение множеств U × g1(·) × g2(·) будет непусто). 

Предваряя постановки задач оптимизации проектируемого БТП, 
укажем ещё раз, что используемое при этом уравнение статики воз-
можно будет неадекватно реальному функционирующему объекту,  
и полученные результаты оптимизации следует рассматривать как 
предварительные и уточнять их впоследствии с использованием адек-
ватной математической модели. 

Рассмотрим ряд задач оптимизации проектируемого БТП. Пусть 
управление u – скаляр (это возможно при синхронном изменении всех 

управлений uj, nj ,1= , на отрезке [ ]+−
jj uu ,  одним регулирующим 



104 

органом); ограничения gi(·), i = 1, 2, отсутствуют; функция I(u) – глад-
кая (непрерывно дифференцируемая). Требуется найти минимальную 
себестоимость продукции I*(u), такую, что 

 

I*(u) = minu ∈ U I(u)                                (3.15) 
 

при связях ( ) 0,,,р
н =auyxf . 

Задача минимизации (3.15) разрешима и устойчива. Если I(u) вы-
пуклая вниз функция, то решение I* – единственное; при невыпуклой 
I(u) число стационарных точек I

c
(u

c
) может быть сколь угодно боль-

шим, тогда для выбора наименьшего значения I* следует сканировать 
I(u) при u ∈ [u–, u+] и определять I* = minρ(I1, I2, …, Iρ, …, IK), где 

Iρ = I(uρ) – сканированная ордината I(uρ), K,1=ρ . Если значение I* 

достигается в точке u*, расположенной внутри открытого множества 

(u–, u+), т.е. слева и справа от I
*
(u

*
) имеются ординаты Iρ, K,1=ρ , то 

эти ординаты можно аппроксимировать параболой )(
~

uI = c0 + c1u + c2u
2, 

коэффициенты c0, c1, c2 которой определяются методом наименьших 

квадратов. Функция )(
~

uI  сильно выпуклая и имеет единственный ми-

нимум *~
I (–c1/2c2) в точке *~u = –c1/2c2.  

Найденные значения I
*
 и/или *~

I , а также аппроксимирующая 
функция )(

~
uI  и значение *~u  используются в регламенте для характе-

ристики оптимального рабочего режима функционирования БТП.  

Оптимизационная задача (3.15) решается аналогично для −= нн хx  и 
+= нн хx , соответствующие результаты решения также используются в 

технологическом регламенте. 
В некоторых случаях более актуальной является аргументная зада-

ча оптимизации БТП, когда требуется найти управление u*, такое, что 
 

I(u*) = minu ∈ U I(u)                              (3.15a) 
 

 

при связях ( ) 0,,,р
н =auyxf . При выпуклой и/или невыпуклой функ-

ции I(u) аргументная задача (3.15a) разрешима и устойчива, но число 
решений u* может быть сколь угодно большим. Лучшим способом оп-
ределения u* является сканирование функции I(u) на отрезке [u–, u+] и 
выявление минимальной ординаты I* = minρ(I1, I2, …, Iρ, …, IK), где Iρ = 

= I (uρ), K,1=ρ . Аргумент u*, на котором ордината I* минимальна, 
объявляется решением задачи (3.15a). Если u– < u* < u+ и слева, и спра-
ва от u* имеются несколько сканированных ординат Iρ, то их можно 
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аппроксимировать параболой )(
~

uI = c0 + c1u + c2u
2, где c0, c1, c2 – МНК-

оценки, и определить *~u = –c1/2c2 и ( )*~~
uI . Значения u*, I* и *~u , *~

I  

используются при оптимизации функционирующего БТП с адекватной 
моделью статики.  

Пусть управление u = { u1, u2}; остальные параметры задачи оп-
тимизации аналогичны задаче (3.15). Требуется найти минимальную 
себестоимость I*{ u1, u2}, такую, что 
 

I*(u1, u2) = minu ∈ U I(u1, u2)                           (3.15б) 
 

при связях ( ) 0,,,, 21
р
н =auuyxf  и условии +− ≤≤ jjj uuu , j = 1, 2.  

При выпуклой функции I(u1, u2) задача (3.15б) разрешима и устой- 
чива, а единственное решение может достигаться в точках u*, распо- 
ложенных внутри или на границах замкнутого множества 

{ }2,1,: =≤≤= +− juuuuU jjj .  

Для исследования топологии I(u1, u2) и определения I* можно  
использовать известную итерационную градиентную процедуру: 

j
rr

j
r
j uuIhuu ∂∂⋅−=+ )(1 , j = 1, 2; r = 0, 1, 2, …, r+, где r – номер  

итерации, r+ – номер окончания итерационного процесса при 

1
1 ε≤− −r

j
r
j uu  или при −+ ≤ j

r
j uu 1 , или ++ ≥ j

r
j uu 1 , j = 1, 2; h – параметр, 

подбираемый при счёте. Зададим несколько начальных точек 
00
λ

=
λ = uur , d,1=λ , d ≥ 15…20, равномерно распределённых по мно-

жеству U; затем запустим итерационные процедуры и зафиксируем 

точки их останова **

λλ = uur , d,1=λ . Если все *
λu  примерно равны, то 

I(u1, u2) – строго или просто выпукла и имеет единственную точку ми-

нимума u* и I
*
(u

*
), где u* – среднее значение *

λu ; иначе I(u1, u2) – невы-

пуклая функция, имеющая «плато» с 0)(grad ≈uI . В любом случае 

полезно аппроксимировать ординаты ( )0
λuI , d,0=λ , и некоторые 

промежуточные значения ( )ruI λ , 2 < r < r+, d,1=λ , квадратичной па-

раболой )(
~

uI = c0 + c1u1 + c2
2
1u + c3u2 + c4

2
2u , где c0…c4 – МНК-оценки, 

определяемые из условий ∂I(u)/∂cj = 0, 4,1=j . Единственное значе-

ние )(
~

min uI  является приближённым решением задачи (3.15б). 

Пусть управление u = { u1, u2, …, uK}, K ≤ 5…7; остальные компо-
ненты задачи аналогичны задаче (3.15б). Требуется найти минималь-
ную себестоимость I*(u1, u2, …, uK) = I*(u), такую, что 
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I*(u) = minu ∈ U I(u) 
 

при связях ( ) 0,,,, 21
р
н =auuyxf  и условиях +− ≤≤ jjj uuu , Kj ,1= . 

Анализ данной оптимизационной задачи и его результаты анало-
гичны исследованию топологии функции I(u1, u2), однако аппроксима-
ция ординат ( )0

λuI , d,1=λ , и ( )ruI λ , 2 < r < r+, квадратичной параболой 

в данном случае крайне затруднительна (практически невозможна).  
Для приближённого преобразования выпуклой или невыпуклой с 

«плато» функции I(u) в сильно выпуклую функцию построим следую-
щую зависимость:  
 

Фα(и) = I(u) + α(u – u0)
2, 

 

где u0 – ранее найденная точка 
*ruλ  с минимальной 







λ
*ruI  ординатой 

( )ruI λ ; α – положительный параметр, подбираемый при минимизации 

Фα(и) из условия её сильной выпуклости, что проявляется в быстрой 
сходимости итерационной процедуры к единственной «минимальной» 

точке *
αu . За приближённое решение оптимизационной задачи прини-

мается I* = ( )*
*α

uI , где α*  – минимальное значение α, при котором 

)(* u
α

Φ  – сильно выпуклая функция. 

Пусть далее u = {u1, u2} ∈ U = { }2,1,: =≤≤ +− juuuu jjjj ; имеется 

выпуклое ограничение ( ) 0)(,, 1
р
н1 ≤⋅= guyxg , функция I(u1, u2) – глад-

кая, выпуклая. Требуется найти минимальную себестоимость I*(u), 
такую, что 

I*(u) = minuI(u)                                (3.15в) 
 

при связи ( ) 0,,,р
н =auyxf  и выпуклом ограничении ( ) 0,,рн1 ≤uyxg . 

Преобразуем эту условную оптимизационную задачу (3.15в) к за-
даче безусловной оптимизации (не учитывая множество U): 

 

2
1 )()()( ⋅α+=Φα guIu ii

, 
 

где αi – положительный параметр, i = 1, 2, …, подбираемый в процессе 

минимизации )(u
iαΦ ; «штрафная» функция 2

1 )(⋅g  типа квадрата 

«срезки»:  
)(1 ⋅g  = 0 при g1(·) ≤ 0; )(1 ⋅g  = g1(·) > 0. 
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Поиск минимума )(u
iαΦ  при заданном малом αi осуществляется 

методом градиентов из произвольной начальной точки ur = 0 = u0, ле-
жащей вне области допустимых управлений U × g1(·) (это – метод 
«внешней точки»). Последовательно увеличивая αi, будем получать 

последовательность точек минимизирующей последовательности 
*r
i

uα , 

сходящейся к некоторой точке минимума *~u , на которой ( ) **~ IuI ≈ . 

Если начальная точка ur = 0 принадлежит области U × g1(·), то сле-
дует применять метод «внутренней точки», в котором используется 
«штрафная» функция )(1

1 ⋅α −gi , стремящаяся к бесконечности при 

g1(·) → 0. При минимизации )(u
iαΦ  методом градиентов параметр 

штрафа αi постепенно уменьшают, что способствует сходимости точек 

останова 
*r
i

uα  к некоторой точке *~u , на которой ( ) **~ IuI ≈ . Отметим, 

что все варианты метода «штрафных» функций не позволяют находить 
точное решение задачи условной оптимизации из-за образования «ов-
ражных» поверхностей в окрестности ( )uyxg ,,рн1 . 

Пусть u = { u1, u2, u3} ∈ U = { }3,2,1,: =≤≤ +− juuuu jjjj ;  име-

ются выпуклые ограничения ( ) 0)(,,рн ≤⋅= λλ guyxg , остальные ком-

поненты аналогичны задаче (3.15в). Требуется найти минимальную 
себестоимость I*{ u1, u2, u3}, такую, что 
 

),,(min),,( 321321
* uuuIuuuI

Uu∈
=  

 

при связях ( ) 0,,,,, 321
р
н =auuuyxf  и ограничениях g1(·) ≤ 0, g2(·) ≤ 0. 

Преобразуем эту задачу условной оптимизации в задачу безусловной 
оптимизации методом «штрафной» функции: 

 

( )2
2

2
1 )()()()( ⋅+⋅α+=Φα gguIu ii

. 
 

Поиск минимума )(u
iαΦ  при заданном αi выполняется методом 

градиентов из произвольной начальной точки ur = 0 = u0, лежащей вне 
области U × g1(·) × g2(·). Если постепенно увеличивать αi, то последо-

вательность точек останова градиентной процедуры 
*r
i

uα  будет схо-

диться к некоторой точке *~u , на которой достигается приближённое 
решение ( ) **~ IuI ≈ .  
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Если начальная точка ur = 0 лежит внутри области U × g1(·) × g2(·), 
то следует применять описанный метод внутренней точки со «штраф-

ной» функцией ( ))()( 1
2

1
1 ⋅+⋅α −− ggi , где αi – yбывающий параметр. 

Примечание. Если в задаче оптимизации число ограничений 
)(⋅λg , λ = 3, 4, … , то в уравнении статики необходимо использовать 

вектор управлений размерности λ + 1, т.е. u = {uλ + 1, λ = 3, 4, …}. 
 

Построение областей допустимых режимов  
функционирования процесса 

 

При постановке и решении задач статической оптимизации БТП 
необходима информация о существовании и размерах областей Uнд 
допустимых нагрузок xн ∈ Uнд и допустимых управлений u ∈ U проек-
тируемого БТП. Предположим, что на стадии предпроектных исследо-

ваний определены точные граничные значения вектора нагрузки −
нx  и 

+
нx , а минимальные и максимальные значения управления заданы ап-

риори и уточняются в ходе построения областей допустимых управле-
ний Uд для каждого значения нагрузки по сырью { }+−= н

р
ннн ,, xxxx . 

Анализ построенных областей допустимых управлений Uд позво-
лит убедиться в их существовании для всего набора нагрузок и обес-
печить возможность выбора номинального (рабочего) режима функ-
ционирования БТП с заданным ресурсом по управлению.  

Допустимыми управлениями назовём такие переменные u ∈ Uд, 
которые обеспечивают выполнение регламентных ограничений на 
производительность БТП, себестоимость, КПД и т.п. Зададим эти ог-
раничения в форме неравенств: 
 

gj(xн, у, и) ≤ 0,   тj ,1= ,                             (3.16) 

 

значения которых будем вычислять с помощью уравнения статики ТП: 
f(xн, y, u) = 0. 

Подставляя значения (xн, u) в уравнение (3.14) и решая его чис-

ленно, определяем вектор y и затем вводим его в gj(xн, у, и), тj ,1= . 

После этого проверяем выполнимость ограничений (3.16) в заданном 
наборе (xн, u). Если все ограничения выполняются, то точка (xн, u) яв-
ляется допустимой, в противном случае – недопустимой.  

Если управление u – скаляр, то задача построения области Uд сво-
дится к определению двух граничных значений u–, u+, а в случае век-
тора u и выпуклости функций gj(xн, у, и) по переменной u – к опреде-
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лению вершин параллелепипеда Uд, в которых должны выполняться 
ограничения (3.16).  

Область Uд допустимых управлений можно построить методом 

сканирования функций gj(xн, у, и), тj ,1= , для фиксированных нагру-

зок { }+−= н
р
ннн ,, xxxx . Покажем алгоритм сканирования на примере 

двухмерного  вектора управлений u = [u1, u2]. 

На первом шаге для заданной нагрузки −= нн xx  подбираем допус-

тимые нижние значения [ ]−−− = 21 , uuu . Процедура подбора проста: 

задаёмся произвольными значениями )(
2

)(
1 , ν−ν− uu , где ν – номер ите-

рации, подставляем набор ( ))(
2

)(
1н ,, ν−ν− uux  в уравнение (3.14) и опре-

деляем вектор y(ν). Далее y(ν) подставляем в gj(xн, у, и) и проверяем вы-

полнимость ограничений (3.16) при наборе ( ))(
2

)(
1н ,, ν−ν− uux . В случае 

выполнимости ограничений точка ( ))(
2

)(
1н ,, ν−ν− uux  является допусти-

мой и можно уменьшить u– по формуле u–(ν + 1) = u–(ν) – ∆u до тех пор, 
пока u–(ν + 1) не станет недопустимым. В противном случае поочерёдно 
увеличиваются нижние границы u–(ν + 1) = u–(ν) + ∆u до тех пор, пока  
u–(ν + 1) не станет допустимым. 

После уточнения нижних границ u– выполняем сканирование 

( )uyxg j ,,н
− , тj ,1= , по u2 при фиксированном значении −

1u : изме-

няем 22
)(

2 uuu ∆+= −ν , подставляем переменные xн = −
нx , 

[ ])(
21

)( , ν−ν = uuu  в уравнение (3.14) и, решая его, получаем значение 

( ))(
н

)( , ν−ν = uxyy . Далее вводим в ограничения переменные xн = −
нx , 

[ ])(
21

)( , ν−ν = uuu , у
(ν), вычисляем значения функций-ограничений 

( ))()(
н ,, νν− uyxg j , тj ,1= , и анализируем выполнимость ограниче-

ний (3.16). Если они выполняются, то включаем значения 
[ ])(

21
)( , ν−ν = uuu  в допустимую область Uд и переходим к следующему 

шагу. В противном случае вектор управлений [ ])(
21

)( , ν−ν = uuu  не 

включаем в область Uд и переходим к следующему шагу, и т.д. при 

изменении )(
2
νu  до максимального значения +

2u . 

Затем выполняем сканирование функций-ограничений 

( )uyxg j ,,н
−  по и2 при новом значении 11

)(
1 uuu k ∆+= − , где k – номер 
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итерации по переменной u1. Сканирование продолжается до тех пор, 
пока не закончим построение области допустимых управлений в про-

странстве переменных u1, u2 для заданного значения xн = −
нx .  

Далее зафиксируем нагрузки xн = р
нx , xн = +

нx  и повторяем все 
действия, описанные выше при изменении u = [u1, u2] от минимальных 
до максимальных значений с шагами ∆u = [∆u1, ∆u2], величины кото-
рых подбираем экспериментально. 

Если размерность вектора u более 2, а число ограничений менее 3, 
то построение областей допустимых режимов Uд методом сканирова-
ния становится проблематичным. Необходимы другие, менее трудоём-
кие подходы к анализу существования допустимых управлений, не 
требующих построения области Uд. 

Введём функцию η(xн) выполнимости ограничений при фиксиро-
ванном xн с учётом связи между переменными xн, у, и в форме (3.14):  
 

η(xн) = minumaxj gj(xн, у, и).                             (3.17) 
 

Знак η(xн) указывает на соответствие или несоответствие функ-
ционирования БТП технологическому регламенту: если η(xн) < 0 для 
всех { }+−= н

р
ннн ,, xxxx , то БТП функционирует в соответствии с техно-

логическим регламентом; в противном случае имеет место его нару-

шение. Решая задачу (3.17) для фиксированного { }+−= н
р
ннн ,, xxxx , 

можно определить вектор управлений u, обеспечивающий выполнение 
ограничений (3.16).  

Задачу (3.17) можно упростить, переписав её в форме оптимиза-
ционной задачи на условный минимум: определить скалярную вели-
чину α < 0, такую, что η(xн) = minu, αα, при выполнении связей в форме 

уравнений (3.14) и ограничений gj(xн, у, и) ≤ α, тj ,1= . 
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Глава 4 
ОПТИМИЗАЦИЯ БИОТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ  

ПРОЦЕССОВ И ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ ОЦЕНКИ 
АЛЬТЕРНАТИВ 

 
4.1. ПОСТАНОВКА И АНАЛИЗ ОСНОВНЫХ КОМПОНЕНТОВ 

ОПТИМИЗАЦИОННЫХ ЗАДАЧ 
 

Общая постановка задачи оптимизации – поиска минимума функ-
ций содержит:  

1) целевую функцию I(x), определённую на n-мерном евклидовом 
пространстве Rn, где x = (x1, …, xn)

T; её значения характеризуют сте-
пень достижения цели, во имя которой поставлена или решается зада-
ча оптимизации;  

2) множество допустимых решений X ⊆ Rn, среди элементов ко-
торого осуществляется поиск. 

Требуется найти такой вектор x* из множества допустимых реше-
ний, которому соответствует минимальное значение целевой функции 
I(x) на этом множестве X, т.е. I(x*) = minx ∈ XI(x). 

Задача поиска минимума и максимума целевой функции I(x) на-
зывается задачей поиска экстремума: I(x*) = extrx ∈ XI(x), а задача поис-
ка максимума функции I(x) сводится к задаче поиска минимума путём 
замены знака перед функцией на противоположный: 

 

I(x*) = maxx ∈ XI(x) = –minx ∈ X[–I(x)]. 
 

Если множество допустимых решений X задаётся ограничениями/ 
условиями, накладываемыми на вектор x, то решается задача отыскания 
условного экстремума. Если X = Rn, т.е. ограничения/условия на вектор x 
отсутствуют, решается задача поиска безусловного экстремума. 

Решением задачи поиска экстремума является пара (x*, I(x*)), 
включающая точку x* и значение целевой функции в этой точке. 

Множество точек минимума (максимума) целевой функции I(x) 
на множестве X обозначим X*. Оно может содержать конечное число 
точек (в том числе одну), бесконечное число точек или быть пустым. 

Точка x* ∈ X называется точкой глобального минимума функции 
I(x) на множестве X, если функция достигает в этой точке своего наи-
меньшего значения, т.е. 

 

I(x*) ≤ I(x)   ∀x ∈ Х. 
 

Точка x* ∈ X называется точкой локального минимума функции 
I(x) на множестве X, если существует ε > 0, такое, что если x ∈ X и 
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ε<− *xx , то I(x*) ≤ I(x). Здесь 22
2

2
1 ... nxxxx +++=  – евклидова 

норма вектора x. 
Поверхностью уровня I(x) называется множество точек, в которых 

функция принимает постоянное значение, т.е. I(x) = const. Если n = 2, 
поверхности уровня изображаются линиями уровней на плоскости R2. 

Градиентом ∇I(x) непрерывной дифференцируемой функции I(x) 
в точке x назвается вектор-столбец, элементами которого являются 
частные производные первого порядка, вычисленные в данной точке: 

 

T

nx

xI

x

xI

x

xI
xI 









∂
∂

∂
∂

∂
∂=∇ )(
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Градиент функции направлен по нормали к поверхности уровня, 
т.е. перпендикулярно к касательной плоскости, проведённой в точке x, 
в сторону наибольшего возрастания функции в данной точке. 

Матрицей Гессе H(x) дважды непрерывно дифференцируемой в 
точке x функции I(x) называется матрица частных производных второ-
го порядка, вычисленных в данной точке: 
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Матрица Гессе является симметрической (n×n). 
Вместе с градиентом можно определить вектор антиградиента, 

равный по модулю вектору градиента, но противоположный по на-
правлению. Он указывает в сторону наибольшего убывания функции в 
данной точке. С помощью градиента и матрицы Гессе, используя раз-
ложение в ряд Тейлора, приращение функции I(x) в точке x может 
быть записано в форме 

 

( )2
)(

2

1
)()()()( xOxxHxxxIxIxxIxI TT ∆+∆∆+∆∇=−∆+=∆ , 
 

где ( )2
xO ∆  – сумма всех членов разложения, имеющих порядок выше 

второго; xxHxT ∆∆ )(  – квадратичная форма. 
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Квадратичная форма xxHxT ∆∆ )(  (а также соответствующая мат-
рица Гессе H(x)) называется: 

− положительно определённой (H(x) > 0), если для любого нену-

левого ∆x выполнется неравенство xxHxT ∆∆ )(  > 0; 

− отрицательно определённой (H(x) < 0), если для любого нену-

левого ∆x выполнется неравенство xxHxT ∆∆ )(  < 0; 

− положительно полуопределённой (H(x) ≥ 0), если для любого 

ненулевого ∆x выполнется неравенство xxHxT ∆∆ )(  ≥ 0 и имеется от-

личный от нуля вектор ∆x, для которого xxHxT ∆∆ )(  = 0; 

− отрицательно полуопределённой (H(x) ≤ 0), если для любого 

ненулевого ∆x выполнется неравенство xxHxT ∆∆ )(  ≤ 0 и имеется от-

личный от нуля вектор ∆x, для которого xxHxT ∆∆ )(  = 0. 

Множество X ⊆ R
n
 называется выпуклым, если оно содержит  

всякий отрезок, концы которого принадлежат X, т.е. если для любых 
x1, x2 ∈ X и 0 ≤ λ ≤ 1 справедливо λx1 + (1 – λ)x2 ∈ X. 

Образно говоря, выпуклыми являются множества, которые не со-
держат «вмятин», «дырок» и состоят из одного «куска». Примерами 
выпуклых множеств служат само пространство R

n
, отрезок, прямая, 

шар. 
Функция I(x), определённая на выпуклом множестве X, называет-

ся выпуклой, если 
 

I(λx1 + (1 – λ)x2) ≤ λI(x1) + (1 – λ)I(x2)   ∀x1, x2 ∈ X,   0 ≤ λ ≤ 1. 
 

Функция I(x), определённая на выпуклом множестве X, называет-
ся строго выпуклой, если 

 

I(λx1 + (1 – λ)x2) < λI(x1) + (1 – λ)I(x2)   ∀x1, x2 ∈ X,   x1 ≠  x2, 
 

0 < λ < 1. 
 

Функция I(x), определённая на выпуклом множестве X, называет-
ся сильно выпуклой, если 

 

I(λx1 + (1 – λ)x2) ≤ λI(x1) + (1 – λ)I(x2) –
221)1(

2

1
xx −λ−λ  

 

∀x1, x2 ∈ X,   x1 ≠  x2,   0 ≤ λ ≤ 1. 
 

Далее при решении задач оптимизации будем использовать сле-
дующие свойства выпуклых функций:  
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1) если I(x) выпуклая функция на выпуклом множестве X, то вся-
кая точка локального минимума является точкой её глобального ми-
нимума на X;  

2) если выпуклая функция достигает своего минимума в двух 
различных точках, то она достигает минимума во всех точках отрезка, 
соединяющего эти две точки;  

3) если I(x) строго выпуклая функция  на выпуклом множестве X, 
то она достигает своего глобального минимума на X не более чем в 
одной точке. 

 
4.2. НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ  

БЕЗУСЛОВНОГО ЭКСТРЕМУМА 
 

Постановка задачи: дана дважды непрерывно дифференцируемая 
функция I(x), определённая на множестве X ∈ R

n
. Требуется исследо-

вать функцию I(x) на экстремум, т.е. определить точки x* ∈ R
n
 её ло-

кальных минимумов и максимумов на R
n
: 

 

I(x*) = minx ∈ R
nI(x);   I(x*) = maxx ∈ R

nI(x). 
 

Стратегия решения задачи: находятся точки x* локальных экс-
тремумов с помощью необходимых условий первого и второго поряд-
ка (порядок условий определяется порядком используемых производ-
ных), а также достаточных условий безусловного локального экстре-
мума. Вычисляются значения I(x*) функции в найденных точках ло-
кальных экстремумов. 

Необходимые условия экстремума первого порядка [10]: пусть 
x* ∈ R

n
 есть точка локального минимума (максимума) функции I(x) на 

множестве R
n
 и I(x) дифференцируема в точке x*; тогда градиент функ-

ции I(x) в точке x* равен нулю, т.е. ∇I(x*) = 0 или 0
)( *

=
∂

∂

ix

xI
, i = 1,  

2, …, n. Точки x*, удовлетворяющие необходимым условиям экстре-
мума первого порядка, называются стационарными. 

Необходимые условия экстремума второго порядка [10]: пусть 
точка x* есть точка локального минимума (максимума) функции I(x) на 
множестве R

n
 и функция I(x) дважды дифференцируема в этой точке. 

Тогда матрица Гессе H(x*) функции I(x), вычисленная в точке x*, явля-
ется положительно полуопределённой (отрицательно полуопределён-
ной), т.е. H(x*) ≥ 0, (H(x*) ≤ 0).  

Достаточные условия экстремума [10]: пусть функция I(x) в точке 
x* ∈ R

n
 дважды дифференцируема, её градиент равен нулю, а матрица 
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Гессе является положительно определённой (отрицательно определён-
ной), т.е. ∇I(x*) = 0 и H(x*) > 0, (H(x*) < 0), тогда точка x* есть точка ло-
кального минимума (максимума) функции I(x) на множестве R

n
. 

Рассмотрим определитель матрицы Гессе detH(x*) = 

nnnn
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n
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= , вычисленной в точке x*. Определители ∆1 = h11, 
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111

3 =∆  называются угловыми минорами. 

Определители m-го порядка (m ≤ n), получающиеся из определителя 
матрицы H(x*) вычеркиванием каких-либо (n – m) строк и (n – m) 
столбцов с одними и теми же номерами, называются главными мино-
рами. 

Для проверки выполнения достаточных условий экстремума и не-
обходимых условий второго порядка используют два способа. 

Первый способ (с помощью угловых и главных миноров) – кри-
терий Сильвестра:  

1) для того чтобы матрица Гессе H(x*) была положительно опре-
делённой (H(x*) > 0) и точка x* являлась точкой локального минимума, 
необходимо и достаточно, чтобы знаки угловых миноров были строго 
положительны: ∆1 > 0, ∆2 > 0, ..., ∆n > 0;  

2) для того чтобы матрица Гессе H(x*) была отрицательно опре-
делённой (H(x*) < 0) и точка x* являлась точкой локального максимума, 
необходимо и достаточно, чтобы знаки угловых миноров чередова-
лись, начиная с отрицательного: ∆1 < 0, ∆2 > 0, ∆3 < 0, ..., (–1)n∆n > 0. 

Критерий проверки необходимых условий экстремума второго 
порядка:  

1) для того чтобы матрица Гессе H(x*) была положительно полу-
определённой (H(x*) ≥ 0) и точка x* являлась точкой локального мини-
мума, необходимо и достаточно, чтобы все главные миноры определи-
теля матрицы Гессе были неотрицательны;  

2) для того чтобы матрица Гессе H(x*) была отрицательно полу-
определённой (H(x*) ≤ 0) и точка x* являлась точкой локального макси-
мума, необходимо и достаточно, чтобы все главные миноры чётного 
порядка определителя матрицы Гессе были неотрицательны, а все 
главные миноры нечётного порядка – неположительны. 



116 

Второй способ (с помощью собственных значений матрицы Гессе). 
Собственные значения λi, i = 1, 2, …, n матрицы H(x*) размера 

(n×n) находятся как корни характеристического уравнения (алгебраи-
ческого уравнения n-й степени): 
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Собственные значения вещественной симметрической матрицы 
H(x*) вещественны. 

Для случая функции I(x) одной переменной (n = 1) можно сформу-
лировать следующее правило – если I(x) и её производные непрерывны, 
то точка x* является точкой экстремума тогда и только тогда, когда 
число m – чётное, где m – порядок первой не обращающейся в нуль в 
точке x* производной:  

1) если I
(m)

(x*) > 0, то в точке x* – локальный минимум;  
2) если I

(m)
(x*) < 0, то в точке x* – локальный максимум;  

3) если m нечётное, в точке x* нет экстремума. 
Часто на практике, особенно при применении численных мето-

дов, требуется проверить, выполняются ли необходимые и достаточ-
ные условия экстремума в некоторой точке. Такой анализ необходим, 
так как многие численные методы позволяют найти лишь стационар-
ную точку, тип которой требует уточнения. Большое количество при-
меров на эту тему разобрано в книге [10]. 

 
4.3. НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ  

УСЛОВНОГО ЭКСТРЕМУМА 
 

Рассмотрим случаи, когда множество допустимых решений зада-
ётся равенствами и неравенствами, т.е.  

 

I(x*) = minx ∈ ХI(x), 
 

где 
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;...,,2,1,0)(
, m и p – числа; I(x) – це-

левая функция; gj(x), j = 1, 2, …, p – функции, задающие ограничения 
(условия). 

Будем считать функции I(x), gj(x), j = 1, 2, …, p, дважды непре-
рывно дифференцируемыми на множестве R

n
. При p = m задача со 
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смешанными ограничениями преобразуется в задачу с ограничениями 
типа равенств, а при m = 0 – в задачу с ограничениями типа нера-
венств. 

Функция L(x, λ0, λ) = λ0I(x) + )(
1

xg j
p

j j∑ =
λ  называется обобщён-

ной функцией Лагранжа, числа λ0, λ1, …, λp – множителями Лагранжа; 
классической функцией Лагранжа называется функция L(x, λ) = I(x) + 

+ )(
1

xg j
p

j j∑ =
λ . 

Условный экстремум при ограничениях типа равенств. Поста-
новка задачи: даны дважды непрерывно дифференцируемые целевая 
функция I(x) = (x1, x2, …, xn) и функции ограничений gj(x) = gj(x1, x2, …, 
xn) = 0, j = 1, 2, …, m, определяющие множество допустимых реше- 
ний X; требуется исследовать функцию I(x) на экстремум, т.е. опреде-
лить точки x* ∈ X её локальных минимумов и максимумов на множе-
стве X: 

I(x*) = minx ∈ ХI(x);   I(x*) = maxx ∈ ХI(x),                 (4.1) 
 

где X = { x|gj(x) = 0, j = 1, 2, …, m; m < n}. 
Стратегия решения задачи: находятся точки x* локальных экс-

тремумов с помощью необходимых и достаточных условий минимума 
и максимума первого и второго порядка при ограничениях типа ра-
венств, вычисляются значения I(x*) функции в найденных точках ло-
кального экстремума. 

Необходимые условия экстремума первого порядка [10]: пусть x*  
точка локального экстремума в задаче (4.1), тогда найдутся числа 

**
1

*
0 ...,,, pλλλ , не равные одновременно нулю, и такие, что выполня-

ются следующие условия:  
1) условие стационарности обобщённой функции Лагранжа по x: 
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0

,, **
0

*

=
∂

λλ∂

ix

xL
, i = 1, 2, …, n;                 (4.1а) 

 

2) условие допустимости решения: 
 

gj(x
*) = 0, j = 1, 2, …, m;                           (4.1б)  

 

3) если при этом градиенты ∇g1(x
*), ∇g2(x

*), …, ∇gт(x*) в точке x* 

линейно независимы (выполняется условие регулярности), то 0*
0 ≠λ . 

Условие (4.1а) можно записать в векторной форме ∇xL(x*, ,*
0λ  

λ*) = 0. Система (4.1) содержит n + m уравнений с n + m + 1 неизвест-
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ными ,*
0λ  λ* = ( ,*

1λ  …, *
mλ )T, ( )Tnxxxx **

2
*
1

* ...,,,= . Точки x*, удовле-

творяющие системе при некоторых ,*
0λ  λ*, называются условно-

стационарными. 
При решении задач проверка условия регулярности затруднена, 

так как точка x* заранее не известна. Поэтому, как правило, рассматри-

ваются два случая: 0*
0 =λ  и 0*

0 ≠λ . Если 0*
0 ≠λ , в системе (4.1а) по-

лагают 1*
0 =λ , что эквивалентно делению системы (4.1а) на *

0λ  и за-

мене 
*
0

*

λ

λ j  на *
jλ . При этом обобщённая функция Лагранжа становится 

классической, а сама система (4.1а, 4.1б) имеет вид:   
 

( )
0

, **

=
∂

λ∂

ix

xL
,   i = 1, 2, …, n; 

 

gj(x
*) = 0,   j = 1, 2, …, m.                              (4.2) 

 

Здесь число уравнений равно числу неизвестных. 
Система (4.2) отражает тот факт, что антиградиент целевой функ-

ции в регулярной точке экстремума x* является линейной комбинацией 
градиентов ограничений. Действительно, с учётом L(x, λ) = I(x) + 

+ )(
1

xg j
p

j j∑ =
λ  можно переписать условие (4.2а) в форме ∇I(x*) + 

+ )( *
1

* xg j
m

j j∑ =
λ =  0, отсюда –∇I(x*) = )( *

1
* xg j

m

j j∑ =
∇λ . 

Точка x* условного экстремума является точкой касания линии 
уровня целевой функции и кривой, описывающей ограничение; при 

0*
0 ≠λ  эта точка называется регулярной, а при 0*

0 =λ  – нерегулярной. 

Случай 0*
0 =λ  отражает вырожденность ограничений; при этом в 

обобщённой функции Лагранжа исчезает член, содержащий целевую 
функцию, а в необходимых условиях экстремума не используется ин-
формация, представляемая градиентом целевой функции. 

Необходимые условия экстремума второго порядка [10]. Пусть  
x* – регулярная точка минимума (максимума) в задаче (4.1) и имеется 
решение (x*, λ*) системы (4.2). Тогда второй дифференциал классиче-
ской функции Лагранжа, вычисленный в точке (x*, λ*), неотрицателен 
(неположителен): 

d
2
L(x*, λ*) ≥ 0   (d

2
L(x*, λ*) ≤ 0)                          (4.3) 
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для всех dx ∈ R
n
, таких, что ,0

)(
)(

1

*
* =

∂
∂

=∑ = i
n

i
i

j
j dx

x

xg
xdg  j = 1, 2,  

…, m. 
Достаточные условия экстремума [10]. Пусть имеется точка (x*, 

λ*), удовлетворяющая системе (4.2). Если в этой точке d
2
L(x*, λ*) > 0 

(d
2
L(x*, λ*) < 0) для всех ненулевых dx ∈ R

n
, таких, что 

 

,0
)(

)(
1

*
* =

∂
∂

=∑ = i
n

i
i

j
j dx

x

xg
xdg  j = 1, 2, …, m,  

 

то точка x* является точкой локального минимума (максимума) в зада-
че (4.1). Достаточные и необходимые условия экстремума второго по-
рядка проверяются в условно-стационарных точках, которые удовле-
творяют системе (4.1) при 0*

0 ≠λ  или системе (4.2), так как для прак-

тики безусловно представляет интерес случай, когда в функции Ла-
гранжа присутствует целевая функция, экстремум которой ищется. 

 
Алгоритм решения задачи. 
Шаг 1. Составить обобщённую функцию Лагранжа: 

 

∑ =
λ+λ=λλ m

j jj xgxIxL
100 )()(),,( . 

 

Шаг 2. Записать необходимые условия экстремума первого по-
рядка: 

а) 
( )

0
,, **

0
*

=
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λλ∂

ix

xL
, i = 1, 2, …, n; 

б) gj(x
*) = 0, j = 1, 2, …, m. 

 

Шаг 3. Решить систему для двух случаев: 
 

1) *
0λ = 0; 

 

2) *
0λ ≠ 0 (при этом поделить условие «а» на *

0λ  и заменить 
*
0

*

λ

λ j  

на *
jλ ). В результате найти условно-стационарные точки x*, выделив 

из них полученные при 0*
0 ≠λ  (они могут быть регулярными точками 

экстремума). 
Шаг 4. Для выделенных на шаге 3 точек проверить достаточные 

условия экстремума:  
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а) записать выражение для второго дифференциала классической 
функции Лагранжа в точке (x*, λ*) 

 

ji
n

i

n

j
ji

dxdx
xx

xLd
xLd ∑ ∑= = ∂

λ=λ
1 1

**2
**2 ),(
),( . 

 

б) записать систему ,0
)(

)(
1

*
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∂
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i
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j
j dx

x

xg
xdg  j = 1, 2, …, m 

в точке x*; 
в) из предыдущей системы выразить любые m дифференциалов 

dxi через остальные (n – m) и подставить в d
2
L(x*, λ*); 

г) если d
2
L(x*, λ*) > 0 при ненулевых dx, то в точке x* – условный 

локальный минимум; если d
2
L(x*, λ*) < 0 при ненулевых dx, то в точке 

x* – условный локальный максимум. Если достаточные условия экс-
тремума не выполняются, следует проверить выполнение необходи-
мых условий второго порядка и в случае их невыполнения сделать вы-
вод, что в точке x* нет условного экстремума.  

Шаг 5. Вычислить значения целевой функции в точках условного 
экстремума.  

Примеры решения экстремальных задач при органичениях типа 
равенств достаточно подробно разобраны в книге [10]. 

Условный экстремум при ограничениях типа неравенств. Поста-
новка задачи: даны дважды непрерывно дифференцируемые целевая 
функция I(x) = I(x1, x2, …, xn) и функции ограничений gj(x) = gj(x1, x2, 
…, xn) ≤ 0, j = 1, 2, …, m, определяющие множество допустимых реше-
ний X; требуется исследовать функцию I(x) на экстремум, т.е. опреде-
лить точки x* ∈ X её локальных минимумов и максимумов на множе-
стве X (4.1): 

I(x*) = minx ∈ ХI(x);   I(x*) = maxx ∈ ХI(x), 
 

где X = { x|gj(x) ≤ 0, j = 1, 2, …, m}. 
Стратегия решения задачи: находятся точки x*  локального экс-

тремума с помощью необходимых и достаточных условий минимума и 
максимума первого и второго порядка при ограничениях типа нера-
венств; затем вычисляются значения I(x*) функции в найденных точках 
локального экстремума.  

Необходимые условия минимума (максимума) первого порядка 

(были доказаны Ф. Джоном (F. John), а при 0*
0 ≠λ  Куном и Таккером 

(H. W. Kuhn, A. W. Tucker)): пусть x*  – точка локального минимума 
(максимума) в задаче (4.1), тогда найдётся такое число 0*

0 ≥λ  и вектор 
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( )Tm
**

1
* ...,, λλ=λ , не равные одновременно нулю, и такие, что выпол-

няются следующие условия:  
1) стационарности обощённой функции Лагранжа по x: 
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,, **
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λλ∂

ix

xL
, i = 1, 2, …, n;                     (4.4а) 

 

2) допустимости решения: 
 

gj(x
*) ≤ 0,   j = 1, 2, …, m;                            (4.4б) 

 

3) неотрицательности для условного минимума: 
 

*
jλ ≥ 0, j = 1, 2, …, m (условие неположительности 

для условного максимума – *
jλ ≤ 0, j = 1, 2, …, m);        (4.4в) 

 

4) дополняющей нежёсткости: 
 

*
jλ gj(x

*) = 0,   j = 1, 2, …, m.                         (4.4г) 
 

Если при этом градиенты активных в точке x* ограничений ли-

нейно независимы (выполняется условие регулярности), то 0*
0 ≠λ . 

Точки x*, удовлетворяющие системе (4.4а – 4.4г), называются ус-
ловно-стационарными. Точка экстремума, удовлетворяющая преды-

дущей системе при 0*
0 ≠λ , называется регулярной, а при 0*

0 =λ  –  

нерегулярной (случай 0*
0 =λ  отражает вырожденность ограничений). 

Условие 
( )

0
,, **

0
*

=
∂

λλ∂

ix

xL
, i = 1, 2, …, n в регулярной точке экс-

тремума x* отражает тот факт, что антиградиент целевой функции яв-
ляется неотрицательной (неположительной в случае максимума) лине-
ной комбинацией градиентов функций, образующих активные ограни-

чения в точке x*. Действительно, условие 
( )

0
,, **

0
*

=
∂

λλ∂

ix

xL
, i = 1, 2, 

…, n, с учётом *
jλ gj(x

*) = 0,   j = 1, 2, …, m, можно переписать в форме 
 

)()()( ***
1

** xgxgxI jJj jj
m

j j
a

∇λ=∇λ=∇− ∑∑ ∈=
. 

 

Если функции I(x), gj(x), j = 1, 2, …, m, выпуклые, то необходи-
мые условия являются одноременно и достаточными условиями гло-
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бального минимума, при этом множество допустимых решений X вы-
пукло. Из условия дополняющей нежёсткости следует, что если огра-
ничение в точке x*  пассивное, т.е. gj(x) < 0, то 0* =λ j , а если – актив-

ное, т.е. gj(x) = 0, то 0* ≥λ j  (для минимума) и 0* ≤λ j  (для максимума). 

Достаточные условия минимума (максимума) первого порядка. 
Пусть имеется точка (x*, λ*), удовлетворяющая системе (4.4а – 4.4г) 
при 0*

0 ≠λ , число активных ограничений в точке x* совпадает с чис-
лом п переменных (при этом условие регулярности выполняется). Если 

0* >λ j  для всех j ∈ Ja, то точка x* – точка условного локального мини-

мума; если 0* <λ j  для всех j ∈ Ja, то точка x* – точка условного ло-

кального максимума в задаче (4.3). 
Необходимое условие минимума (максимума) второго порядка. 

Пусть x* – регулярная точка минимма (максимума) в задаче (4.3)  
и имеется решение (x*, λ*) системы (4.4а – 4.4г). Тогда второй диффе-
ренциал классической функции Лагранжа, вычисленный в точке  
(x*, λ*), неотрицателен (неположителен): 
 

d
2
L(x*, λ*) ≥ 0 (d

2
L(x*, λ*) ≤ 0)                               (4.5а) 

 

для всех dx ∈ R
n
, таких, что: 

 

dgj(x
*) = 0, ( )00, ** <λ>λ∈ jjaJj ; 

 

dgj(x
*) ≤ 0, 0, * =λ∈ jaJj .                              (4.5б) 

 

Достаточные условия экстремума второго порядка: пусть имеется 
точка (x*, λ*), удовлетворяющая системе (4.4а – 4.4г) при 0*

0 ≠λ . Если 

в этой точке d
2
L(x*, λ*) ≥ 0 (d

2
L(x*, λ*) ≤ 0) для всех ненулевых dx ∈ R

n
, 

таких, что dgj(x
*) = 0, ( )00, ** <λ>λ∈ jjaJj ; dgj(x

*) ≤ 0, 0, * =λ∈ jaJj , 

то точка x* является точкой локального минимума (максимума) в зада-
че (4.3). 

Стратегия решения задачи: находятся точки x*  локального экс-
тремума с помощью необходимых и достаточных условий минимума и 
максимума перого и второго порядка при ограничениях типа нера-
венств (порядок условий определяется порядком используемых произ-
водных). Вычисляются значения I(x*) функции в найденных точках. 

 
Алгоритм решения задачи. 
Шаг 1. Составить обобщённую функцию Лагранжа: 
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∑ =
λ+λ=λλ m

j jj xgxIxL
100 )()(),,( . 

 

Шаг 2. Записать необходимые условия минимума (максимума) 
первого порядка: 

а) 
( )

0
,, **

0
*

=
∂

λλ∂

ix

xL
, i = 1, 2, …, n; 

б) gj(x
*) ≤ 0, j = 1, 2, …, m; 

в) 0* ≥λ j , j = 1, 2, …, m (для минимума), 0* ≤λ j , j = 1, 2, …, m 

(для максимума); 

г) *
jλ gj(x

*) = 0,   j = 1, 2, …, m. 

Шаг 3. Решить систему для двух случаев: 

1) 0*
0 =λ ; 

2) 0*
0 ≠λ  (при этом поделить условия, записанные на шаге 2, на 

*
0λ  и заменить 

*
0

*

λ

λ j  на *
jλ ).  

В результате найти условно-стационарные точки x*, выделив из 

них полученные при 0*
0 ≠λ  (они могут быть регулярными точками 

экстремума). В каждом из двух случаев следует начинать с рассмотре-
ния 2

m
 вариантов удовлетворения условия «г» дополняющей нежёст-

кости. 
Шаг 4. Для выделенных на шаге 3 точек проверить достаточные 

условия экстремума первого или второго порядка:  
а) определить число l активных в точке x* ограничений;  

б) если l = n и 0* >λ j  для всех j ∈ Ja, то в точке x* – локальный 

минимум; если l = n и 0* <λ j  для всех j ∈ Ja, то в точке x* – локальный 

максимум.  
Для проверки достаточных условий второго порядка следует:  
а) записать выражение для второго дифференциала классической 

функции Лагранжа в точке (x*, λ*): 
 

ji
n

i

n

j
ji

dxdx
xx

xLd
xLd ∑ ∑= = ∂

λ=λ
1 1

**2
**2 ),(
),( ; 
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б) записать условия, накладываемые на первые дифференциалы 

активных ограничений: ,0
)(

)(
1

*
* =

∂
∂

=∑ = i
n

i
i

j
j dx

x

xg
xdg  aJj ∈ , 0* >λ j  

( )0* <λ j ; ,0
)(

)(
1

*
* ≤

∂
∂

=∑ = i
n

i
i

j
j dx

x

xg
xdg  aJj ∈ , 0* =λ j ; 

в) исследовать знак второго дифференциала функции Лагранжа 
для ненулевых dx, удовлетворяющих предыдущей системе; если d

2
L(x*, 

λ*) > 0, то в точке x* – условный локальный минимум, в случае d
2
L(x*, 

λ*) < 0 в точке x* – условный локальный максимум. 
Если достаточные условия первого и второго поряка не выполня-

ются, следует проверить выполнение необходимых условий второго 
порядка, следуя аналогичной процедуре. Если они выполняются, то 
требуется дополнительное исследовние, а если нет, то в точке x* нет 
условного экстремума. 

Шаг 5. Вычислить значения функции в точках условного экстре-
мума. 

Исследование функции I(x) на экстремум при ограничениях типа 
равенств, неравенств, а также смешанных ограничениях с помощью 
необходимых и достаточных условий минимума и максимума первого 
и второго порядка и большое количество разобранных примеров при-
ведено в книге [10].  

 
4.4. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ  

БЕЗУСЛОВНЫХ ОПТИМИЗАЦИОННЫХ ЗАДАЧ 
 

Принципы построения численных методов поиска  
безусловного экстремума 

 

Применение необходимых и достаточных условий безусловного 
экстремума, изложенных в предыдущем параграфе, эфективно для ре-
шения ограниченного числа задач, в которых вытекающие из условий 
соотношения имеют аналитическое решение. Для решения большинст-
ва практических задач они не могут быть рекомендованы по следую-
щим причинам:  

1) целевая функция I(x) может не иметь непрерывные производ-
ных до второго порядка включительно;  

2) использование необходимого условия первого порядка 
(∇I(x*) = 0) связано с решением системы n в общем случае нелинейных 
алгебраических уравнений, что представляет собой самостоятельную 
задачу, трудоёмкость решения которой сравнима c трудоёмкостью 
численного решения поставленной задачи поиска экстремума;  
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3) возможны случаи, когда о целевой функции известно лишь то, 
что её значение может быть вычислено нужной точностью, а сама 
функция задана неявно. 

Подавляющее большинство численных методов оптимизации от-
носится к классу итерационных, т.е. порождающих последователь-
ность точек в соответствии с предписанным набором правил, вклю-
чающим критерий окончания поиска экстремума. В заданной началь-
ной точке х0 методы генерируют последовательность х0, х1, х2, … . 
Преобразование точки xk в xk

 
+

 
1 представляет собой итерацию. 

Для определённости рассмотрим задачу поиска безусловного ло-
кального минимума: I(x*) = minx ∈ RnI(x). Численное решение этой зада-
чи связано с построением последовательности {xk} точек, обладающих 
свойством I(xk

 
+

 
1) < I(xk), k = 0, 1, … . 

Общее правило построения последовательности {xk} имеет вид 
 

xk
 
+

 
1 = xk + αks

k, k = 0, 1, … , 
 

где х0 – начальная точка поиска; sk – приемлемое направление перехо-
да из точки xk в точку xk

 
+

 
1, обеспечивающее выполнение условия 

I(xk
 
+

 
1) < I(xk), k = 0, 1, …, и называемое направлением спуска; αk – ве-

личина шага. 
Начальная точка поиска х0 задаётся исходя из физического со-

держания решаемой задачи и наличия априорной информации о поло-
жении точек экстремума. 

Приемлемое направление спуска sk должно удовлетворять усло-
вию 

(∇I(xk), sk) < 0, k = 0, 1, … , 
 

обеспечивающему убывание фунции I(x). Примером приемлемого на-
правления является направление вектора антиградиента sk = –∇I(xk). 

Величина шага αk > 0 выбирается либо из условия I(xk
 
+

 
1) < I(xk), 

k = 0, 1, … , либо из условия минимума функции вдоль направления 
спуска 

k

k
k

k sxI
α

→α+ min)( . 
 

Выбор шага из последнего условия делает спуск в направлении sk 
наискорейшим. 

Последовательность {xk} называется минимизирующей, если 
limk → ∞I(xk) = I*, т.е. последовательность сходится к нижней грани 
I* = infx ∈ RnI(x). 

Последовательность {xk} называется сходящейся к точке мини-

мума х*, если 0* →− xxk  при k → ∞. 
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В зависимости от наивысшего порядка частных производных це-
левой функции I(x), используемых для формирования sk и αk, числен-
ные методы решения задачи безусловной оптимизации принято делить 
на три группы:  

1) методы нулевого порядка, использующие только информацию 
о значении функции I(x);  

2) методы первого порядка, использующие информацию о пер-
вых производных целевой функции I(x);  

3) методы второго порядка, требующие для своей реализации 
знания вторых производных целевой функции I(x). 

Работоспособность метода ещё не гарантирована доказательством 
сходимости соответствующей последовательности – нужна опреде-
лённая скорость сходимости. Рассмотрим последовательность {xk}, 
сходящуюся к х*. Наиболее эффективный способ оценивания скорости 
сходимости состоит в сопоставлении расстояния между xk

 
+

 
1 и х* и рас-

стояния между xk и х*. 
Последовательность {xk} называется сходящейся с порядком r, 

если r – максимальное число, для которого 
 

∞<
−

−
≤

+

∞→ rk

k

k

xx

xx

*

*1

lim0 . 

 

Поскольку величина r определяется предельными свойствами 
{ xk}, она называется асимптотической скоростью сходимости. 

Если последовательность {xk} сходится с порядком r, то число 

rk

k

k xx

xx
c

*

*1

lim
−

−
=

+

∞→
 называется асимптотическим параметром ошибки. 

Если r = 1, c < 1, то сходимость линейная; если r = 2, то сходи-
мость квадратическая; если r = 1, c = 0, то сходимость сверхлинейная. 
Линейная сходимость является синонимом сходимости со скоростью 
геометрической прогрессии. 

На практике линейная сходимость может быть медленной, в то 
время как квадратичная или сверхлинейная сходимость является до-
вольно быстрой. Реальное поведение итерационного процесса зависит 
от константы с, например, линейная сходимость с константой c = 0,001, 
вероятно, является вполне удовлетворительной, а с константой c = 0,9 – 
нет. 

Одним из критериев сходимости, часто используемым при срав-
нении алгоритмов, является их способность эффективно минимизиро-
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вать квадратичные функции. Это объясняется тем, что вблизи минимума 
квадратичная функция может быть достаточно хорошей аппроксимаци-
ей целевой функции. Таким образом, алгоритм, который не даёт хоро-
ших результатов при минимизации квадратичной функции, вряд ли мо-
жет быть с успехом использован в случае общей нелинейной функции, 
когда текущая точка находится в окрестности минимума. 

 
Методы нулевого порядка. 

Методы одномерной оптимизации 
 

Постановка задачи: требуется найти безусловный минимум 
функции I(x) одной переменной, т.е. такую точку x* ∈ R, что I(x*) =  
= minx ∈ RI(x). 

Поставленная задача одномерной минимизации может быть  
решена с помощью необходимых и достаточных условий безуслов- 
ного экстремума. Однако проблема получения решения уравнений 

0
)( =

dx

xdI
 может оказаться весьма сложной. Более того, в практиче-

ских задачах функция I(x) может быть не задана в аналитическом виде 
или часто неизвестно, является ли она дифференцируемой. Поэтому 
получение численного решения поставленной задачи является акту-
альным. 

Для методов одномерной минимизации типично:  
а) задание априорной информации о положении точки минимума 

с помощью начального интервала неопределённости L0 = [a0, b0]; 
предполагается, что точка минимума x* принадлежит интервалу L0, но 
её точное значение неизвестно; 

б) большинство известных методов одномерной минимизации 
применяется для класса унимодальных функций. 

Функция I(x) называется унимодальной на интервале L0 = [a0, b0], 
если она достигает глобального минимума на [a0, b0] в единственной 
точке x*, причём слева от x* эта функция строго убывает, а справа от x* 
строго возрастёт. Если a0 ≤ y < z < x*, то I(y) > I(z), а если x* < y < z ≤ b0, 
то I(y) < I(z). 

Методы одномерной минимизации широко применяются в мето-
дах первого и второго порядков для нахождения оптимальной величи-
ны шага. 

 

Стратегии поиска 
 

Существуют две принципиально различные стратегии выбора то-
чек, в которых производится вычисление значений целевой функции. 
Если все точки задаются заранее, до начала вычислений, – это пассив-
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ная (параллельная) стратегия. Если эти точки выбираются последова-
тельно в процессе поиска с учётом результатов предыдущих вычисле-
ний, – это последовательная стратегия. Примером реализации пассив-
ной стратегии является метод сканирования целевой функции.  

Последовательную стратегию можно реализовать следующими 
способами:  

1) построением последовательности вложенных друг в друга ин-
тервалов, каждый из которых содержит точку минимума;  

2) применением квадратичной и кубической интерполяции, где 
по нескольким вычисленным значениям функции строится интерполя-
ционный полином, а его минимум указывает на очередное приближе-
ние искомой точки экстремума. 

Стратегия поиска включает в себя три этапа. 
Шаг 1. Выбор начального интервала неопределённости. Границы 

a0, b0 интервала должны быть такими, чтобы функция I(x) была унимо-
дальной. 

Шаг 2. Уменьшение интервала неопределённости. 
Шаг 3. Проверка условия окончания. Поиск заканчивается, когда 

длина текущего интервала неопределённости [ak, bk] оказывается 
меньше установленной величины. 

Ответом является множество точек, принадлежащих последнему 
интервалу неопределённости, среди которых каким-либо образом вы-
бирается решение задачи x*. 

Для эвристического выбора начального интервала неопределён-
ности можно применить алгоритм Свенна [Swann W. H.]:  

1) задать произвольно следующие параметры: x0 – некоторую 
точку, t > 0 – величину шага, положить k = 0;  

2) вычислить значение функции  в трёх точках: x0 – t, x0, x0 + t; 
3) проверить условие окончания:  
а) если I(x0 – ∆x) ≥ I(x0) ≤ I(x0 + t), то начальный интервал неопре-

делённости найден: [a0, b0] = [x0 – t, x0 + t];  
б) если I(x0 – t) ≤ I(x0) ≥ I(x0 + t), то функция не является унимо-

дальной, а требуемый интервал неопределённости не может быть най-
ден (вычисления прекращаются и рекомендуется задать другую на-
чальную точку x0);  

в) если условие окончания не выполняется, то перейти к шагу 4;  
4) определить величину ∆x:  
а) если I(x0 – ∆x) ≥ I(x0) ≥ I(x0 + t), то ∆x = t; a0 = x0; x1 = x0 + t; k = 1;  
б) если I(x0 – ∆x) ≤ I(x0) ≤ I(x0 + t), то ∆x = –t; b0 = x0; x1 = x0 – t; k = 1;  
5) найти следующую точку xk

 
+

 
1 = xk + 2k∆x;  

6) проверить условие убывания функции:  
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а) если I(xk
 
+

 
1) < I(xk) и ∆x = t, то a0 = xk; если I(xk

 
+

 
1) < I(xk) и ∆x = –t, 

то b0 = xk; в обоих случаях положить k := k + 1 и перейти к шагу 5;  
б) если I(xk

 
+

 
1) ≥ I(xk), процедура завершается; при ∆x = t положить 

b0 = xk
 
+

 
1, а при ∆x = –t положить a0 = xk

 
+

 
1. В результате имеем [a0, b0] – 

искомый начальный интервал неопределённости. 
Уменьшение интервала неопределённости, осуществляемое при 

использовании последовательной стратегии, производится на основа-
нии вычисления в двух точках текущего интервала. Свойство унимо-
дальности позволяет определить, в каком из возможных подынтерва-
лов точка минимума отсутствует. 

Для оценки эффективности алгоритмов уменьшения интервала 
неопределённости при заданном числе N вычислений функции введём 
критерий: характеристикой R(N) относительного уменьшения началь-
ного интервала неопределённости называется отношение длины ин-
тервала, получаемого в результате N вычислений функции, к длине 

начального интервала неопределённости – 
0

)(
L

L
NR N= . 

Метод сканирования целевой функции: задаётся начальный ин-
тервал неопределённости L0 = [a0, b0] и количество вычислений целе-
вой функции N; вычисления производятся в N равноотстоящих друг от 
друга точках (при этом интервал L0 делится на N + 1 равных интерва-
лов); путём сравнения величин I(xi), i = 1, …, N, находится точка xk,  
в которой значение функции наименьшее. Искомая точка минимума x*  
считается заключённой в интервале [xk – 1, xk + 1]. 

Для метода сканирования характеристика относительного умень-
шения начального интервала неопределённости находится по формуле 

1

2
)(

+
=

N
NR , где N – количество вычислений функции. Если задана 

величина R(N), то требуемое для достижения желаемой точности ко-
личество вычислений функции определяется как наименьшее целое 

число, удовлетворяющее условию 1
)(

2 −≥
NR

N . 

Метод деления интервала пополам: метод относится к последо-
вательным стратегиям и позволяет исключить из дальнейшего рас-
смотрения на каждой итерации в точности половину текущего итерва-
ла неопределённости; алгоритм уменьшения интервала основан на 
анализе величин целевой функции в трёх точках, равномерно распре-
делённых на текущем интервале (делящих его на четыре равные час-
ти); поиск заканчивается, когда длина текущего интервала неопреде-
лённости оказывается меньше установленной величины (рис. 4.1).  
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Рис. 4.1. Уменьшение интервала неопределённости  
при использовании метода деления интервала пополам 

 
Для метода деления интервала пополам характеристика относи-

тельного уменьшения начального интервала неопределённости нахо-

дится по формуле 
2/2

1
)(

N
NR = , где N – количество вычислений 

функции. Средняя точка последовательно получаемых интервалов все-
гда совпадает с одной из трёх пробных точек, найденных на предыду-
щей итерации, следовательно, на каждой итерации требуются два но-
вых вычисления функции. Если задана величина R(N), то требуемое 
для достижения желаемой точности количество вычислений целевой 
функции находится как наименьшее целое, удовлетворяющее условию 

5,0ln

)(ln2 NR
N ≥ . 

Метод дихотомии: задаются (находится методом Свенна) на-
чальный интервал неопределённости и требуемая точность; алгоритм 
опирается на анализ значений функции в двух точках: для их нахожде-
ния текущий интервал неопределённости делится пополам и в обе сто-
роны от середины откладывается по ε / 2 , где ε – малое положительное 
число; поиск заканчивается, когда длина текущего интервала неопре-
делённости оказывается меньше установленной величины (рис. 4.2). 

Для метода дихотомии характеристика относительного уменьше-
ния начального интервала неопределённости находится по формуле 

2/2

1
)(

N
NR = , можно считать эффективность методов дихотомии и 

деления отрезка пополам при мадых ε одинаковой. 
Метод золотого сечения: в этом методе в качестве двух внутрен-

них точек выбираются точки золотого сечения (рис. 4.3).  
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Рис. 4.2. Уменьшение интервала неопределённости  
при использовании метода дихотомии 

 

 
Рис. 4.3. Золотое сечение отрезка [a0, b0]  

 
На отрезке [a0, b0] имеются две симметричные относительно его 

концов точки y0 и z0: 
 

618,1
2

51

00

00

00

00

00

00

00

00 ≅+=
−
−=

−
−=

−
−=

−
−

zb

az

az

ab

ab

yb

yb

ab
. 

 

Точки y0, z0 производят золотое сечение отрезка, если отношение 
длины всего отрезка [a0, b0] к большей части [a0, z0] ([y0, b0]) равно 
оношению большей части к меньшей части. Кроме того, точка у0 про-
изводит золотое сечение отрезка [a0, z0], а точка z0 – отрезка [y0, b0]. 

Метод относится к последовательным стратегиям. Задаются на-
чальный интервал неопределённости и требуемая точность. Алгоритм 
уменьшения интервала опирается на анализе значений функции в двух 
точках «золотого сечения» (рис. 4.4). С учётом свойств «золотого се-
чения» на каждой итерации, кроме первой, требуется только одно но-
вое вычисление целевой функции. Условие окончания поиска стан-
дартное: поиск заканчивается, когда длина текущего интервала неоп-
ределённости оказывается меньше установленной величины. 

Для метода «золотого сечения» характеристика относительного 
уменьшения начального интервала неопределённости находится по 
формуле R(N) = (0,618)N 

–
 
1, где N – количество вычислений функции. 
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Рис. 4.4. Уменьшение интервала неопределённости  
при использовании метода золотого сечения 

 
Если задана величина R(N), то требуемое значение для достижения 
желаемой точности вычислений функции находится как наименьшее 

целое число, удовлетворяющее условию 
618,0ln

)(ln
1

NR
N +>> . 

Метод с использованием чисел Фибоначчи: обеспечивает макси-
мальное сокращение интервала неопределённости при заданном коли-
честве вычислений функции и опирается на числа Фибоначчи. Числа 
Фибоначчи определяются по формуле F0 = F1 = 1, Fk = Fk – 1 + Fk – 2, 
k = 2, 3, 4, … . Последовательность чисел Фибоначчи имеет вид 1, 1, 2, 
3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, … . 

Стратегия поиска: точки вычисления находятся с использовани-
ем последовательностей N + 1 чисел Фибоначчи.  

Алгоритм. 
Шаг 1. Задать начальный интервал неопределённости L0 = [a0, b0]; 

∆l > 0 – допустимую длину конечного интервала, ε > 0 – константу 
различимости. 

Шаг 2. Найти количество вычислений функции как наименьшее 

целое число, при котором удовлетворяется условие 
0

0

l

L
FN ∆

≥ , и числа 

Фибоначчи F0, F1, …, FN. 

Шаг 3. Вычислить )( 00
2

00 ab
F

F
ay

N

N −+= − ; )( 00
1

00 ab
F

F
az

N

N −+= − . 

Положить k = 0.  
Шаг 4. Вычислить I(yk), I(zk):  
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а) если I(yk) ≤ I(zk), положить ak + 1 = ak; bk + 1 = zk; zk + 1 = yk; 

)( 11
1

3
11 ++

−−

−−
++ −+= kk

kN

kN
kk ab

F

F
ay . Перейти к шагу 5;  

б) если I(yk) > I(zk), положить ak + 1 = yk; bk + 1 = bk; уk + 1 = zk; 

zk + 1 = ak + 1 )( 11
1

2
++

−−

−− −+ kk
kN

kN ab
F

F
. 

Шаг 5. Проверить условие окончания и в случае необходимости 
сделать заключительное N-е вычисление функции для получения  
решения:  

а) если k ≠ N – 3, положить k := k + 1 и перейти к шагу 4;  
б) если k = N – 3, то всегда yN – 1 = zN – 2 = (aN – 2 + bN – 2) / 2, т.е. отсут-

ствует точка нового вычисления функции.  
Следует положить: yN – 1 = yN – 2 = zN – 2; zN – 1 = yN – 1 + ε. В точках yN – 1 

и zN – 1 вычисляются значения функции и находятся границы конечного 
интервала неопределённости:  

а) если I(yN – 1) ≤ I(zN – 1), положить aN – 1 = aN – 2, bN – 1 = zN – 1;  
б) если I(yN – 1) > I(zN – 1), положить aN – 1 = yN – 1, bN – 1 = bN – 2. 
Процесс поиска завершается и x* ∈ [aN – 1, bN – 1]. В качестве при-

ближённого решения можно взять любую точку последнего интервала, 

например его середину 
2

11* −− +≅ NN ba
x . 

Для метода Фибоначчи характеристика относительного уменьше-
ния начального интервала неопределённости интервала находится по 

формуле 
nF

NR
1

)( = , где N – количество вычислений функции. 

Метод квадратичной интерполяции (метод Пауэлла [Powell M. J. D.]: 
задаётся начальная точка и с помощью пробного шага находятся три 
точки так, чтобы они были как можно ближе к искомой точке мини-
мума; в полученных точках вычисляются значения функции и строит-
ся полином второй степени, проходящий через имеющиеся точки;  
в качестве приближения точки минимума берётся точка минимума 
полинома; процесс поиска заканчивается, когда полученная точка от-
личается от наилучшей из трёх опорных точек не более чем на задан-
ную величину.  

Алгоритм. 
Шаг 1. Задать начальную точку x1, величину шага ∆x > 0, ε1, ε2 – 

малые положительные числа, характеризующие точность. 
Шаг 2. Вычислить x2 = x1 + ∆x. 
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Рис 4.5. Иллюстрация к методу квадратичной интерполяции 
 
Шаг 3. Вычислить I(x1) = I1 и I(x2) = I2. 
Шаг 4. Сравнить I(x1) с I(x2):  
а) если I(x1) > I(x2), положить x3 = x1 + 2∆x (рис. 4.5, а);  
б) если I(x1) ≤ I(x2), положить x3 = x1 – ∆x (рис. 4.5, б). 
Шаг 5. Вычислить I(x3) = I3. 
Шаг 6. Найти Imin = {minI1, I2, I3}, xmin = xi: I(xi) = Imin. 
Шаг 7. Вычислить точку минимума x  интерполяционного поли-

нома, построенного по трём точкам: 
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и значение функции )(xI  (рис. 4.5). Если знаменатель в формуле для 
x  на некоторой итерации обращается в нуль, то результатом интерпо-
ляции является прямая. В этом случае рекомендуется обозначить x1 = 
= xmin и перейти к шагу 2. 

Переходим к рассмотрению численных методов многомерной 
минимизации: требуется найти безусловный минимум функции I(x) 
многих переменных, т.е. найти такую точку x* ∈ R

n
, что I(x*) = 

= minx ∈ RnI(x). 
Метод Хука и Дживса [R. Hooke, N. A. Jeeves]: представляет со-

бой комбинацию исследующего поиска с циклическим изменением 
переменных и ускоряющего поиска по образцу. Исследующий поиск 
ориентирован на выявление локального поведения целевой функции и 
определение направления её убывания вдоль «оврагов» [11]. 

Исследующий поиск начинается в некоторой начальной точке x0, 
называемой старым базисом. В качестве множества направлений по-
иска выбирается множество разных координатных направлений и пе-
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ременной в процессе поиска. Фиксируется первое координатное на-
правление и делается шаг в сторону увеличения соответствующей пе-
ременной. Если значение функции в пробной точке меньше значения 
функции в исходной точке, шаг считается удачным. В противном слу-
чае необходимо вернуться в предыдущую точку и сделать шаг в про-
тивоположном направлении с последующей проверкой поведения 
функции. После перебора всех координат исследующий поиск завер-
шается. Полученная точка называется новым базисом (на рис. 4.6 в 
точке x0 произведён исследующий поиск и получена точка x1 – новый 
базис). Если исследующий поиск с данной величиной шага неудачен, 
то она уменьшается и процедура продолжается. Поиск заканчивается, 
когда текущая величина шага станет меньше некоторой величины. 

Поиск по образцу заключается в движении по направлению от 
старого базиса к новому (от точки x0 через точку x1, из точки x1 через 
точку x2, из x2 через x3 на рис. 4.6). Величина ускоряющего шага зада-
ётся ускоряющим множителем λ. Успех поиска по образцу определя-
ется с помощью исследующего поиска из полученной точки (напри-
мер, из точек 6, 11, 15 на рис. 4.6). Если при этом значение в наилуч-
шей точке меньше, чем в точке предыдущего базиса, то поиск по об-
разцу удачен (точки 6, 11 – результат удачного поиска по образцу,  
а точка 15 – неудачного). Если поиск по образцу неудачен, происходит 
возврат в новый базис, где продолжается исследующий поиск с умень-
шенным шагом. На рисунке 4.6 удачный поиск отображается сплошны-
ми линиями, а недачный – пунктирными. При поиске по i-му коорди-
натному направлению меняется только перемнная xi, а остальные пе-
ременные остаются зафиксированными. 

 

I 

I 

 
 

Рис. 4.6. Иллюстрация к методу Хука и Дживса 
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Метод деформируемого многогранника (метод Нелдера–Мида  
[J. A. Nelder, R. Mead]): в основу метода положено построение после-
довательности систем n + 1 точек x1(k), i = 1, …, n + 1, которые явля-
ются вершинами выпуклого многогранника. Точки системы xi(k + 1), 
i = 1, …, n + 1, на k + 1 итерации совпадают с точками системы xi(k), 
i = 1, …, n + 1, т.е. I(xh(k)) = max1 ≤ i  ≤ n + 1 I(x

1(k)). Точка xh(k) заменяется 
на другую точку по специальным правилам. В результате многогран-
ники деформируются в зависиости от структры линий уровня целевой 
функции, вытягиваясь вдоль длинных наклонных плоскостей, изменяя 
направление в изогнутых впадинах и сжимаясь в окрестности мини-
мума. Построение последовательности мгогогранников заканчивается, 
когда значения функции в вершинах многогранника отличаются от 
значения функции в центре тяжести системы xi(k), i = 1, …, n + 1, i ≠ h, 
не более чем на ε > 0. 

Описание алгоритма реализации метода Нелдера–Мида и боль-
шое количество разобранных примеров приведено в книге [10].  

Метод сопряжённых направлений (метод Пауэлла [M. J. D. Po-
well]): в этом методе используется тот факт, что минимум квадратич-
ной функции может быть найден не более чем за n шагов при условии, 
что поиск ведётся вдоль сопряжённых направлений. Пусть H – сим-
метрическая матрица размера n × n; векторы d1, d2, …, dn называются  

H-сопряжёнными, если j
T
i Hdd , i ≠ j. Задаётся начальная точка и на-

правления d1, d2, …, dn, совпадающие с координатными. Находится 
минимум I(x) при последовательном движении по (n + 1) направлени-
ям с помощью одного из методов одномерной минимизации. При этом 
полученная ранее точка минимума берётся в качестве исходной для 
поиска по следующему направлению, а направление dn используется 
как при первом (d0 = dn), так и последнем поиске. Находится новое 
направление поиска, сопряжённое с dn. Оно проходит через точки, по-
лученные при первом и последнем поиске: направление d1 заменяется 
на d2, d2 на d3 и т.д. Направление dn заменяется сопряжённым направ-
лением, после чего повторяется поиск по (n + 1) направлениям, уже  
не содержащим старого направления d1. Построение сопряжённого 
направления для квадратичной функции при n = 2 изображено на  
рис. 4.7, оно проходит через точки 1 и 3. 

Алгоритм реализации метода сопряжённых направлений описан  
в работе [12]. 
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Рис. 4.7. К построению сопряжённых направлений 

 
Методы первого порядка 

 

Метод градиентного спуска с постоянным шагом. Точки после-
довательности {xk}, k = 0, 1, …, вычисляются по правилу  
 

xk
 
+

 
1 = xk – αk∇I(xk), k = 0, 1, …,  

 

где x0 – точка, заданная пользователем; ∇I(xk) – градиент функции I(x), 
вычисленный в точке xk; αk – величина шага, заданная пользователем и 
постоянная до тех пор, пока функция убывает в точках последователь-
ности, что контролируется путём выполнения условия I(xk

 
+

 
1) – I(xk) < 0 

или I(xk
 
+

 
1) – I(xk) < –

2
)( kxI∇ε , 0 < ε < 1 [13]. Построение последова-

тельности {xk} заканчивается в точке xk, для которой 1)( ε<∇ kxI , где 

ε1 – заданное малое положительное число, или k ≥ M, где M – предель-
ное число итераций, или при двукратном одновременном выполнении 

двух неравенств 2
1 ε<−+ kk xx , ( ) ( ) 2

1 ε<−+ kk xIxI , где ε2 – малое 

положительное число.  
Сходимость. Пусть функция I(x) дифференцируема и ограни- 

чена снизу на R
n
, а её градиент удовлетворяет условию Липшица 

yxLyIxI −≤∇−∇ )()(  ∀x, y ∈ R
n
, где L > 0. Тогда при произволь-

ной начальной точке x0 ∈ R
n
 для метода градиентного спуска с посто-

янным шагом имеем 

0)(lim =∇∞→
k

k xI , 
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что гарантирует сходимость последовательности {xk} к стационарной 
точке x*, где ∇I(x*) = 0. Следовательно, найденная в результате приме-
нения метода точка x* нуждается в дополнительном исследовании с 
целью её классификации. Метод градиентного спуска гарантирует 
сходимость последовательности {xk} к точке минимума для сильно- 
выпуклых функций [13]. 

Скорость сходимости. Оценки скорости сходимости получены 
только для сильновыпуклых функций, когда последовательность {xk} 
сходится к точке минимума I(x) со скоростью геометрической про-
грессии: 

I(xk) – I(x*) ≤ gk(I(x0) – I(x*)), ( )kk gCxx ≤− * , 
 

где g ∈ (0, 1), C > 0 – константы (рис. 4.8) [14]. 
Применяя алгоритм градиентного спуска с постоянным шагом, 

далее необходимо найти точку xk, в которой выполнен хотя бы один из 
критериев окончания поиска, а затем провести анализ точки xk с целью 
установить, является ли эта точка найденным приближением задачи. 
Процедура анализа определяется наличием у функции I(x) непрерыв-
ных вторых производных; если да, то следует провести проверку вы-
полнения достаточных условий минимума: если H(x*) > 0, то точка xk 
есть найденное приближение искомой точки x*; если I(x) имеет непре-
рывные первые производные, то следует провести проверку функции 
I(x) на выпуклость в окрестности xk, используя критерий выпуклости 
для функций: функция I(x) выпукла (строго выпукла) в том и только 
том случае, если (I(x + y) ≥ I(x) + (∇I(x), y)), если функция выпукла 
(строго выпукла), то xk есть найденное приближение точки x*. Если 
 

I 

I 

I 

I 

 
 

Рис. 4.8. Геометрическая интерпретация градиентного метода 
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требуется найти глобальный минимум функции I(x), то для строго вы-
пуклой I(x) решение задачи аналогично поиску локального минимума 
функции, а если I(x) имеет несколько локальных минимумов, поиск 
глобального минимума осуществляется в результате перебора всех 
локальных минимумов. 

Метод наискорейшего градиентного спуска: стратегия поиска 
аналогична стратегии поиска градиентного метода за исключением 
выбора величины шага на каждой итерации k – она определяется из 
условия  

( )
k

k
k

k
k xIxI

α
→∇α−=αϕ min)()( .                         (4.6) 

 

Решение задачи (4.6) может осуществляться c использованием 

необходимого условия минтимума 0=
α
ϕ

kd

d
 с последующей проверкой 

достаточного условия минимума 0
2

2

>
α

ϕ

kd

d
. Такой путь может быть ис-

пользован либо для достаточно простой минимизируемой функции 
ϕ(αk), либо при предварительной аппроксимации достаточно сложной 

функции ϕ(αk) = ( ))( k
k

k xIxI ∇α−  полиномом g(αk) (как правило, вто-

рой или третьей степени), и тогда условие 0=
α
ϕ

kd

d
 замещается усло-

вием 0=
αkd

dg
, а условие 0

2

2

>
α

ϕ

kd

d
 – условием 0

2

2

>
αkd

gd
. 

Другой путь решения задачи (4.6) связан с использованием чис-
ленных методов, когда ищется 

 

( ))(min)(min ],[],[
k

k
k

bakba xIxI
kk

∇α−=αϕ ∈α∈α . 
 

Границы интервала [a, b] задаются пользователем. При этом сте-
пень близости найденного значения αk к оптимальному значению *

kα , 

удовлетворяющему условиям 0=
α
ϕ

kd

d
, 0

2

2

>
α

ϕ

kd

d
, зависит от задания 

интервала [a, b] и точности методов одномерной минимизации [15]. 
Построение последовательности {xk}, k = 1, 2, …, заканчивается 

как и в методе градиентного спуска с постоянным шагом, т.е. при 

1)( ε<∇ kxI , где ε1 – заданное малое положительное число, или k ≥ M, 
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где M – предельное число итераций, или при двукратном одновремен-

ном выполнении двух неравенств 2
1 ε<−+ kk xx , ( ) ( ) 2

1 ε<−+ kk xIxI , 

где ε2 – малое положительное число. Вопрос о том, может ли точка xk 
рассматриваться как найденное приближение искомой точки локаль-
ного минимума x*, решается путём дополнительного исследования. 

Метод наискорейшего спуска гарантирует сходимость последова-
тельности {xk}, k = 1, 2, …, к точке минимума для сильновыпуклых 
функций [13]. Оценки скорости сходимости получены только для 
сильновыпуклых функций, когда последовательность {xk} сходится к 
точке минимума функции I(x) со скоростью геометрической прогрес-

сии (линейная сходимость): *1 xx
mM

mM
xx kkk −

+
−≤−+ , где M и m – 

оценки наибольшего и наименьшего собственных значений матрицы 
H(x) функции I(x) [13]. 

Метод покоординатного спуска (метод Гаусса–Зейделя [Gauss-
Seidel]). Точки последовательности {xk}, k = 1, 2, …, вычисляются по 
циклам в соответствии с правилом 
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1 )(
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jkjk e
x

xI
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где j – номер цикла вычислений, j = 0, 1, 2, …; k – номер итерации 
внутри цикла, k = 0, 1, 2, …, n – 1; ek + 1 – единичный вектор; точка x00 
задаётся пользователем, величина шага αk выбирается из условия  
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21 )()()( jkjkjk xIxIxI ∇ε−<−+ . 
 

Если выбранное условие при текущем αk не выполняется, шаг 

уменьшается вдвое и точка 1
1

)(
+

=+











∂
∂α− k

xxk
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xI
x

jk

 вычисляется за-

ново. Согласно стратегии метода Гаусса–Зейделя величина шага αk  
выбирается из условия  
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Легко видеть, что при фиксированном j за одну итерацию с номе-
ром k изменяется только одна проекция точки x 

jk, имеющая номер 
k + 1, а в течение всего цикла с номером j, т.е. начиная с k = 0 и кончая 
k = n – 1, изменяются все п проекций точки x 

j0. После этого точке x 
jn 

присваивается номер x 
j

 
+

 
1,0 и она берётся за начальную точку для  

вычислений в (j + 1)-м цикле. Расчёт заканчивается в точке x 
jk при вы-

полнении по крайней мере одного из трёх критериев окончания счёта: 

1)( ε<∇ jkxI , или j ≥ M, или двукратного выполнения неравенств 

2
1 ε<−+ jkjk xx , ( ) ( ) 2

1 ε<−+ jkjk xIxI . Полученные в результате вы-

числений точки могут быть записаны как элементы последовательно-
сти xl, где l = nj + k – порядковый номер точки, т.е. {xl} = { x0 = x00, 
x1 = x01, …, xn = x0n = x10, xn

 
+

 
1 = x11, xn

 
+

 
2 = x12, …}. 

Если функция I(x) дифференцируема и ограничена снизу на R
n
,  

а её градиент удовлетворяет условию Липшица, то построение после-
довательности {xk} по методу покоординатного спуска обеспечивает 

выполнение условия 0)( →∇ kxI  при k → ∞ [13]. Найденная в ре-

зультате применения метода точка x* нуждается в дополнительном 
исследовании с целью её классификации. Скорость сходимости оцени-
вается как линейная. 

Метод Флетчера–Ривса [R. Fletcher, C. M. Reeves]. Точки после-
довательности {xk} в методе вычисляются по правилу:  

 

xk
 
+

 
1 = xk + αk s

k, k = 0, 1, … ;    
 

sk = –∇I(xk) + βk – 1 s
k

 
–

 
1; 

s0 = –∇I(x0);   
21

2

1
)(

)(

−
−

∇

∇
=β

k

k

k

xI

xI
. 

 

Точка x0 задаётся пользователем, величина шага αk определяется 
для каждого значения k из условия ( )

k

k
k

k
k sxI

α
→α−=αϕ min)( . 

Решение задачи одномерной минимизации может осуществляться 

либо из условия 0=
α
ϕ

kd

d
, 0

2

2

>
α

ϕ

kd

d
, либо численно, с использованием 

методов одномерной минимизации, когда решается задача 
 

],[
min)(

ba
k

k ∈α
→αϕ . 
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Вычисление величины βk – 1 по формуле 
21

2

1

)(

)(

−
−

∇

∇
=β

k

k

k

xI

xI
 обес-

печивает для квадратичной формы ∑ ∑= =
= n

i

n

j jiij xxaxI
1 1

)(  построе-

ние последовательности H-сопряжённых направлений s0, s1, …, sk, …, 
для которых (sj, Hsi) = 0 ∀i, j = 0, 1, …, k; i ≠ j. При этом в точках по-
следовательности {xk} градиенты функции I(x) взаимно перпендику-
лярны, т.е. (∇I(xk

 
+

 
1), ∇I(xk)) = 0, k = 0, 1, … . 

Для квадратичных функций I(x) с матрицей H > 0 метод Флетче-
ра–Ривса является конечным и сходится за число шагов, не превы-
шающее n – размерность вектора x. 

Оценки скорости сходимости получены только для сильновыпук-
лых функций, когда последовательность {xk} сходится к точке мини-

мума I(x) со скоростью 
2** xxCxx knk −≤−+ , k ∈ 0, n, 2n, … [14]. 

Метод Дэвидона–Флетчера–Пауэлла [W. C. Davidon, R. Fletcher, 
M. J. D. Powell]. Точки последовательности {xk} в этом методе вычис-
ляются по правилу 

 

xk
 
+

 
1 = xk – αkA

k∇I(xk),   k = 0, 1, … , 
 

где Ak – матрица размера n × n, которая вычисляется по правилу: 
 

k
c

kk AAA +=+1 ,  A0 = E,                                    (4.7) 
 

kkTk

kTkkk

kTk

Tkk
k
c

gAg

AggA

gx

xx
A

∆∆
∆∆−

∆∆
∆∆=

)(

)(

)(

)(
,                     (4.8) 

 

где ∆xk = xk
 
+

 
1 – xk, ∆gk = ∇I(xk

 
+

 
1) – ∇I(xk).  

Точка x0 задаётся пользователем, величина шага αk определяется 
из условия  

( )
k

kk
k

k
k xIAxI

α
→∇α−=αϕ min)()( .                        (4.9) 

 

Формулы (4.7), (4.8) при аналитическом решении задачи (4.9) 
обеспечивают построение последовательности {Ak} положительно оп-
ределённых матриц, таких, что Ak → H–1(x*) при k → ∞. Следствием 

этого для квадратичной функции ),(),(
2

1
)( xbxHxxI += , H > 0, явля-

ется тот факт, что направления sk, k = 0, 1, … , будут H-сопряжёнными, 
и, следовательно, алгоритм сойдётся не более чем за n шагов. Для не-
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квадратичных функций I(x) алгоритм перестаёт быть конечным, и его 
сходимость зависит от точности решения задачи (4.9). Глобальную 
сходимость алгоритма можно гарантировать лишь при его обновлении 
через каждые п шагов, т.е. когда в формуле xk

 
+

 
1 = xk – αkA

k∇I(xk),  
k = 0, 1, …: 









∉+
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= − .,

...},2,,0{,,
1 jkAA

nnjjkE
A k

c
k

k  

Если I(x) дважды непрерывно дифференцируемая функция и 
H(x*) > 0, то метод с обновлением сходится к точке локального миниму-
ма x* со сверхлинейной скоростью [14], а если в дополнение выполняет-
ся условие ykyxH ≤)(  ∀y ∈ R

n
 в окрестности точки x*, то последова-

тельность {xk} сходится к точке x* с квадратичной скоростью [14]. 
 

Методы второго порядка 
 

Метод Ньютона [I. Newton]. Направление спуска в методе Нью-
тона определяются для каждого значения k по формуле 

 

sk = –H
–1(xk)∇I(xk). 

 

Вычисление sk по предыдущей формуле гарантирует выполнение 
требования I(xk

 
+

 
1) < I(xk) при условии, что H(xk) > 0. 

Пусть I(x) дважды дифференцируемая сильновыпуклая функ- 
ция с константой l > 0 на R

n
 и удовлетворяет условию ≤− )()( yHxH  

yxL −≤  ∀x, y ∈ R
n
, где L > 0, а начальная точка такова, что 

L

l
xI

2
0 8
)( ≤∇ , т.е. 

L

ql
xI

2
0 8
)( ≤∇ , где q ∈ (0, 1). Тогда последова-

тельность {xk} сходится к точке минимума с квадратичной скоростью 

L

lq
xxk

2
* 4≤−  [14]. 

Сходимость метода Ньютона доказана лишь для сильновыпуклых 
функций и для достаточно хорошего начального приближения, опре-

деляемого условием 
L

ql
xI

2
0 8
)( ≤∇ , практическое использование ко-

торого крайне затруднено, так как постоянные l и L, как правило, неиз-
вестны и требуют трудоёмкого исследования для их определения. По-
этому при практическом использовании метода Ньютона следует:  

а) анализировать матрицу H(xk) на выполнение условия H(xk) > 0 
∀k = 0, 1, … и заменять формулу xk

 
+

 
1 = xk – H–1(xk)∇I(xk) на формулу 

xk
 
+

 
1 = xk – αk∇I(xk) в случае его невыполнения;  



144 

б) проводить анализ точки xk в целях выяснения, является ли она 
найденным приближением искомой точки x*. 

В методе Ньютона–Рафсона [Newton–Raphson] точки последо-
вательности вычисляются по правилу  

 

xk
 
+

 
1 = xk – αkH

–1(xk)∇I(xk), k = 0, 1, … , 
 

здесь x0 задаётся пользователем, а величина шага αk определяется из 
условия 

( )
k

kk
k

k
k xIxHxI

α

− →∇α−=αϕ min)()()( 1 .                (4.10)  

Задача (4.10) может решаться либо аналитически с использовани-

ем необходимого условия минимума 0=
α
ϕ

kd

d
 с последующей провер-

кой достаточного условия 0
2

2

>
α

ϕ

kd

d
, либо численно как задача 

],[
min)(

ba
k

k ∈α
→αϕ , где интервал [a, b] задаётся пользователем. Если 

функция )( kαϕ  достаточно сложна, то возможна её замена полиномом 

P(αk) второй или третьей степени и тогда шаг αk может быть опреде-

лён из условия 0=
αkd

dР
 при выполнении условия 0

2

2

>
αkd

Рd
. 

 

4.5. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ  
УСЛОВНЫХ ОПТИМИЗАЦИОННЫХ ЗАДАЧ 

 

Рассмотрим общую постановку задачи поиска условного экстре-
мума со смешанными ограничениями. Даны дважды непрерывно диф-
ференцируемые целевая функция I(x) = I(x1, …, xn) и функции ограни-
чений gj(x) = 0, j = 1, …, m; gj(x) ≤ 0, j = m + 1, …, p, определяющие 
множество допустимых решений X. Требуется найти локальный ми-
нимум целевой функции на множестве X, т.е. такую точку x* ∈ X, что 

 

I(x*) = minx ∈ XI(x), 

где 
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Применение необходимых и достаточных условий применения 
условного экстремума эффективно для решения ограниченного числа 
задач, в которых вытекающие из этих условий соотношения имеют 
аналитическое решение. Для решения большинства практических за-
дач используются численные методы, которые делятся на две группы.  
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1. Методы, использующие преобразование задачи условной оп-
тимизации в последовательность задач безусловной оптимизации пу-
тём введения в рассмотрение вспомогательных функций: методы по-
следовательной безусловной оптимизации. 

2. Методы непосредственного решения задачи условной оптими-
зации, основанные на движении из одной допустимой точки, где вы-
полнены все ограничения, к другой допустимой точке с лучшим зна-
чением целевой функции: методы возможных направлений.  

Основная идея методов первой группы состоит в том, чтобы ап-
проксимировать исходную задачу условной оптимизации некоторой 
вспомогательной задачей, решение которой менее сложно, чем реше-
ние исходной. Естественно, что ограничившись одной вспомогатель-
ной задачей, можно получить, вообще говоря, лишь приближённое 
решение. Если же использовать последовательность задач, в опреде-
лённом смысле «сходящихся» к исходной, то искомое точное решение 
в большинстве случаев окажется пределом соответствующей последо-
вательности приближённых решений. Идея преобразования задачи с 
ограничениями в надлежащим образом построенную последователь-
ность задач без ограничений представляется заманчивой главным об-
разом в связи с наличием эффективных и надёжных методов безуслов-
ной минимизации. 

На практике для получения решения исходной задачи с требуе-
мой точностью достаточно бывает решить конечное (относительно 
небольшое) число вспомогательных задач. При этом нет необходимо-
сти решать их точно, а информацию, полученную в результате реше-
ния вспомогательной задачи, обычно удаётся эффективно использо-
вать для решения следующей. 

В рамках единой методологии можно выделить несколько подхо-
дов к решению задачи. Первый называется методом штрафов (внеш-
них штрафов). В этом методе к целевой функции добавляется функ-
ция, интерпретируемая как штраф за нарушение каждого из ограниче-
ний. Метод генерирует последовательность точек, которая сходится к 
решению исходной задачи.  

Второй подход называется методом барьеров (внутренних 
штрафов). Здесь к целевой функции исходной задачи добавляется сла-
гаемое, которое не позволяет генерируемым точкам выходить за пре-
делы допустимой области. 

Третий подход связан с добавлением штрафной функции не к це-
левой функции, а к её функции Лагранжа. В результате возникает мо-
дифицированная функция Лагранжа, а методы, использующие эту 
функцию, называются методами множителей.  
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Четвёртый подход базируется на введении так называемых точ-
ных штрафных функций, позволяющих ограничиться решением лишь 
одной задачи безусловной минимизации. 

Методы непосредственного решения задач условной оптимиза-
ции, образующие вторую группу, связаны с нахождением предела х*  
последовательности {xk} допустимых точек при k → ∞, таких, что 
I(xk

 
+

 
1) < I(xk), k = 0, 1, … . К описанной группе методов относятся  

метод проекции градиента и метод возможных направлений Зойтен-
дейка. 

Упомянутая выше группа методов решения условных оптимиза-
ционных задач и большое количество разобранных примеров приведе-
ны в работах [10, 12, 16].  

 
4.6. ОПТИМИЗАЦИЯ БИОТЕХНОЛОГИЧЕСКОГО ПРОЦЕССА 

В УСЛОВИЯХ ЧАСТИЧНОЙ НЕОПРЕДЕЛЁННОСТИ 
 

При проектировании/расчёте биотехнологических процессов (БТП) 
часто используют так называемую неопределённую («неточную») ин-
формацию о физико-химических параметрах, характеристиках исход-
ных/«сырьёвых» веществ, конструктивных/геометрических показате-
лях фрагментов технологического оборудования, внешних условиях 
эксплуатации процесса, финансовых/стоимостных данных и т.п., что 
опосредованно оказывает заметное влияние на качество функциониро-
вания БТП, характеризуемое известными технико-экономическими 
показателями, например прибылью. Количественный учёт ряда ука-
занных «неточных»/случайных факторов составляет суть проектиро-
вания БТП в условиях частичной (неполной) неопределённости. 

Пусть проектируемый БТП описывается векторным нелинейным 
уравнением 

f(x, d, y, u, a) = 0,                                   (4.11) 
 

где { } Dpldd l ∈== ,1, , { } Araa ∈=ρ= ρ ,1,  – векторы конструктив-

ных и физико-химических параметров из замкнутых множеств D и A с 
неиспользуемыми замыканиями d

–
, d

+
 и a

–
 и a

+
 соответственно. 

Рассмотрим более подробно аргументы функции f(⋅) и их взаимо-

связи. Координату x можно представить в форме xx ∆+р
н , где р

нx  – 

заданная нагрузка по «сырью» на БТП; ∆x – неопределённая знакопе-

ременная составляющая, такая, что р
нxx <∆  или даже р

нxx <<∆ ; 

вектор-параметр a также можно представить в форме aa ∆+ , где a  – 
«точная» или заданная составляющая, а ∆a зависит от случайной ком-
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поненты ∆x, изменений показателей внешней среды (температуры, 
влажности, давления и т.д.) и иногда от вариаций ∆d конструктивных 

параметров ddd ∆+= . Будем упрощённо считать ∆x и р
нx , а также ∆a 

и a , ∆d и d  линейно независимыми, а x и d независимыми друг от 
друга (хотя ∆d может влиять на ∆a), но ∆d существует только на этапе 
проектирования, а ∆x и ∆a – на всём жизненном цикле БТП. Управле-
ние u также существенно изменяется и влияет на y на этапе проектиро-
вания БТП, а на стадии функционирования u = const, что обеспечива-
ется соответствующими автоматическими системами регулирования. 

Для удобства изложения материала объединим неопределённые 
параметры р

нx  + ∆x и a  + ∆a в вектор ξ из ограниченного открытого 

числового множества { }+
ρρ

−
ρρ ξ<ξ<ξξ=Ξ : , ξ= nj ,1 . 

Выбор множества параметров, которые должны рассматриваться 
как неопределённые, очень важен: выбор большого числа параметров в 
качестве неопределённых может сделать задачу математического мо-
делирования БТП в условиях неопределённости крайне трудоёмкой,  
а невключение некоторых параметров в число неопределённых может 
значительно повлиять на результаты её решения. Для выбора таких 
параметров, которые в наибольшей степени влияют на процесс, при-
меняют методы анализа чувствительности математической модели 
объекта. 

Обозначим через ξ, y и y,ξ  совокупности неопределённых па-
раметров и выходных координат объекта, которые соответственно мо-
гут и не могут быть непосредственно измерены на этапе функциони-
рования БТП. Предположим, что мы имеем достаточно точные прибо-
ры для измерения значений ξ, y, которые проводятся при некотором 
u = u*. Если размерность вектор-функции f(⋅) с компонентами в виде 

функций 





 ξξ,,,,, uydxfi , ni ,1= , больше или равна размерности 

вектора ξ , то значения параметров ξ  на этапе функционирования мо-
гут быть найдены решением обратной задачи 

 



















 ξξ














 ξξ

ξ
,,,,,,,,,,min uydxfuydxf

T

. 

Интервалы неопределённости измеряемых параметров могут быть 
найдены, если известны максимальные ошибки измерения применяе-

мых датчиков и приборов [19]. Отметим, что решение ξ  обратной за-
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дачи при известных ошибках [∆ξj
, ∆y 

j
] измерения неопределённых 

параметров и выходных координат объекта ξ, y – это некоторая функ-

ция от ∆ξj
 и ∆y 

j
, т.е. ( )NN yyy ∆∆∆ξ∆ξ∆ξ∆ξ=ξ ...,,,,...,,, 2121 . В об-

щем случае область неопределённости параметров ξ задаётся следую-
щими условиями: 
 

Ξ = {ξ(∆ξ1, ∆ξ2, …, ∆ξN, ∆y1, ∆y2, …, ∆yN) : |∆ξλ| ≤ δ1, |∆yλ| ≤ δ2}, 
 

где δ1, δ2 – максимальные значения погрешности измерения ξ и y. 
Использование области неопределённости в таком виде очень  

неудобно при решении задач оптимизации. В связи с этим в качест- 
ве области неопределённости может оказаться целесообразным ис-
пользовать наименьший многомерный прямоугольник, включающий 

область Ξ. Для этого необходимо найти nξ пар [ ]U
i

L
i ξξ ,  решением сле-

дующих задач: 

( )NN
iy

L
i yyyjj ∆∆∆ξ∆ξ∆ξ∆ξ=ξ

∆ξ∆
...,,,,...,,,min 2121

,
; 

 

( )NN
iy

U
i yyyjj ∆∆∆ξ∆ξ∆ξ∆ξ=ξ

∆ξ∆
...,,,,...,,,max 2121

,
; 

 

|∆ξj| ≤ δ1,   |∆y 
j| ≤ δ2,   Nj ,1= . 

 

Для обеспечения безопасности БТП и заданного качества продук-

ции используют «жёсткие» ограничения типа ( ) 0,,,,р
н ≤ξuydxg j , 

mj ,1= , которые должны выполняться для любых значений аргумен-

тов d, y, u и даже ξ, а также «мягкие» ограничения, выполняемые с 
заданной доверительной вероятностью Рд, т.е. 
 

( ){ } д
р
н ,1,0,,,,Вер Pmjuydxg j ≥=≤ξ . 

 

Рассмотрим некоторые постановки оптимизационных задач мате-
матического проектирования БТП в условиях частичной неопределён-
ности и основные подходы к их решению. 

 
Одноэтапная задача математического проектирования 

 

Характерной особенностью одноэтапной задачи проектирования 
БТП является невозможность уточнения информации относительно неоп-

ределённых параметров {∆x, ∆a} и, соответственно, { }ξρ =ρξ=ξ n,1, ,  

а конструктивные параметры d ∈ D и управления u ∈ U равноправны  
в том смысле, что они не изменяются на этапе функционирования объ-
екта. 
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Для упрощения задачи проектирования БТП примем n = 3, 

d = { d1, d2, d3} ∈ D, { }3,1,: =≤≤= +− lddddD lll , u = { u1, u2, u3} ∈ U, 

{ }3,1,: =≤≤= +− juuuuU jjj , { }2,1,: =ξ<ξ<ξξ=Ξ=ξ +− kkkkk , огра-

ничения ( ) 2,1,0)(,,,,р
н =λ≤⋅=ξ λλ guydxg  – гладкие, выпуклые; 

технико-экономические показатели типа прибыли ( )ξϕ ,,,,р
н uydx  – 

выпуклые и гладкие.  
Поскольку ограничения являются жёсткими, то при наличии не-

определённости необходимо гарантировать работоспособность техно-
логического объекта, т.е. гарантировать наличие таких значений век-
торов d ∈ D и u ∈ U, которые обеспечивают выполнение ограничений 

( ) 2,1,0)(,,,,р
н =λ≤⋅=ξ λλ guydxg  для всех возможных значений 

ξ = {ξk, k = 1, 2} ∈ Ξ. Запишем логическое условие работоспособности 
БТП в виде 

∀ξ ∈ Ξ, ∀λ = 1, 2 ( ) ,0,,,,р
н ≤ξλ uydxg  

 

которое в соответствии с соотношением эквивалентности  
 

ZzzzZz ∈≤ψ⇔≤ψ∈ ,0)(0)(max  
 

можно преобразовать в аналитическое условие вида  
 

( ) ,0,,,,max р
н ≤ξλΞ∈ξ uydxg  λ = 1, 2. 

 

Поскольку математическое ожидание ( )( )ξϕξ ,,,,р
н uydxM   

даёт среднее значение прибыли ( )ξϕ ,,,,р
н uydx  на этапе функцио- 

нирования БТП, то естественно использовать выражение 
( )( )ξϕ= ξ ,,,,),( р

н uydxMudI  как целевую функцию задачи оптимиза-
ции в условиях неопределённости. 

Сформулируем одноэтапную задачу математического проектиро-
вания с жёсткими ограничениями в условиях неопределённости пара-
метров ξ ∈ Ξ ⊂ Ξ2

: при заданной нагрузке р
нx  по сырью требуется оп-

ределить максимальную прибыль I*(d, u), векторы конструктивных 
параметров d* ∈ D и управления u* ∈ U, такие, что 
 

( )( ){ }ξϕ= ξ ,,,,max),( р
н,

* uydxMudI ud                   (4.12) 

при связи ( ) 0,,,,р
н =ξuydxf  и ограничениях: 

 

( ) ,0,,,,max р
н ≤ξλΞ∈ξ uydxg  λ = 1, 2.                        (4.13) 
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Если применять «мягкие» ограничения, то вместо ограничений 
(4.13) следует использовать вероятностное условие 
 

( ){ } д
р
н 0,,,,Вер Puydxg ≥≤ξλ , λ = 1, 2.                      (4.14) 

 

Сформулированные задачи оптимизации (4.12), (4.11), (4.13) или 
(4.12), (4.11), (4.14) аналогичны задаче оптимизации установившегося 
режима БТП и для их решения можно использовать методы, рекомен-
дованные в гл. 3.  

Главной трудностью в этих задачах является вычисление многомерно-

го интеграла (математического ожидания ( )( )ξϕξ ,,,,р
н uydxM  и вероят-

ностей Вер{gλ(⋅) ≤ 0} выполнения ограничений { ( )ξλ ,,,,р
н uydxg  ≤ 0}, 

λ = 1, 2. Можно рекомендовать ряд методов их экономичного вычис-
ления, программные реализации которых имеются в пакетах приклад-
ных программ: методы, основанные на аппроксимации подынтеграль-
ного выражения с помощью конечного множества точек в пространст-
ве интегрирования, методы Монте-Карло и близкие к ним процедуры 
латинского гиперкуба и последовательности проб Хаммерслея, осно-
ванные на генерации псевдослучайных чисел (чаще всего с равномер-
ным законом распределения).  

В первой группе методов вычисление ( )( )ξϕξ ,,,,р
н uydxM  осу-

ществляется по приближённой формуле  
 

( )( ) ( )j
Jj j uydxuydxMudI ξϕω≈ξϕ= ∑ ∈ξ ,,,,,,,,),( р

н
р
н

1
, 

 

где ωj – весовые коэффициенты, удовлетворяющие условиям ωj ≥ 0, 

1
1

=ω∑ ∈Jj j  (далее мы будем опускать эти условия); ξj
 (j ∈ J1) – ап-

проксимационные точки, равномерно покрывающие область неопре-
делённости { }2,1,: =ξ<ξ<ξξ=Ξ +− kkkkk . В соответствии с техникой 

Монте-Карло для оценки интеграла используется следующее соотно-
шение: 
 

( )( ) ( )j
Jj

uydxNuydxM ξϕ≈ξϕ ∑ ∈
−

ξ ,,,,,,,, р
н

1р
н

1
, 

 

где ξj
 (j ∈ J1) – последовательность N векторов ξj

, имеющих равномер-
ную плотность распределения вероятностей. 

Опишем один из возможных итерационных подходов к решению 
одноэтапной задачи (4.12), (4.11), (4.13) математического проектиро-
вания БТП в условиях неопределённости параметров ξ ∈ Ξ ⊂ Е

2
. Ап-
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риори введём множества S1 аппроксимационных S1 = {ξj
: ξj

 ∈ Ξ, j ∈ J1} 
и S2 «критических» точек, в которых могут нарушаться ограничения 
задачи ( ) 0,,,,max р

н ≤ξλΞ∈ξ uydxg , λ = 1, 2. 

Поскольку функции gλ(⋅), λ = 1, 2, выпуклы, то в начальное мно-

жество критических точек )0(
2S  целесообразно включить угловые точ-

ки +− ξξ kk , , k = 1, 2, области неопределённости (прямоугольника) 

Ξ ⊂ Е
2
. Сформулируем вспомогательную задачу (А): определить мак-

симальное значение функции ),(ˆ udI , векторы конструктивных пара-

метров Dd ∈ˆ  и управлений Uu∈ˆ , такие, что 
 

( )j
Jj jud uydxudI ξϕω= ∑ ∈

,,,,max),(ˆ р
н,

1
                (A) 

 

при связи ( ) 0,,,,р
н =ξuydxf  и ограничениях: 

 

( ) 0,,,,р
н1 ≤ξ juydxg , ( ) 0,,,,р

н2 ≤ξ juydxg , ξj
 ∈ S1, j ∈ J1; 

 

( ) 0,,,,р
н1 ≤ξluydxg , ( ) 0,,,,р

н2 ≤ξluydxg , ξl
 ∈ S2, l ∈ J2. 

 

Для решения задачи (4.12), (4.11), (4.13) покажем следующий  
алгоритм. 

На первом шаге задаём начальный номер итерации, например 
ν = 1, совокупность аппроксимационных точек ξj

, j ∈ J1, ξj
 ∈ S1, началь-

ную совокупность критических точек { })1(
2

)1(
2 ,: −ν−ν ∈Ξ∈ξξ= JlS ll  и 

начальные приближения конструктивных параметров d(0) и управляю-
щих переменных u(0). 

На втором шаге находим решение вспомогательной задачи (А) 
одним из методов, например, дихотомии, золотого сечения и др., и 

определяем значения I( )(νd , )(νu ) и векторов )(νd , )(νu . 
Далее на третьем шаге решаем две экстремальные задачи: 

( ) 0,,,,max )()(р
н ≤ξνν

λΞ∈ξ uydxg , λ = 1, 2, и определяем две точки )(
1
νξ  

и )(
2
νξ , доставляющие максимум функциям ( ) 0,,,, )()(р

н ≤ξνν
λ uydxg , 

λ = 1, 2. 
На четвёртом шаге образуем новое множество критических точек 

 

( ){ } 0,,,,:, )()(р
н

)(
2

)(
1

)( >ξξξ= νν
λ

ννν uydxgR , λ = 1, 2. 

Если это множество пустое, то решение задачи получено, т.е. 
d* = )(νd , u* = )(νu  и алгоритм заканчивает свою работу, иначе пере-
ходим к следующему шагу. 



152 

На пятом шаге формируем новое множество критических точек 
)()1(

2
)(

2
ν−νν = RSS U  и, полагая ν: ν + 1, переходим к шагу 2. 

Определённым недостатком описанного алгоритма решения зада-
чи (4.12), (4.11), (4.13) является увеличение числа критических точек 
на каждой итерации и, соответственно, числа учитываемых ограниче-
ний. В некоторых случаях при большом числе критических точек чис-
ло ограничений может стать слишком большим. 

Рассмотрим один из возможных эвристических подходов к реше-
нию одноэтапной задачи математического проектирования БТП с 
«мягкими» ограничениями (4.12), (4.11), (4.14), предварительно пере-
формулировав её в эквивалентную форму: 

 

( )
( ) ( )

),2,1

,,,,,,,,,maxmin

,

р
н

р
н,

**
*

1

=λ

α≤

 ξξϕω=

=

λλ∈Λ∈α

αα

∑ uydxguydx

udI

Ji
i

iud    (Б) 

( )[ ]{ }2,1,0,,,,Bep д
р
н =λ≥≤ξλ∀α=Λ ααλ Puydxg . 

 

Напомним, что черта «|» означает «при условии», а символ ∀ – 
«для любого». 

В задаче (Б) вероятностные ограничения (4.14) заменяются на жё-
сткие ограничения вида ( ) λλ α≤ξ,,,,р

н uydxg , λ = 1, 2, где α1, α2 – 

скалярные переменные (α1 < 0, α2 < 0), а далее подбираются мини-

мальные значения *
1α , *

2α  и соответствующие им конструктивные 

параметры *αd  и управления *αu , такие, при которых выполняются 
вероятностные ограничения (4.14).  

Покажем итерационный алгоритм для решения задачи (4.12), 
(4.11), (4.14). 

На первом шаге задаём начальный номер итерации, например 
ν = 1, совокупность аппроксимационных точек ξi

, i ∈ J1, ξ
i
 ∈ S1, значе-

ние вероятности Pд, точности ε решения задачи оптимизации, началь-
ные приближения d(0), u(0) и ( ))0(

2
)0(

1
)0( , αα=α . 

На втором шаге решаем задачу (Б) одним из методов, например, 
дихотомии, золотого сечения и др., и определяем значения векторов 

)1()1( ,)(
−ν−ν α

ν
α

ν == uudd  и ( ))()( , νν udI . 

На шаге 3 в точке )(νd , )(νu  методом Монте-Карло вычисляются 
вероятности выполнения ограничений ( ) 0,,,, )()(р

н ≤ξνν
λ uydxg , λ = 1, 2, 
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с использованием генератора псевдослучайных чисел ξk, k = 1, 2,  
с равномерным законом распределения и математической модели 

( ) 0,,,, )()(р
н =ξνν uydxf  и проверяется выполнение условий 

( ){ } д
р
н 0,,,,Bep Puydxg ≥≤ξλ , λ = 1, 2. 

Если вероятностные ограничения не выполняются, т.е. Λ∉α −ν
λ

)1( , 

λ = 1, 2, то производится «ужесточение» ограничений во вспомога-
тельной задаче (Б) посредством увеличения заданных скалярных пере-

менных )1(
1

−να  или )1(
2

−να  для нарушенных ограничений, т.е. опреде-

ляются новые значения скалярных переменных ( ))(
2

)(
1

)( , ννν αα=α , чис-

ло итераций ν увеличивается на 1, т.е. ν := ν + 1, и следует переход к 
шагу 2. В противном случае с заданной точностью ε подбираются  

минимальные числа *)(
1
να , )*(

2
να , принадлежащие допустимой облас-

ти Λ, а соответствующие им конструктивные параметры *)(
*

να
= dd , 

управления *)(
*

να
= uu  и значение целевой функции ( )*)(*)( ,*

νν αα
udI  

принимаются за решение задачи (4.12), (4.11), (4.14). 
Рассмотрим теперь другую формулировку одноэтапной задачи 

математического проектирования ТП, в которой в качестве критерия 
будет использоваться нижняя граница α прибыли ( )ξϕ ,,,,р

н uydx , ко-

торая не может быть нарушена с заданной вероятностью Pд. Перепи-
шем задачу с «мягкими» ограничениями в виде 

 

I*(d, u) = maxd, u, αα                                    (4.15) 
 

при связи f(d, y, u, ξ) = 0 и ограничениях: 
 

( ){ } д
р
н0 0,,,,Bep Puydxg ≥≤ξϕ−α= ,                 (4.16) 

 

( ){ } д
р
н 0,,,,Bep Puydxg ≥<ξλ , λ = 1, 2,                (4.17) 

 

где α – скалярная переменная; Pд – заданное значение вероятности 
выполнения ограничений. 

В задаче (4.15) – (4.17) мы ищем наибольшее значение α* пере-
менной α, для которой условие (4.16) удовлетворялось бы с заданной 
вероятностью Pд. Таким образом, решение задачи (4.15) – (4.17) позво-
ляет определить d* и u*, при которых гарантируется, что в течение все-
го этапа функционирования целевая функция ( )ξϕ ,,,, **р

н uydx  будет 

не меньше, чем α* с вероятностью Pд.  
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Отметим, что существенным недостатком постановок одноэтап-
ных оптимизационных задач в условиях частичной неопределённости 
является то, что при определении оптимальных управлений u*  на этапе 
проектирования не учитывается потенциальная возможность уточне-
ния вектора ξ и, соответственно, u* на этапе функционирования ТП. 
Такую возможность предоставляют постановки двухэтапных оптими-
зационных задач математического проектирования ТП [19].  

 
Двухэтапная задача математического проектирования 

 

При постановке двухэтапной задачи математического проектиро-
вания БТП в условиях неопределённости будем предполагать, что на 
этапе функционирования объекта конструктивные параметры d ∈ D по-

прежнему постоянны, а неопределённые параметры { }aaxx ∆+∆+ ,р
н  и, 

соответственно, { }ξ=ξ=ξ nkk ,1,  либо могут быть точно измерены, 

либо оценены с использованием доступной экспериментальной ин-
формации.  

Сформулируем внутреннюю задачу оптимизации установившихся 
режимов БТП при фиксированных значениях конструктивных d ∈ D и 
неопределённых ξ ∈ Ξ параметров: требуется определить вектор управ-
лений Uu∈ˆ , такой, что ( ) ( )ξϕ=ξϕ ∈ ,,,,max,ˆ,,,ˆ р

н
р
н uydxuydx Uu  при 

связи ( ) 0,,,,р
н =ξuydxf  и ограничениях ( )ξλ ,,,,р

н uydxg , λ = 1, 2. 

Внутренняя задача разрешима, устойчива и имеет одно или сколь 
угодно много решений û  (но при выпуклой функции ( )ξϕ ,,,,р

н uydx  

ϕ̂  – единственный )ˆ(max uϕ ), т.е. эта задача – аргументная; если ϕ(u) – 

невыпукла, то имеем много стационарных точек u, а за решение выби-
раем управление û , на котором )ˆ(ˆ uϕ  максимальна. 

Поскольку на этапе функционирования объекта значение целевой 
функции оптимизации установившихся режимов будет равно 

 

( ) ( )ξϕ=ξϕ ∈ ,,,,max,ˆ,,,ˆ р
н

р
н uydxuydx Uu , 

 

то на этапе проектирования ТП можно оценить эффективность его бу-
дущей работы, подсчитав оценку математического ожидания 

( )( )ξϕξ ,ˆ,,,ˆ р
н uydxM  от максимальной прибыли ( )ξϕ ,ˆ,,,ˆ р

н uydx  при 

фиксированном значении вектора ξ. Эту величину будем далее ис-
пользовать как целевую функцию двухэтапного проектирования БТП в 
условиях неопределённости параметров {∆x, ∆a}. 
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Пусть, как и в одноэтапной задаче, n = 3, d = { d1, d2, d3} ∈ D = 

{ }3,1,: =≤≤= +− ldddd lll , u = {u1, u2, u3} ∈ U = { }3,1,: =≤≤ +− juuuu jjj , 

{ }2,1,: =ξ<ξ<ξξ=Ξ∈ξ +− kkkkk , имеются выпуклые ограничения 

( ) 0)(,,,,р
н ≤⋅=ξ λλ guydxg , λ = 1, 2, функция I(d, u) – гладкая, выпук-

лая. Сформулируем двухэтапную задачу математического проектиро-

вания БТП: при заданной нагрузке р
нx  по сырью требуется определить 

максимальную прибыль I*(d, u), векторы конструктивных параметров  
d* ∈ D и управляющих переменных u*(ξ) ∈ U БТП, такие, что 

 

I*(d, u) = maxd, u(ξ) ( )ξϕ ,,,,р
н uydx                      (4.18) 

 

∀ξ при связи ( ) 0,,,,р
н =ξuydxf  и ограничениях: 

 

( ) 0),(,,,р
н1 ≤ξξuydxg , ( ) 0),(,,,р

н2 ≤ξξuydxg .          (4.19) 
 

Задача (4.18), (4.19) имеет бесконечное число ограничений и по-
исковых переменных (одна многомерная функция u(ξ) эквивалентна 
бесконечному числу обычных поисковых переменных). Её решение d* , 
u* гарантирует работоспособность БТП, так как внутренняя задача оп-
тимизации статических режимов решается во всех точках ξ ∈ Ξ. При 
этом, однако, нельзя гарантировать, что внутренняя задача оптимиза-
ции имеет решение для каждого d ∈ D и ξ ∈ Ξ. Чтобы преодолеть этот 
недостаток, введём условие работоспособности технологического объ-
екта: объект считается работоспособным, если для каждого ξ ∈ Ξ 
можно найти такие значения управлений u ∈ U, что ограничения (4.19) 
будут удовлетворены. Логическое представление этого условия имеет 
следующий вид: ∀ξ ∈ Ξ, ∃u ∈ U maxλ = 1, 2 ( ) 0,,,,р

н ≤ξλ uydxg , что со-

гласно соотношениям эквивалентности ∃z  F(z) ⇔ minzF(z) ≤ 0, 
maxz ∈ Zψ(z) ≤ 0 ⇔ ψ(z) ≤ 0, z ∈ Z может быть представлено в аналити-

ческом виде χ(d) = maxξ ∈ Ξminumaxλ = 1, 2 ( ) 0,,,,р
н ≤ξλ uydxg , здесь 

символ ∃ означает «существует». 
Таким образом, для того чтобы гарантировать работоспособность БТП 

для каждого d ∈ D и ξ ∈ Ξ, необходимо постановку задачи (4.18), (4.19) до-

полнить ограничением χ(d) = maxξ ∈ Ξminumaxλ = 1, 2 ( ) 0,,,,р
н ≤ξλ uydxg  

[19]. Введение данного ограничения резко усложняет решение задачи 
математического проектирования прямыми методами из-за необходи-
мости вычисления на каждой итерации значений χ(d).  

Для удобства проведения дальнейших рассуждений введём функцию 
 

h(d, ξ) = minu ∈ U maxλ = 1, 2 ( )ξλ ,,,,р
н uydxg , 



156 

тогда χ(d) = maxξ ∈ Ξ h(d, ξ). Поскольку функции ( )ξλ ,,,,р
н uydxg , λ = 

= 1, 2, выпуклы по переменным u и ξ, то максимум функции h(d, ξ) по 
ξ находится в одной из угловых точек области неопределённости (пря-
моугольника) { }2,1,: =ξ<ξ<ξξ=Ξ +− kkkkk , т.е. χ(d) = maxξ ∈ {Ξ} h(d, ξ), 

здесь {Ξ} – множество угловых точек прямоугольника Ξ. Таким обра-
зом, максимум функции h(d, ξ) по ξ и, следовательно, значения 
χ(d) = maxξ ∈ Ξ h(d, ξ) можно находить путём последовательного пере-
бора угловых точек {Ξ} области неопределённости Ξ. 

Перепишем задачу (4.18), (4.19) в дискретном виде. Для этого  
заменим математическое ожидание в выражении (4.18) некоторой ко-
нечной суммой и бесконечное число ограничений  (4.19) конечным 
числом ограничений в аппроксимационных точках ξ1(i ∈ J1): I

*(d, u) = 

( )ii
Jiud

uydxi ξϕ= ∑ ∈
,,,,max р

н, 1
 при связи ( ) 0,,,,р

н =ξuydxf  и 

ограничениях: ( ) 0,,,,р
н ≤ξλ

iiuydxg , λ = 1, 2, i ∈ J1, χ(d) ≤ 0. 

Множество аппроксимационных точек S1 = (ξ1: i ∈ J1) и весовые 
коэффициенты ωi будем задавать из инженерных соображений. На-
пример, аппроксимационные точки должны выбираться таким обра-
зом, чтобы они попадали в область наиболее вероятных значений, ко-
торые параметры ξ могут принимать при функционировании БТП. 

В некоторых случаях двухэтапную задачу оптимального проекти-
рования БТП решают без ограничения χ(d) ≤ 0. При этом данная задача 
упрощается, а её постановка бывает оправдана, если аппроксимацион-
ные точки достаточно плотно покрывают область Ξ. Для решения за-
дачи двухэтапного проектирования без ограничения χ(d) ≤ 0 можно 
использовать вышеописанный итерационный алгоритм для одноэтап-
ной задачи (4.12), (4.11), (4.13) математического проектирования. 

Двухэтапное проектирование позволяет определить более эко- 
номичные конструкции оборудования и технологические режимы  
на этапе проектирования БТП по сравнению с одноэтапным проекти-
рованием. Но при этом остаются проблемы, связанные с экономичным 
вычислением многомерного интеграла (математического ожидания 

( )( )ξϕξ ,,,,р
н uydxM  и вероятностей { }0)(Bep ≤⋅λg  выполнения огра-

ничений в задаче оптимизации, реализацией оптимального режима и 
обеспечением устойчивости и надёжности функционирования объекта.  

Указанные проблемы требуют скорейшего разрешения, и мы при-
зываем молодых учёных, аспирантов и студентов внести свой вклад  
в разработку теоретических основ и инженерных методов математи- 
ческого проектирования автоматизированных биотехнологических 
процессов. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В учебном пособии рассмотрено введение в современную теорию 
и практику системного анализа, математического моделирования и 
оптимизации технологических процессов биотехнологических произ-
водств. Рассмотрены: структура и функциональные подсистемы био-
химического производства, иерархическая структура и связи в биотех-
нологической системе на примерах нескольких производств, основы 
разработки и проектирования автоматизированных биотехнологиче-
ских процессов и производств, особенности их эксплуатации. 

Особое внимание уделено вопросам математического моделиро-
вания и оптимизации биотехнологических процессов. Рассмотрены 
одноэтапные и двухэтапные задачи математического проектирования. 
Для решения поставленных задач можно использовать современные 
пакеты прикладных программ, включающие набор математических 
моделей типовых объектов и специальные функции, реализующие 
численные методы решения. Следует отметить, что представленные в 
них математические модели практически всегда нуждаются в серьёз-
ном анализе адекватности на базе экспериментальных данных, полу-
ченных на функционирующем объекте или на специализированных 
лабораторных установках. Указанные операции весьма трудоёмки,  
а отказ от их выполнения не гарантирует получения достаточно точ-
ных и надёжных результатов математического моделирования и опти-
мизации процесса. 

При постановке одноэтапных и двухэтапных задач проектирова-
ния следует отметить, что остаётся немало проблем, связанных с вы-
числением критерия оптимальности, экономичным (в смысле затра-
ченного времени) вычислением математического ожидания, разработ-
кой новых достаточно простых и быстродействующих алгоритмов ре-
шения одноэтапных и двухэтапных задач оптимального проектирова-
ния процессов биотехнологических производств, обеспечения устой-
чивости и надёжности проектируемых технологических объектов. Для 
успешного решения рассмотренных оптимизационных задач необхо-
димо создание методов/способов анализа степени выпуклости и осо-
бенно невыпуклости критериев. Ещё одна проблема связана с реализа-
цией оптимального режима на этапе функционирования технологиче-
ского процесса. 

Подводя итог, можно отметить, что современные средства компью-
терного моделирования в совокупности с системным подходом открыва-
ют всё бóльшие возможности для решения задач расчёта биотехнологич-
ских процессов, проектирования нового перспективного оборудования и 
поиска новых способов повышения его эффективности. 
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