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ВВЕДЕНИЕ 
 

 
Большинство процессов переработки сыпучих материалов в раз-

личных отраслях промышленности и сельского хозяйства, а также 
природных явлениях, связанных с перемещением дисперсных сред, 
протекают в режиме сдвигового течения. Для таких течений характер-
но активное взаимодействие частиц, вследствие которого проявляются 
эффекты перемешивания и разделения, оказывающие существенное 
влияние на динамику потоков и кинетику технологических процессов. 
Кроме того, названные эффекты часто используются в качестве базо-
вых для организации технологических процессов обработки зернистых 
материалов методами разделения, соединения и тепломассообмена 
(например, в технологиях пневмо-вибросепарации и многоступенчатой 
сепарации сыпучих материалов с противотоком неоднородных частиц 
«Мультисег»). 

Прогнозирование эффектов перемешивания и разделения и разра-
ботка способов управления ими возможны только при наличии досто-
верной информации о структурно-кинематических характеристиках 
сдвиговых потоков в виде профилей порозности и скорости. Однако 
способов прогнозирования структурно-кинематических характеристик 
и методов экспериментального их определения для многих практиче-
ски значимых случаев организации сдвиговых и, в первую очередь, 
быстрых сдвиговых течений явно недостаточно. 

Вследствие сложности и многообразия физических механизмов 
взаимодействия частиц и форм взаимного их сопряжения в зернистых 
средах разработка общих теоретических основ процессов разделения  
и смешивания частиц затруднена. В связи с этим большое значение 
приобретает изучение эффектов взаимодействия частиц для наиболее 
общих и технологически значимых форм их взаимных перемещений, к 
которым, в первую очередь, следует отнести сдвиговую деформацию. 

Настоящая монография посвящена разработке методов прогнози-
рования и техники измерения структурных и кинематических характе-
ристик, а также теоретических основ процессов смешивания и сегрега-
ции в сдвиговых потоках зернистой среды в широком диапазоне ско-
ростей сдвига, соответствующих условиям как быстрых сдвиговых, 
так и квазипластических течений. 

Определение структурно-кинематических характеристик сдвиго-
вых течений и эффектов взаимодействия частиц, которыми они сопро-
вождаются, имеет большое научное и практическое значение. Многие 
ученые признают необходимость изучения закономерностей сдвиго-
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вых течений с целью учета их влияния на кинетику технологических 
процессов и природных явлений. Однако, необходимой для этого ком-
плексной информации о закономерностях сдвиговых течений в науч-
но-технической литературе явно недостаточно. Опубликованные раз-
розненные результаты исследований, зачастую, противоречат друг 
другу, что объясняется отсутствием достаточно надежных и одновре-
менно доступных методов исследования и соответствующей техники 
измерения. 

В монографии проведено обобщение результатов эксперимен-
тального и аналитического исследования закономерностей течений 
зернистых сред в условиях быстрых и квазипластических сдвиговых 
деформаций, а также эффектов разделения и перемешивания неодно-
родных частиц, которыми они сопровождаются. Предложены методы 
и техника экспериментального исследования структурно-кинемати-
ческих характеристик и эффектов взаимодействия частиц в сдвиговых 
потоках. Проанализированы работы известных ученых, внесших вклад 
в исследование сдвиговых течений зернистых материалов, а также ре-
зультаты собственных исследований авторов и совместно с ними рабо-
тающих коллег: А. А. Уколова, А. Н. Куди, П. А. Иванова, В. А. Про-
нина, Р. А. Шубина, которым авторы выражают благодарность. 
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1. СДВИГОВЫЕ ТЕЧЕНИЯ И ЭФФЕКТЫ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
ЧАСТИЦ ЗЕРНИСТЫХ СРЕД В ПРИРОДНЫХ ЯВЛЕНИЯХ  

И ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ПРОЦЕССАХ 
 

 
1.1. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА СДВИГОВЫХ ТЕЧЕНИЙ 
ЗЕРНИСТЫХ СРЕД И ПРОБЛЕМЫ ИХ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

 

Масштабы промышленного применения твердых материалов в 
гранулированном и порошкообразном виде ежегодно существенно 
увеличиваются. Это вызвано тем, что процессы переработки материа-
лов в дисперсном состоянии протекают значительно интенсивнее.  
Необходимое по технологии движение зернистых сред в процессах их 
переработки, а также при транспортировании и хранении может про-
исходить под действием гравитационных сил, силы давления воздуш-
ного или жидкостного потоков, механических воздействий и т.д. Наи-
более распространенным видом течения зернистых материалов в про-
цессе их технологической переработки является гравитационное тече-
ние. Достаточно широко распространенным является также перемеще-
ние зернистых сред в результате механического воздействия под дей-
ствием касательных напряжений. 

Под гравитационным течением зернистых материалов понимают 
движение частиц под действием сил тяжести по какому-либо склону. 
Гравитационные течения зернистых сред широко распространены как 
в природных условиях, так и в различных технологических процессах. 

Примером гравитационных движений зернистых материалов в 
природных условиях является их поточное стекание вниз по склону. 
При этом угол наклона склона либо очень близок к углу сухого трения, 
либо больше него [1]. Ярким примером гравитационного течения сы-
пучих материалов в природе является движение песка в режиме обру-
шения по крутому склону дюн. Такое движение характеризуется вза-
имным относительным перемещением частиц песка, т.е. движение яв-
ляется сдвиговым. 

Сдвиговое течение – это наиболее общая форма движения зерни-
стых материалов, которое сопровождается интенсивным перемещени-
ем частиц. Даже поршневое течение дисперсных сред является одной 
из идеализированных форм движения, которая на практике в той или 
иной степени связана со сдвиговыми перемещениями частиц. 

Течение среды в направлении оси x  называется сдвиговым, если 
в любом элементарном его объеме существует направление у, перпен-
дикулярное х, в котором модуль вектора скорости xu

r
 изменяется, т.е. 

0≠dyud x
r

 [2]. 
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В природных условиях гравитационные течения зернистых сред 
протекают, как правило, в режиме обрушения при активном взаимо-
действии частиц. Движение зернистых сред при этом определяется 
совокупностью физико-механических свойств частиц, фракционным 
составом среды, а также условиями, при которых происходит обруше-
ние, например, объем, угол и высота обрушения. 

Во многих случаях для проявления специфических особенностей 
движения сыпучих материалов в перерабатывающих машинах или 
вспомогательном оборудовании первостепенное значение имеет меха-
низм генерирования напряжений. Такими специфическими случаями 
являются, например, потоки сыпучего материала в силосах и химиче-
ских реакторах, сдвиговые потоки сред, которые образуются при рабо-
те землеобрабатывающих машин (вспашка, засыпка, выравнивание 
грунта), и другие течения. 

Сэвидж С. и Джеффри Д. [3] установили три основных механизма 
возникновения напряжения в сдвиговом потоке сыпучего материала: 
1) сухое трение; 2) перенос импульса за счет перемещения частиц из 
одного слоя в другой; 3) перенос импульса за счет столкновений меж-
ду частицами. 

Все эти механизмы могут работать одновременно при некоторых 
режимах течения, однако обычно преобладающую роль играет один из 
них. При высоких концентрациях и низких скоростях сдвига (сдвиго-
вые течения зернистых материалов в стесненных условиях) частицы 
находятся в тесном контакте, напряжения не зависят от скорости, и 
имеет место первый из вышеперечисленных механизмов. При низких 
концентрациях и высоких скоростях сдвига дисперсный материал ве-
дет себя подобно разреженному газу, напряжения сдвига в котором 
вызываются за счет обмена частицами между движущимися соседни-
ми слоями. И наконец, когда концентрация и скорость сдвига умерен-
но высоки, ситуация аналогична простой жидкости, описываемой с 
помощью модели «твердых сфер», в которой обмен импульсами воз-
никает только в результате столкновений между частицами, и поэтому 
преобладает третий механизм. 

В процессах получения, переработки, транспортировки и приме-
нения сыпучий материал испытывает различные виды деформации и 
разрушения. При этом различают три основных состояния сыпучего 
материала: уплотнение, течение и разрушение [4]. 

Течение – это процесс сдвигового перемещения отдельных объе-
мов или частиц материала друг относительно друга без нарушения 
сплошности сыпучего материала. В процессе течения плотность упа-
ковки частиц может изменяться или оставаться постоянной. Течение 
частиц возникает под действием касательных напряжений. При этом 
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оно может развиваться по всему объему тела, в более или менее узкой 
области или же локализоваться по некоторой поверхности внутри тела, 
которую называют поверхностью скольжения. 

Разрушение (или нарушение сплошности) – процесс нарушения 
связи между частицами с образованием поверхностей раздела внутри 
сыпучего материала и уменьшением суммарной плотности упаковки 
частиц. При разрушении материал распадается на отдельные объемы, 
более или менее устойчивые агрегаты или же на отдельные частицы. 
Разрушение осуществляется под действием растягивающих или каса-
тельных напряжений. В иностранной литературе часто употребляется 
термин failure, который можно перевести как разрушение. Им, однако, 
обозначают не только нарушение сплошности сыпучего материала, но 
и нарушение сложившейся структуры материала при начале течения 
или уплотнения. 

Выделяют также специфическое, довольно часто встречающееся 
состояние сыпучего материала – движение в дискретно-непрерывном 
потоке. В этом состоянии, которое возникает при ссыпании материала 
по желобам, при псевдоожижении, отдельные частицы и агрегаты не 
образуют устойчивой структуры, а совершают хаотично-направленное 
движение. Сыпучий материал не имеет при этом разрывов сплошно-
сти, но контакты между частицами носят динамический характер. 

В процессе переработки сыпучего материала в технологическом 
оборудовании движущиеся частицы могут находиться в различном 
состоянии [5]. В связи с этим при анализе движения сыпучих материа-
лов выделяют три режима: связный, переходный и несвязный. Границу 
между связными и несвязными потоками характеризуют углом внут-
реннего трения [5]. В соответствии с указанными режимами все сыпу-
чие материалы можно условно разделить на три группы: несвязные, 
связнотекучие и связные [6]. Связное состояние характеризуется нали-
чием устойчивых связей между частицами сыпучей среды во время 
всего процесса ее переработки. Такое состояние можно наблюдать при 
прессовании порошков, внедрении твердых тел в грунты, а также при 
движении в бункерах. Для описания связного состояния зернистых 
материалов в настоящее время используют, в основном, модели механи-
ки грунтов [7], с привлечением условия предельного равновесия во всем 
объеме сыпучей среды. Однако, как отмечают некоторые авторы [8], 
данное условие удовлетворительно выполняется лишь при движении 
материала на стенках бункера. В монографии П. И. Лукьянова [9] ука-
зывается, что модель сплошной пластически деформируемой среды не 
в полной мере отражает действительный механизм деформации зерни-
стой среды. Результаты экспериментальных исследований свидетель-
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ствуют [10], что деформации в слое происходят в виде прерывистых 
сдвиговых агрегатов частиц, каждый из которых в период своего  
существования играет роль структурного элемента. Однако модели 
связного состояния невозможно применять для описания потоков сы-
пучих материалов с высокой порозностью. 

Многие авторы для описания поведения связных материалов ис-
пользуют гидромеханическую модель, в которой зернистая среда рас-
сматривается с позиций механики сплошной среды [11, 12]. Методы 
механики сплошной среды характеризуются рядом понятий, однознач-
но определяющих движение сплошной среды: поля скоростей, давле-
ний, температур, плотностей и т.д. При этом одним из методов иссле-
дования поведения материальных сред является статистический метод, 
в котором применяется вероятностный подход, и вводятся средние по 
большому количеству частиц характеристики. Статистические методы 
всегда связаны с введением дополнительных гипотез о взаимодейст-
вии частиц и направлены на их существенное упрощение. 

Еще одним методом подхода к исследованию движения матери-
альных тел является построение феноменологической макроскопиче-
ской модели, основанной на общих гипотезах и эмпирических законо-
мерностях. Основополагающей гипотезой в этом подходе является 
гипотеза сплошности [12], согласно которой все тела состоят из от-
дельных частиц, но их много в любом существенном объеме, поэтому 
тело можно приближенно рассматривать как среду, заполняющую 
пространство сплошным образом. Основным недостатком данного 
подхода является невозможность анализа движения отдельных частиц 
в потоке зернистой среды. 

Несвязное состояние характеризуется кратковременными контак-
тами частиц, быстрым нарушением связей между ними, наличием ин-
тенсивного перемещения относительно друг друга. Такой режим на-
блюдается в системах пневмотранспорта [13, 14], быстрого сдвигового 
течения. 

В некоторых случаях поведение сыпучих материалов при их пе-
реработке является промежуточным между упруго-пластическим 
(связным) и жидкотекучим. Такое состояние сыпучих материалов на-
блюдается в режимах его псевдоожижения [15, 16], а также при дви-
жении достаточно тонких слоев сыпучих материалов со свободной 
поверхностью по рабочим органам смесительного и другого оборудо-
вания. При этом, как правило, имеет место градиентное (сдвиговое) 
движение зернистых материалов. 

Гравитационные течения несвязных гранулированных материалов 
широко применяются в горноперерабатывающих производствах, различ-
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ных отраслях химической и фармацевтической промышленности [17]. 
Наиболее распространенным и, возможно, самым ранним примером 
применения гравитационного течения гранулированного материала 
являются песочные часы. Такого рода течения имеют место в бунке-
рах, воронках, лотках, каналах, конвейерах и смесителях, а также при 
движении зерна в элеваторах, рудных материалов в рудоспусках, твер-
дого зернистого топлива в тепловыделительных элементах некоторых 
конструкций ядерных реакторов и многих других случаях реализации 
технологических процессов, сопровождающихся взаимным перемеще-
нием частиц сыпучих материалов. Все это свидетельствует о широком 
распространении гравитационных течений дисперсных сред в техно-
логических процессах. В связи с широким технологическим примене-
нием гравитационных течений зернистых материалов чрезвычайно 
полезны результаты исследования особенностей таких течений. Изу-
чение динамики поведения зернистого материала очень важно при 
решении широкого круга проблем, связанных с вопросами транспор-
тировки (например, при транспорте суспензий) и движения таких ма-
териалов как грунты, пески, гранулы и порошки [18]. 

Однако механика несвязных течений гранулированных материа-
лов или сыпучих твердых частиц до настоящего времени еще плохо 
изучена. Несмотря на широкое применение гравитационных течений в 
разных отраслях промышленности, фундаментальных исследований 
такого рода течений проведено довольно мало. Глубокое понимание 
механики гравитационных течений зернистых сред было бы особенно 
полезно, например, при конструировании и эксплуатации такого обо-
рудования для хранения и перемещения материала, как бункеры, во-
ронки, лотки, каналы, конвейеры и смесители. 

В механике сыпучих сред известно два идеализированных режи-
ма течения сыпучих материалов: быстрое сдвиговое течение и «мед-
ленный» сдвиг [19]. 

Для режима медленного или пластического течения характерно 
то, что частицы среды движутся по некоторым определенным траекто-
риям, находясь в длительном контакте друг с другом, происходящем 
либо в режиме скольжения, либо переката. При этом внутренние на-
пряжения в зернистой среде во многом подчиняются закону сухого 
кулоновского трения. В связи с этим при умеренных скоростях сдвига 
напряжения лишь в малой мере зависят от скорости сдвига. Такого 
рода сдвиговые деформации зернистой среды имеют место в реакто-
рах, сушилках, смесителях, грануляторах и другом оборудовании, а 
также в природных явлениях. 

В статическом случае плотной упаковки, характеризующимся по-
стоянным взаимным контактом гранул, частицы ведут себя подобно 
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деформируемому твердому телу. Рейнольдс [1] установил, что прило-
женные сдвиговые напряжения вызывают тенденцию к увеличению 
объема слоя материала. Если это увеличение объема, ограниченно 
нормальными сжимающими напряжениями, то отношение касательно-
го и нормального напряжений примерно равно единице. 

Во втором режиме, называемом режимом быстрого движения [19], 
течение зернистых сред характеризуется большими относительными 
скоростями частиц, разделенных поверхностью сдвига. При этом ско-
рости сдвига достигают больших величин (более 10 с–1) и частицы 
среды движутся хаотически, подобно молекулам в плотном газе или в 
жидкости. Внутренние напряжения в зернистой среде возникают 
вследствие переноса импульса аналогично тому, как это происходит в 
жидкости и газе. Такой механизм возникновения напряжений приво-
дит к существенной зависимости их от скорости сдвига. Оказывается, 
что поведение материала при быстром течении похоже на поведение 
вязкой жидкости в аналогичных условиях [20, 21]. Следовательно, пове-
дение гранулированного материала в режиме быстрого движения прин-
ципиально отличается от его поведения при пластическом течении. 

Результаты работ многих ученых [21, 22], посвященных исследова-
нию сдвиговых течений, свидетельствуют, что при быстрых течениях 
сухих гранулированных сред возникают «вязкие» эффекты. Это объяс-
няется тем, что при «макродвижении» сдвигового потока в продольном 
направлении возникают перемещения частиц в поперечном направле-
нии, которые передают из слоя в слой дополнительные количества 
движения и тем самым вызывают появление дополнительных «вязких» 
касательных напряжений, связанных сложной зависимостью со скоро-
стью сдвига и порозностью среды. Убедительной иллюстрацией ска-
занного являются результаты исследования, опубликованные Сэвид-
жем [21], который установил, что сдвиговые и нормальные напряже-
ния существенно зависят от концентрации твердой фазы (порозности) 
и скорости сдвига. Причем, полученные зависимости имеют общую 
тенденцию: при низких концентрациях напряжение изменяется про-
порционально квадрату скорости сдвига, а при более высоких концен-
трациях степень влияния скорости сдвига уменьшается. 

Быстрые гравитационные течения относятся к классу быстрых 
сдвиговых течений, являющихся наиболее общей формой движения 
зернистых сред и сопровождающихся интенсивным взаимодействием 
частиц. 

Сформированное на основе многих работ самостоятельное науч-
ное направление получило название «теория быстрых движений гра-
нулированных сред», существенно отличающаяся от классической 
механики сыпучих сред [1, 17]. 
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Экспериментальные исследования показывают, что многие про-
цессы, в том числе процесс сегрегации, наиболее активно протекают в 
режиме быстрых сдвиговых течений зернистых сред. Для него харак-
терно активное взаимодействие частиц, которое необходимо учиты-
вать при расчете и проектировании смесителей, грануляторов и друго-
го оборудования для обработки зернистых материалов. Быстрые гра-
витационные течения часто называют инерционными течениями зер-
нистых материалов, поскольку скорость движения частиц при таких 
условиях определяется их инерционными свойствами и изменяется 
при их столкновении. При достижении достаточно высоких скоростей 
сдвига контакты частиц дисперсной среды становятся кратковремен-
ными и близкими к точечным. Вследствие такого взаимодействия час-
тиц при быстром сдвиге зернистой среды напряжения генерируются 
преимущественно за счет передачи ударных импульсов и поперечного 
массопереноса, вызванного встречным перемещением движущихся 
масс через поверхность сдвига. В режиме развитого быстрого гравита-
ционного течения несвязных неэластичных сферических частиц на-
пряжения пропорциональны квадрату скорости сдвига, что объясняет-
ся одновременным, пропорциональным возрастанием величины удар-
ных импульсов и их числа в единицу времени с увеличением скорости 
сдвига. В таких потоках частицы кроме поступательной скорости дви-
жения в направлении сдвига приобретают также распределенную в 
пространстве компоненту скорости хаотических перемещений (скоро-
сти флуктуации), модуль которой имеет тот же порядок, что и модуль 
относительной скорости поступательного перемещения частиц. 

Установившиеся быстрые гравитационные течения существуют 
при углах ската, близких углу естественного откоса материала. Наибо-
лее часто на практике режим быстрого течения осуществляется при 
гравитационном движении гранулированного материала в наклонных 
желобах и каналах, вращающихся барабанах и трубах. 

Параметры гравитационного течения зернистых сред, как показа-
ли исследования [5], существенно зависят от угла наклона ската. Так, 
Ишида [21] в зависимости от угла наклона ската наблюдал три вида 
течения частиц сыпучих материалов: 1) неразвитое скользящее тече-
ние; 2) скользящее течение; 3) расплескивающееся течение. 

Теоретические модели динамического поведения зернистых ма-
териалов чрезвычайно важны при решении широкого круга проблем, 
связанных с вопросами транспортировки и движения таких материа-
лов, как грунты, пески, гранулы, щебни и порошки. Однако адекватное 
математическое описание технологических процессов, связанных с 
переработкой сыпучих материалов, невозможно без детального анали-
за механики потоков зернистых материалов в аппаратах. В связи с 
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этим необходимо учитывать, что структура математических моделей 
соответствующих процессов должна определяться характером пере-
мещений частиц при переработке материала. В настоящее время из-
вестно достаточно большое количество математических моделей бы-
стрых сдвиговых гравитационных потоков. Известные модели можно 
условно разделить на две группы: 1) основанные на континуальных 
теориях, которые базируются на различных формах взаимосвязи меж-
ду тензором напряжений и скоростью деформации; 2) основанные на 
микроструктурном анализе, определяющем напряжения в зависимости 
от закономерностей переноса количества движения за счет столкнове-
ний частиц. 

Модели первой группы основываются на том, что свойства блока 
частиц, как континуума, могут быть представлены в виде непрерыв-
ных функций таким образом, что любая бесконечно малая часть среды 
обладает ее характерными свойствами. В этом случае анализ взаимо-
действия отдельных частиц не проводится. 

Аналитическое описание динамики сдвиговых течений зернистых 
сред в силу целого ряда причин является весьма затруднительным. 
Так, например, разработке адекватного аналитического описания зако-
номерностей быстрых гравитационных течений препятствует недоста-
ток знаний о механизмах генерирования напряжений, являющихся 
сложной функцией порозности и скорости сдвига [21]. Особую про-
блему для процесса аналитического описания быстрых гравитацион-
ных течений на шероховатом скате представляет формулировка гра-
ничных условий, которые существенно влияют на характеристики по-
тока [23]. Кроме того, для сдвиговых течений зернистых сред харак-
терна высокая неоднородность скорости сдвига и концентрации твер-
дой фазы по толщине слоя [18]. Все это в совокупности усугубляет 
проблему экспериментального и аналитического исследования сдвиго-
вых течений зернистых сред. 

Очевидно, в связи с этим до настоящего времени не создано дос-
таточно адекватных математических моделей сдвиговых течений, не-
смотря на значительное их общее количество. 

 
1.2. СДВИГОВЫЕ ЭФФЕКТЫ В ПОТОКАХ ЗЕРНИСТЫХ СРЕД 
И ИХ ВЛИЯНИЕ НА ДИНАМИКУ ТЕЧЕНИЯ И КИНЕТИКУ 
ПРОЦЕССОВ ОБРАБОТКИ МАТЕРИАЛОВ МЕТОДАМИ  
РАЗДЕЛЕНИЯ, СОЕДИНЕНИЯ И ТЕПЛОМАССООБМЕНА 

 

Как было отмечено выше, быстрые гравитационные течения и те-
чения зернистых материалов в режиме сдвиговых деформаций зани-
мают особое место в технологических процессах, происходящих с уча-
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стием зернистых сред. Это связано не только с широким распростра-
нением такого вида течений, но и с активным взаимодействием частиц 
среды при сдвиге. Данное взаимодействие является причиной интен-
сивного протекания процессов переноса в сдвиговых потоках зерни-
стых материалов, вследствие чего повышается эффективность соответ-
ствующих технологических процессов. 

Сдвиговые течения неоднородных сыпучих материалов сопрово-
ждаются взаимными перемещениями частиц. При этом перемещения 
частиц могут быть условно отнесены либо к случайным, либо к зако-
номерным. Случайные перемещения имеют хаотический характер и 
являются причиной проявления эффекта перемешивания частиц.  
В подавляющем большинстве реальных случаев структура потока сы-
пучего материала в силу тех или иных причин не может быть аппрок-
симирована идеализированными моделями (идеального вытеснения 
или идеального смешения). Какой бы ни была причина ее отклонений 
в реальном случае, внешне эти отклонения проявляются в том, что 
время пребывания частиц потока неодинаково и отличается от средне-
го. Независимо от механизма возникновения структурной неоднород-
ности потока любое отклонение от идеального вытеснения условно 
называют перемешиванием. Перемешивание в потоках по направле-
нию подразделяют на поперечное и продольное, а по уровню – пере-
мешивание на макроуровне и на микроуровне [24]. Поперечное пере-
мешивание, как правило, приводит к интенсификации процессов  
тепло- и массопереноса. Продольное перемешивание заключается  
во взаимном смешивании элементов потока, поступивших в аппарат в 
разные моменты времени. Оно приводит к выравниванию профилей 
концентраций и температур по длине потока, к неравномерности рас-
пределения времени пребывания частиц в аппарате, часто уменьшает 
движущую силу процесса и снижает его эффективность. 

Закономерные перемещения имеют определенную ориентацию в 
пространстве, которая определяется свойствами неоднородных частиц 
и условиями их взаимодействия в сдвиговом потоке. Следствием таких 
перемещений являются эффекты разделения неоднородных частиц, 
известные под общим названием «сегрегация». Сегрегация может рас-
сматриваться как прямая противоположность смешивания, с некото-
рым различием, что процессы сегрегации, по существу, упорядочива-
ют непосредственные составляющие, согласно некоторым определен-
ным свойствам, пока смешанные компоненты первоначально изменя-
ются по многим различным причинам. Многие соображения и терми-
ны, используемые относительно сегрегации, те же самые, что и в сме-
шивании. Методы, используемые для предотвращения сегрегации, 
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часто применимы для гомогенизации или смешивания материалов. 
Очевидно, что результирующая случайных и закономерных переме-
щений частиц определяет траекторию их движения в потоке. Таким 
образом, кинетика перемешивания и сегрегации определяется интен-
сивностью и условиями взаимодействия частиц, которые зависят от 
скорости сдвига. В зависимости от скорости сдвига, как было отмече-
но выше, различают два идеализированных режима течения: медлен-
ный сдвиг, протекающий в режиме сдвиговых деформаций, и быстрое 
сдвиговое течение. 

Многие природные явления и технологические процессы сопро-
вождаются взаимным перемещением частиц сыпучих материалов.  
С одной стороны, взаимное перемещение частиц приводит к переме-
шиванию материала и в технологических процессах может служить 
целям организации смешивания компонентов и интенсификации про-
цессов переноса в дисперсной среде. С другой стороны, перемещение 
неоднородных частиц порождает явление сегрегации, эффекты кото-
рой прямо противоположны по физической сущности эффектам пере-
мешивания. 

Действительно, следствием перемешивания является хаотическое 
пространственное перераспределение неоднородных частиц, и, если 
перемешивание достаточно эффективно, то оно приводит к повыше-
нию энтропии дисперсной системы. Напротив, вследствие сегрегации 
происходит упорядоченное направленное перераспределение неодно-
родных частиц с образованием локальных зон с повышенной концен-
трацией однородных частиц, что сопровождается уменьшением энтро-
пии дисперсной системы. Энтропию при этом понимают как меру 
внутренней неупорядоченности системы [2]. 

Переработка зернистых материалов в различного рода машинах и 
аппаратах (например, каталитических реакторах, валковых смесите-
лях) часто сопровождается сдвиговыми деформациями в зернистой 
среде, являющимися причиной эффектов перемешивания и сегрегации 
частиц. Перераспределение твердых частиц зернистой смеси, вызван-
ное этими эффектами, существенно влияет на кинетику технологиче-
ских процессов и на качество готовой продукции. 

Большинство природных дисперсных сред и сыпучих материалов 
в промышленности и сельском хозяйстве являются существенно неод-
нородными. Поскольку идеально однородных зернистых сред практи-
чески не существует, а сегрегация наблюдается даже при относительно 
небольшом различии частиц по какому-либо признаку (размеру, плот-
ности, шероховатости, упругости, форме и т.д.), то большинство при-
родных явлений и технологических процессов, протекающих при 
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взаимодействии твердых частиц в режиме взаимных перемещений 
(камнепады, сели, движение песков в дюнах и барханах, гравитацион-
ное течение сыпучих материалов в каналах, течках, бункерах, вра-
щающихся трубах, барабанах, взаимное перемещение частиц в реакто-
рах, смесителях, адсорберах, сушилках и т.д.), сопровождается значи-
тельными эффектами сегрегации. 

Значительная часть природных явлений, сопровождающихся яр-
ким проявлением эффектов сегрегации, связана с гравитационными 
течениями дисперсных сред, которые протекают в большинстве случа-
ев в режиме обрушения при активном взаимодействии частиц. Резуль-
тирующие эффекты сегрегации при этом могут быть весьма разнооб-
разными. 

Во многих случаях сегрегация в дисперсных средах при их тече-
нии в режиме обрушения существенно влияет на развитие природных 
явлений. Одним из них является движение песков барханов и дюн, 
скорость распространения которых достигает нескольких сотен метров 
в год. Пески перемещаются в направлении розы ветров с образованием 
достаточно высоких гребней. По наветренной, относительно пологой 
стороне ветер наметает песок к вершине гребня, которая вырастает до 
некоторого критического значения, после которого наступает обруше-
ние гребня. Оно сопровождается образованием относительно крутого 
откоса, имеющего вогнутую форму, с подветренной стороны гребня.  
В результате сегрегации у основания откоса обрушения концентриру-
ется преимущественно крупная фракция песка, в то время как ближе к 
вершине скапливаются преимущественно более мелкие частицы. Ука-
занный эффект сегрегации способствует ускоренному продвижению 
песка, поскольку при повторных циклах обрушения мелкие фракции 
песка оказываются расположенными преимущественно над крупными 
и с большей интенсивностью перемещаются ветрами. 

В технологических процессах, машинах и аппаратах сегрегацию 
часто понимают как негативное явление спонтанного разделения не-
однородных частиц сыпучего материала. Однако такая прагматическая 
оценка является весьма односторонней, поскольку оставляет без вни-
мания физические явления абсолютно идентичной природы с положи-
тельным технологическим эффектом. 

Последствия сегрегации чрезвычайно разнообразны, но, по мне-
нию Бейтса [25], могут быть разделены на две категории: последствия, 
которые влияют на качество продукта, и последствия, от которых за-
висит эффективность и безопасность производства. 

В результате сегрегации неоднородных частиц в сыпучих мате-
риалах в промышленности часто сталкиваются с серьезными техноло-
гическими проблемами [2]. Негативное влияние сегрегации может 
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проявляться осложнениями в технологических операциях смешивания, 
дозирования и транспортирования неоднородных зернистых сред. 
Наиболее остро и часто технологические сложности возникают при 
заполнении и разгрузке бункеров, силосов, реакционных объемов ап-
паратов, а также при организации буртового хранения сырья и продук-
тов. В этих случаях особенно ярко проявляются эффекты сегрегации 
частиц по размерам. Сегрегации при этом является следствием форми-
рования откосов материала при его подаче в емкость или кучу, в ре-
зультате движения, по которому происходит преимущественная кон-
центрация мелких частиц в верхней части откоса, и крупных – в ниж-
ней. Очевидно, что при дальнейшем технологическом использовании 
такого материала могут возникнуть серьезные проблемы, в том числе, 
например, неоднородность условий переработки и времени пребыва-
ния в рабочем объеме аппарата частиц различных фракций материала. 
Кроме того, одним из важнейших аспектов влияния сегрегации на 
производство является качество сыпучих продуктов. 

Повышение неоднородности сыпучих материалов вследствие сег-
регации значительно снижает их технологическую пригодность и по-
требительскую стоимость и, соответственно, порождает множество 
трудностей при их производстве и переработке. В частности эффекты 
сегрегации приводят к отделению пылевидных фракций, которые ста-
новятся источником загрязнения воздуха с пагубными последствиями 
для здоровья и безопасности персонала. 

Явлением сегрегации сопровождаются многие технологические 
процессы, связанные с переработкой зернистых материалов или с их 
использованием. Сегрегация протекает обычно по отношению к ос-
новному процессу спонтанно и может оказывать существенное влия-
ние на кинетику последнего. В одних случаях это влияние может быть 
оценено однозначно как положительное, например, сегрегация по 
крупности частиц одинаковой плотности при их грохочении, в других 
случаях – как отрицательное, например, сегрегация частиц по размеру, 
плотности и форме при смешении сыпучих материалов. В большинст-
ве же случаев оценка влияния сегрегации на кинетику процессов пере-
работки сыпучих материалов (как гидромеханических, так и тепло-
массобменных) не может быть однозначной и зависит от целого ряда 
обстоятельств. Основными из них являются особенности конструкций 
аппаратов и машин, доминирующие из совокупности неоднородных 
физико-механических свойств частиц перерабатываемой смеси, опре-
деляющее направление сегрегации, комплекс технологических требо-
ваний к готовому продукту, режимы течения технологических пото- 
ков и др. 
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1.3. ПРОБЛЕМЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ ЭФФЕКТОВ  
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ НЕОДНОРОДНЫХ ЧАСТИЦ 
В СДВИГОВЫХ ПОТОКАХ ЗЕРНИСТЫХ СРЕД 

 
1.3.1. Быстрые гравитационные течения зернистых материалов 

как объекты исследования 
 

Основной целью изучения быстрых гравитационных течений зер-
нистых материалов является объяснение и математическое описание 
их закономерностей в зависимости от свойств частиц и условий фор-
мирования потока. 

Традиционно для характеристики структурных и кинематических 
свойств быстрых гравитационных течений зернистых материалов ис-
пользуются профили скорости и порозности. Однако названные про-
фили могут быть использованы только для общей характеристики те-
чения. Во многих случаях значительный интерес может представлять 
знание и других параметров движущейся дисперсной среды, например, 
таких как скорость флуктуаций частиц, интенсивность поперечного 
массопереноса, степень неоднородности скоростей частиц и др. 

В последнее время в связи с развитием техники гранулирования, 
широким применением гранулированных материалов, порошковой 
технологии и созданием новых технологических процессов, связанных 
с взаимодействием дисперсных продуктов, интерес к изучению струк-
турно-кинематических характеристик быстрых гравитационных тече-
ний заметно повысился [2, 21, 26 − 29]. Однако, несмотря на это, до 
настоящего времени адекватное описание структурно-кинематических 
характеристик быстрых гравитационных потоков затруднено по при-
чине множества экспериментальных и аналитических проблем [21]. 

Широко распространенным видом быстрых гравитационных те-
чений является движение с открытой поверхностью сыпучих материа-
лов вниз по откосу. Для теоретического изучения течение сыпучих 
материалов по наклонному крутому скату, как отмечал Сэвидж [21], 
может быть принято за вязкое течение. В этом качестве движение по 
крутому скату особенно чувствительно, так как небольшая разница 
при определении условий моделирования часто приводит к сущест-
венному различию в свойствах поля течения. Несмотря на его кажу-
щуюся простоту, течение зернистых материалов по крутому скату яв-
ляется необычайно сложным для изучения. 

Проблема описания полей скоростей и распределения твердых 
частиц в быстрых сдвиговых гравитационных потоках рассматривает-
ся в работах [17, 18, 30 − 41]. 
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Гудмен и Коуин [18], основываясь на положениях механики 
сплошной среды, разработали модель быстрого сдвигового течения 
гранулированного материала. Применение этой модели к задаче тече-
ния сыпучего материала по наклонной плоскости позволило получить 
следующее выражение для профиля скорости: 
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где ( ) hyhY −=  − безразмерная координата; ( )0β2sinαρ ν=′ ghM ; 
ε1−=ν ; L – относительная длина; β – константа. 

При анализе гравитационного течения гранулированного мате-
риала на скате авторы [18] использовали граничные условия на откры-
той поверхности hy =  и на плоскости ската 0=y  в следующем виде: 

при hy =  
0στ == ; 

при 0=y  

00; ν=ν= uu , 
 

где 0u  – скорость проскальзывания на плоскости; στ,  − сдвиговые  
и нормальные напряжения, соответственно. 

Сэвидж [17] рассматривал полностью развитое двухмерное уста-
новившееся течение несвязного сыпучего материала по шероховатой 
наклонной плоскости. На основе выражений для нормальных напря-
жений и уравнения сохранения импульса он получил формулу для  
определения профиля скорости 

 

2/1
42/1

12β
ρsinα yg

dy
du

о
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

ν−ν
ν−ν

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ν
−=

∞

∞ ,                     (1.2) 

 

где ν  − объемная доля твердых частиц; ν  − средняя объемная доля 
твердых частиц по глубине потока; ∞ν  − объемная доля частиц непод-
вижного слоя; оν  − объемная доля твердых частиц на плоскости ската. 
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С учетом выражения для распределения объемной доли твердых 
частиц по высоте слоя уравнение (1.2) преобразовано к виду 
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где ( ) ( )оо / ν−νν−ν= ∞N  и ( ) 2/3/ hyу = ; h  − высота слоя материала  
в канале; 12β  − константа. 

Уравнение (1.3) проинтегрировано при граничных условиях, со-
ответствующих условию прилипания частиц на шероховатой плоско-
сти. В результате Сэвидж получил выражение для определения профи-
ля скорости в виде 
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где 4C  – значение биномиальных коэффициентов. 
При анализе уравнения (1.4) он исключил плотность частиц из 

числа переменных и предположил, что тензор напряжения является 
изотропной функцией gradνρ,,оν  и тензора скорости деформации. 

В качестве общих замечаний по работам [17, 18] следует отметить 
отсутствие адекватной формулировки граничных условий, как у осно-
вания, так и на открытой поверхности слоя. Кроме того, принятые в 
работах допущения: 1) объемное содержание твердой фазы незначи-
тельно изменяется по высоте слоя; 2) определение наименьшей кон-
центрации оν  как концентрации, соответствующей условию отсутст-
вия остаточного сопротивления; 3) пренебрежение диффузионной со-
ставляющей переноса частиц, очевидно, являются причиной значи-
тельных погрешностей в описании течений, особенно в приграничных 
областях и тонких слоях. 

В связи с этим вывод о том, что касательные напряжения линейно 
зависят от глубины потока, в общем случае, и особенно в режиме тон-
кослойного течения является явно неадекватным. Неадекватность та-
кого вывода подтверждается исследованиями многих авторов [41, 42], 
в которых содержатся убедительные доказательства существенного 
изменения концентрации твердой фазы по высоте гравитационного 
потока в стационарных условиях. Очевидно, что в таком случае зави-
симость касательных напряжений от высоты слоя будет нелинейной. 

Канатани [30] разработал микрополярную теорию сплошных 
сред, описывающую течения гранулированного материала. Он полу-
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чил уравнение, определяющее взаимосвязь скорости течения и плот-
ности среды в следующей форме: 
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где )(ρ(0),ρ,ρ ннн y  − насыпная плотность материала, у поверхности 
ската и по глубине потока, соответственно. 

Хаттер K. и Шайвиллер T. [23] на основе континуальной модели 
Дженкинса и С. Сэвиджа [32] провели численное моделирование ска-
тывающегося по наклонному желобу потока зернистого материала. 
При этом основное внимание они уделили формулировке граничных 
условий. Авторы работы [23] предложили зависимость между энергией 
колебаний и скоростью скольжения и изучили ее значение при быст-
ром течении гранулированного материала по откосу. В этой работе 
также достаточно подробно исследовано влияние коэффициента вос-
становления, угла откоса и условий скольжения на параметры течения 
зернистого материала. Установлено, что профили скорости с точкой 
перегиба появляются тогда, когда имеет место неоднородное распре-
деление плотности по глубине потока материала. Формулировка усло-
вий на границе сводилась к тому, что потоки количества движения и 
энергии колебаний в направлении, перпендикулярном поверхности 
отсутствуют, что является, очевидно, только некоторым частным слу-
чаем граничных условий. 

Хаттер K. и Шайвиллер T. численными методами исследовали за-
висимость величин тензора напряжений от граничных условий. Было 
показано, что профили скорости зернистого материала, движущегося 
по наклонному желобу, сильно зависят от условий на границе. Следо-
вательно, некорректный учет граничных условий приводит к серьез-
ным погрешностям. Вместе с тем установлено, что модели [17, 32] 
требуют адекватной формулировки граничных условий, определение 
которых является чрезвычайно затруднительным. 

С помощью численного моделирования установлено сильное 
влияние неэластичности в парных столкновениях на вид функции рас-
пределения плотности по высоте слоя. Также обнаружена значитель-
ная зависимость названных функций от условий на границе. В связи с 
этим авторы работы [23] отмечают высокую научную и практическую 
ценность результатов экспериментального определения распределения 
концентрации по высоте слоя при различных условиях на поверхности 
ската. 

Кэмпбелл и Бреннен [41] провели численное моделирование  
на ЭВМ микроструктуры сдвигового потока гранулированного мате-
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риала между двух движущихся относительно друг друга шероховатых 
кольцевых поверхностей (течение Куэтта). При этом они исследовали  
установившиеся однонаправленные потоки неупругих цилиндров.  
В процессе моделирования определяли среднюю скорость 〉〈u  и про-
фили концентрации твердой фазы, а также квадраты компонентов 
флуктуирующих составляющих скорости, как поступательной, так и 
угловой 〉〈ω : 

 

222 )()()( uuu −=′ ; 

)()( 22 ν=ν′ ;                                          (1.6) 
222 )ω()ω()ω( −=′ . 

 

Кинетическую энергию, соответствующую случайному движе-
нию частиц, Кэмпбелл и Бреннен записали в виде 

 

( ))ω(β)()(
2
1 222 ′+ν′+′um . 

 

Для удобства эту величину назвали «обобщенной температурой 
гранулированного материала, а ее часть, соответствующую флуктуи-
рующим поступательным движениям (без последнего члена) – посту-
пательной температурой гранулированного материала. 

Структурные и кинематические параметры сдвиговых потоков 
сыпучих материалов существенно зависят от условий и механизма 
формирования сдвиговых напряжений в потоке. На учете взаимосвязи 
между тензором напряжений и скоростью деформации основываются 
континуальные модели быстрых сдвиговых потоков. 

Одним из первых механизм формирования напряжений в сдвиго-
вом потоке описал Бэгнолд [1], который доказал, что основным меха-
низмом формирования напряжений на поверхности сдвига является 
перенос количества движения через поверхность в результате после-
довательных скользящих столкновений гранул одного слоя, догоняю-
щих гранулы смежного слоя. Касательные и нормальные напряжения в 
быстрых сдвиговых потоках по Бэгнолду меняются пропорционально 
квадрату скорости сдвига. Он установил, что значения напряжений 
сильно возрастают с увеличением концентрации твердой фазы. 

Для расчета сдвигового напряжения внутри слоя Бэгнолд пред-
ложил следующую формулу: 

 

xy QfP Δ=τ ,                                           (1.7) 
 

где yP  – число частиц, приходящихся на единицу площади поверхно-
сти, нормаль к которой имеет направление y; f – частота столкновений 
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частиц, взаимодействующих через поверхность сдвига; xQΔ  – изме-
нение тангенциальной составляющей количества движения за одно 
столкновение. 

Аналогичный подход к изучению быстрых сдвиговых потоков, 
основанный на экспериментальных результатах Бэгнолда, применен в 
работах [17, 42 − 45]. Мак–Тиг [45] предпринял попытку проанализи-
ровать динамику столкновений, микроструктуру зернистой среды и 
усовершенствовать модель простого течения Бэгнолда. При этом его 
исследования базируются на анализе Марбла [46] для столкновений 
частиц при одномерном течении газа, содержащем твердые частицы 
двух различных размеров, и анализе Соу [47] для напряжений, обу-
словленных столкновениями частиц в облаке, подверженном сдвигу. 
Однако модель Мак−Тига не учитывает флуктуацию частиц и влияние 
на частоту столкновений эффектов более высокого порядка в зависи-
мости от концентрации. 

Как было отмечено в разделе 1.1, С. Сэвидж и Д. Джеффри [48] 
выделяли три основных механизма взаимодействия частиц на микро-
уровне, в результате которых могут генерироваться сдвиговые напря-
жения в слое. В зависимости от концентрации твердой фазы, как пра-
вило, доминирует тот или иной механизм. При высоких скоростях 
сдвига и умеренно высоких концентрациях твердой фазы преобладает 
механизм взаимодействия частиц путем их кратковременных столкно-
вений. Полагая, что этот механизм генерирования является наиболее 
общим, С. Сэвидж и Д. Джеффри используют его для определения тен-
зора напряжения в сдвиговом потоке гранулированной среды. Напря-
жения выражены в виде интеграла, содержащего функции плотности 
распределения вероятности вектора скорости по его модулю и поло-
жению в пространстве: 
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где ( ) 2/12 −

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= udy
dudR  – безразмерный параметр, характеризую-

щий отношение средней сдвиговой скорости к среднеквадратичной 
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скорости движения частиц между столкновениями; d − диаметр час-
тиц; ),( νdg  − функция распределения; ϕ, θ − сферические координа-

ты; n – локальная функция распределения частиц; 2)(ν′  – среднеквад-
ратичная скорость флуктуаций частиц между столкновениями. 

В качестве основного недостатка разработанной модели С. Сэ-
видж и Д. Джеффри отмечают, что она не отражает механизма, учиты-
вающего диссипацию энергии при взаимодействии частиц в зависимо-
сти от их свойств и условий контакта. 

Позднее С. Сэвидж установил, что в общем случае напряжения 
при быстром сдвиговом течении являются сложной функцией скоро-
сти сдвига и концентрации твердой фазы [21]. 

Сэвидж С. проанализировал имеющиеся континуальные подходы 
и микроструктурные модели, используемые для описания течения не-
связных гранулированных материалов вниз по наклонной плоскости. 
Континуальные теории предполагают наличие части тензора напряже-
ний, не зависящей от скорости сдвига, которая является определенной 
функцией концентрации частиц. Тензор напряжений, полученный в 
соответствии с микроструктурной теорией, содержит только часть, 
зависящую от скорости, и дает линейный профиль скорости при одном 
угле наклона. Это является, очевидно, следствием того, что в моделях 
не принимается во внимание дилатансия среды, которая существенно 
влияет на динамический коэффициент трения и соответственно на тен-
зор напряжения. 

В соответствии с этими представлениями С. Сэвидж [21] предло-
жил вычислять напряжения в быстром сдвиговом потоке зернистого 
материала в зависимости от скорости сдвига в следующем виде: 
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где ( )ντ  – не зависящая от скорости составляющая сухого кулоновско-
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dy
dud  – зависящая от скорости вязкостная состав-

ляющая. 
Составляющая кулоновского трения τ и коэффициент μ являются 

монотонно возрастающими функциями доли твердой фазы. При высо-
ких концентрациях и низких скоростях сдвига доминирует не завися-
щий от скорости член уравнения (1.9), а при низких концентрациях и 
высоких скоростях сдвига этот член незначителен, и превалирует член, 
учитывающий передачу импульса, т.е. вязкостная составляющая.  



 24

В работе [21] показано хорошее соответствие расчетной скорости для 
различных углов наклона с экспериментальными измерениями, приве-
денными в [37]. 

Для двухмерного установившегося полностью развитого гравита-
ционного течения гранул с открытой поверхностью вниз по шерохова-
той плоскости с углом наклона α  нормальные и сдвиговые напряже-
ния в плоскости, параллельной основанию, согласно законам класси-
ческой механики определяются в следующем виде: 

 

,)(ραsin
0

н∫=τ
y

dyyg                                   (1.10) 

 

∫=
y

dyyg
0

н )(ραcosσ .                                 (1.11) 

 

Из уравнений (1.10) и (1.11) следует, что динамический коэффи-
циент трения consttgαστ == . 

Профили скорости для таких течений экспериментально опреде-
лены в работе [49] по траекториям частиц, покидающих конец крутого 
ската. Полученные профили скорости имели, как правило, гладкую 
форму и реже – выпуклую. Профили насыпной плотности характери-
зуются низкими значениями вблизи основания и верхней поверхности 
и максимальными в середине слоя. 

В результате анализа установившегося, полностью развитого 
двухмерного течения несвязного гранулированного материала по ше-
роховатой наклонной плоскости получено [21] следующее уравнение 
для расчета «температуры» материала у основания канала: 
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где k – коэффициент восстановления частиц при ударе; σ – нормальное 
напряжение. 

Для случая, когда поток энергии колебаний через основание слоя 
отсутствует, эта величина const0 ==TT  по глубине потока. 

При допущении условия отсутствия скольжения у основания слоя 
получено выражение для расчета профиля скорости: 

 

( ) ( )yhT
d
Ru −= 2/1

03 ,                                 (1.13) 
 

где R – безразмерный параметр, аналогичный использованному в (1.8). 
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Профиль концентрации твердой фазы предложено определять по 
следующей формуле: 

 

( ) ( )( ) hygg /00
2
00

2 =νννν ,                             (1.14) 
 

где ( )ν0g  – функция распределения концентрации твердой фазы;  

0ν  – концентрация твердой фазы у основания канала; у – координата, 
направленная перпендикулярно основанию слоя и равная нулю на его 
открытой поверхности; h – толщина слоя материала. 

Предложенные в работе [21] формулы справедливы для случая 
нулевого потока энергии колебаний у верхней поверхности потока и у 
его основания. Если энергия вносится в слой через основание, то 
«температура» материала увеличивается вблизи основания, а профиль 
скорости изменяется от линейного до тупого или выпуклого. Если 
энергия поглощается основанием, то «температура» материала умень-
шается, материал становится менее подвижным и профили скорости 
принимают вогнутую форму. 

Недостатком модели Сэвиджа является то, что в ней отсутствует 
функция, коррелирующая скорость сдвига и концентрацию твердой 
фазы ν. Вследствие этого в модели используется динамический коэф-
фициент трения ( )vμ , интегрирующий в себе все эффекты псевдовяз-
костного взаимодействия частиц, такие как поток импульса и массопе-
ренос через поверхность сдвига. 

Анализ существующих моделей [19, 21], проведенный в аспекте 
целесообразности их использования для исследования напряженного 
состояния при сдвиговом гравитационном течении зернистой среды, 
позволил сделать вывод о том, что наиболее плодотворным для реше-
ния поставленной задачи является комплексное использование воз-
можностей континуального и микроструктурного подходов. 

Механизм генерирования напряжений в гранулированной среде 
за счет передачи количества движения при столкновении частиц смо-
делирован авторами работы [50]. Моделирование проведено на основе 
положений континуальной теории, развитой Канатани [42] и Джен-
кинсом и Коуином [43]. Уравнения сохранения массы, импульса и 
энергии в соответствии с этой теорией формулируются для двухмер-
ного течения в следующем виде: 
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где ( ) 2/2
xVe ′= ; γ – мощность, диссипируемая средой в единице объема. 

Огава С., Умемура А., Ошима Н. [50] предложили формулу для 
расчета энергии флуктуации неэластичных, негладких сфер, имеющих 
незначительную энергию вращения. При допущении отсутствия гра-
диента энергии турбулентных флуктуаций они определили напряже-
ния и энергию диссипации. Проведенная в работе [51] проверка досто-
верности результатов установила расхождение их с эксперименталь-
ными данными на величину двух порядков. Такое расхождение свиде-
тельствует о том, что в модели не учтена основная специфика меха-
низма генерирования напряжений. 

Континуальные теории, как известно, базируются на различных 
формах взаимосвязи между тензором напряжений и скоростью деформа-
ции. Позднее Сэвидж и Джеффри [48], Сэвидж и Коуин [52], Огава [53], 
Канатани [30] ввели в эти континуальные теории эффект флуктуации 
частиц. Однако, Аккерман и Шен [54] отметили, что существующие 
модели, основанные на континуальных теориях, не обладают доста-
точными прогностическими свойствами. С их помощью невозможно 
предсказать величину сдвиговых напряжений в зависимости от скоро-
сти сдвига, концентрации частиц и их свойств. Ранее было установле-
но [30, 52, 53], что напряженное состояние при быстром сдвиге грану-
лированного материала определяется количеством движения между 
соударяющимися частицами. Авторы этих работ отмечали также, что 
для высоких скоростей сдвига возникающие в слое напряжения прак-
тически не зависят от свойств межчастичной среды. 

Аккерман и Шен [54] доказали, что напряжения внутри быстро 
движущейся смеси частиц и жидкости существенно зависят от свойств 
обоих веществ, составляющих смесь. Напряжения в гранулированной 
среде было предложено определять в виде произведения изменения ко-
личества движения вследствие каждого столкновения частицы на число 
столкновений. Авторы провели уточнения уравнения Бэгнолда (1.7).  
В частности, они установили, что частота столкновений зависит от 
физических свойств частиц и межчастичной жидкости, градиента 
средней скорости движения смеси и концентрации частиц. 

Кроме того, было установлено [51, 54], что гравитационные пото-
ки характеризуются значительным поперечным массопереносом час-
тиц. Этот факт следует обязательно учитывать при адекватном моде-
лировании потоков. Однако при учете этого обстоятельства они огра-
ничиваются только расширением угла возможных столкновений до 



 27

половины телесного угла соответствующих полусфер с предположе-
нием равной вероятности контактов частиц в пределах этой поверхно-
сти. Такой подход явно ограничивает возможности в целом плодо-
творной идеи авторов. Этот вывод объясняется тем, что условия 
столкновения, принятые авторами данных работ, существуют в сильно 
разряженных потоках ( 75,0ε ≥ ). С уменьшением же порозности зона 
вероятных столкновений существенно сужается, что приводит к изме-
нению условий генерирования напряжений в потоке [41]. 

В работах [51, 54] предложены формулы для расчета касательных 
и нормальных напряжений с учетом диаметра и плотности гранул, ко-
эффициентов трения движения, коэффициента восстановления, объем-
ной концентрации: 
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где λ – линейная концентрация твердой фазы; 4321 ,,, CCCC  –
константы; жρ  – плотность межчастичной среды; DC  – коэффициент 
сопротивления относительного перемещения частиц, 1=DC  при тур-
булентном режиме. 

Мацуока [55] предложил модель взаимосвязи напряжения–
деформации для гранулированных материалов, учитывающую меха-
низм изменения структуры при сдвиге. Соответствующие уравнения 
получены путем анализа взаимодействия двух частиц, разделенных 
плоскостью скольжения, с учетом механизма исчезновения и образо-
вания межчастичных контактов с третьей частицей. Соотношения ме-
жду напряжением сдвига и нормальным напряжением получены в сле-
дующем виде: 

( )
( ) ϕ+ϕ+

ϕ−ϕ+
=

sinθ6θ3cosπ
cosθ6θ3sinπ

σ
τ ,                            (1.19) 

 

где θ  – среднее значение угла контакта между частицами; ϕ – угол 
трения. 
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В пределах возможных изменений значений углов контакта меж-
ду частицами уравнение (1.19) Мацуока аппроксимировал следующей 
формулой: 

μθλ
σ
τ

+≈ ,                                         (1.20) 
 

где μ – параметры среды, ϕ= tgμ . 
Данное предложение целесообразно было бы использовать как 

рациональное дополнение к модели Аккермана–Шена, однако пара-
метры λ и θ являются функциями дилатансии среды, которая должна 
определяться в зависимости от скорости сдвига и комплекса свойств 
частиц материала. 

Значительный теоретический интерес представляют работы 
И. В. Ширко [20, 56]. В работе [20] проведен феноменологический 
анализ быстрого течения гранулированной среды с использованием 
элементов теории броуновского движения частиц в предположении, 
что силы, действующие на каждую частицу, могут быть разделены на 
детерминированные и случайные. Основываясь на частном определе-
нии, что детерминированные силы пропорциональны скорости части-
цы и ее смещению х из некоторого положения равновесия, авторы по-
лучили уравнение движения частицы в виде 

 

( )tfxxx =++ 2
0ωμ&&& ,                                   (1.21) 

 

где μ – коэффициент эффективной вязкости; 0ω  – частота поперечных 
колебаний частицы; )(tf  – случайная сила, отнесенная к массе частицы. 

Далее, принимая во внимание, что полученное уравнение анало-
гично уравнению эйнштейновского осциллятора, они определили па-
раметры высокочастотных колебаний частиц. 

На основе полученных характеристик колебаний частиц 
И. В. Ширко и В. А. Сахаров определяют величины потоков энергии и 
импульса в среде, пренебрегая влиянием на эти потоки поперечного 
массопереноса. 

Замкнутая система уравнений движения гранулированной среды, 
позволяющая определить неизвестные параметры поля течения, записана 
в виде, аналогичном приведенному в работе Дженкинса и Коуина [43]: 
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где индексы ji,  принимают значения zyx ,, ; ijσ  − компоненты тензо-

ра напряжений; iF  – компоненты вектора массовых сил; ijδ  – символ 

Кронекера; γ – мощность, диссипируемая средой в единице объема;  
ρ – плотность среды; а и μ – коэффициенты энергопроводности и вяз-
кости, соответственно. 

Полученная система уравнений (1.22) решена при следующих 
граничных условиях: 
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где Н – половина расстояния между двумя бесконечными параллель-
ными плоскостями; V ′  – скорость хаотического движения частиц;  

1k  – коэффициент восстановления энергии при взаимодействии гранул 
с граничащей стенкой. 

В результате решения получено уравнение для расчета профиля 
скорости: 
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где α − параметр, зависящий от «пристенного» коэффициента восста-
новления 1k . 

Несмотря на то, что предложенная в работе [20] формулировка 
граничных условий выглядит вполне самодостаточной, ее практиче-
ское использование в общем случае является весьма проблематичным 
в отсутствие детерминированного метода определения взаимосвязи 
физико-механических свойств и геометрии шероховатостей граничных 
поверхностей с условиями взаимодействия с ними частиц среды. 

Результаты апробации [20] предложенного математического опи-
сания подтвердили, что принятые при моделировании допущения и 
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предположения действительны только для быстрых сдвиговых тече-
ний с весьма высокой концентрацией частиц, когда объемная доля по-
следних в потоке превышает величину 0,5. 

Неддерман Р. и Тюзюн Х. [57] предложили модель для описания 
поля скорости в гранулированном материале, вытекающем из бункера, 
основанную на кинематическом анализе. При этом они полагали, что 
частицы непосредственно над отверстием падают из бункера, а части-
цы в вышележащем слое проскальзывают в пустое пространство, рас-
талкивая друг друга. Эта модель является «чисто кинематической», так 
как предполагается, что движение частиц происходит под действием 
собственного веса, а градиенты напряжений на их движение не влияют. 

Поле скоростей частиц при истечении из бункера предложено  
определять по формуле 

)4(
0

2
By

x
eVV
−

= ,                                      (1.24) 
 

где 0V  – скорость частиц на центральной линии при 0=x ; В – кинема-
тическая постоянная. 

В последующей работе [58] Р. Неддерман и Х. Тюзюн экспери-
ментально определили зависимость между диаметром частицы Pd  и 
кинематической постоянной. В соответствии с этим они предложили 
для описания поля скоростей следующую математическую модель: 

 

x
Vdu
∂
∂

−= β ;                                        (1.25) 
 

2

2
β

dx
Vdd

dy
du

= ,                                       (1.26) 

 

где u – горизонтальная скорость частиц; β – безразмерная эмпириче-
ская константа, зависящая от формы частицы и шероховатости ее по-
верхности; d – средний размер частиц. 

Очевидно, что математические модели такого рода адаптированы 
для некоторых ординарных объектов, когда при описании полей ско-
рости в гранулированном материале представляется возможным пре-
небречь влиянием большинства физико-механических свойств частиц 
(плотности, эластичности и др.) на параметры движения гравитацион-
ного потока. 

Авторы некоторых работ при изучении быстрого сдвигового те-
чения зернистых материалов стали применять хорошо разработанную 
кинетическую теорию плотных газов. Так, Сэвидж и Джеффри при 
выводе формулы для тензора напряжений использовали результаты 
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анализа Энскога [59] о переносе импульса путем столкновений моле-
кул в плотных газах. 

Дженкинс и Сэвидж [32] разработали теорию быстрых движений 
зернистой среды, состоящей из одинаковых гладких не вполне упругих 
сферических частиц. Учет неупругости частиц в межчастичных столк-
новениях позволил включить в уравнение баланса энергии частиц пара-
метр, названный «температурой» среды. «Температурой» зернистой сре-
ды в механике быстрых течений сыпучих материалов называют кинети-
ческую энергию, соответствующую случайному движению частиц [41]. 

В результате появляется возможность вскрыть механизм возник-
новения этой энергии. Частным случаем энергетического баланса при 
сдвиге зернистой среды является локальное равновесие между генера-
цией энергии флуктуаций в результате столкновений и диссипацией 
этой энергии при столкновениях. 

Несмотря на разнообразие предложенных методов описания бы-
стрых сдвиговых течений зернистых материалов, их использование не 
обеспечивает возможность адекватного математического моделирова-
ния в наиболее общих случаях гравитационных течений зернистых 
сред, характеризующихся большими градиентами скорости сдвига и 
концентраций твердой фазы. В частности, существующие предполо-
жения об отсутствии передачи импульса за счет квазидиффузионного 
перемещения частиц и независимости эффективного коэффициента 
трения от концентрации твердой фазы весьма условны и в каждом 
конкретном случае нуждаются в серьезном обосновании. Вместе с тем, 
очевидно, что для адекватного моделирования динамики такого рода 
течений необходимо учесть взаимосвязь скорости сдвига и концентра-
ции твердой фазы, а также учесть и спрогнозировать влияние послед-
них на величину сдвиговых напряжений. По этой причине соответст-
вующие модели предсказывают существование стационарных грави-
тационных потоков только в узком диапазоне значений углов наклона 
слоя. С учетом вышеизложенного, в общем случае, не представляется 
возможным использование известных моделей для адекватного описа-
ния профилей скорости и распределения твердой фазы по толщине 
гравитационного потока. При этом особую сложность представляет 
проблема описания профиля скорости и распределения твердой фазы, 
особенно в тонких или пограничных слоях. 

Кроме проблем аналитического описания структурно-кинемати-
ческих характеристик быстрых сдвиговых течений имеются также зна-
чительные трудности экспериментального исследования гравитацион-
ного течения, которые возникают вследствие исключительной «чувст-
вительности» – активной реакцией потока на малейшее внешнее воз-
мущение [17]. Это обстоятельство практически исключает возмож-
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ность внедрения различных зондов в ядро потока без внесения суще-
ственных нарушений в закономерности сдвигового течения. 

Сложности экспериментального характера обусловлены отсутст-
вием надежных методов и устройств определения локальных значений 
структурно-кинематических характеристик и распределения «темпера-
туры» гранул в таких потоках. В первую очередь сказанное относится 
к тонкослойным гравитационным потокам. 

Значительный интерес для исследования динамики быстрых 
сдвиговых потоков зернистых сред представляют, так называемые, 
косвенные методы исследования, т.е. методы, не оказывающие влия-
ния на структуру потока. Сюда относятся и визуальные методы, вно-
сящие минимальные погрешности в получаемые результаты и имею-
щие довольно широкое распространение. 

Самым простым, доступным и широко распространенным мето-
дом исследования является метод визуальных наблюдений двухмерно-
го сдвигового потока через прозрачные боковые стенки канала. Дан-
ный метод не позволяет получить достоверную информацию о пара-
метрах потока по причине специфичных граничных условий на боко-
вых стеклянных стенках, что приводит к возникновению дополнитель-
ных сил трения и, как следствие, нарушению структуры потока в этой 
части слоя. Очевидно, что полученные в результате визуальных  
наблюдений данные по концентрации твердой фазы зернистой среды  
у боковых стенок канала нельзя принять адекватными таковым для 
ядра потока. Кроме того, большим недостатком этого метода является 
отсутствие возможности регистрации визуальных наблюдений для их 
последующего анализа. 

В работах [17, 34] метод визуальных наблюдений нашел даль-
нейшее развитие. Для регистрации результатов наблюдений использо-
ван способ скоростной киносъемки с последующим покадровым ана-
лизом фильма. Анализ заключался в усреднении результатов по ог-
ромному числу кадров, что делает названный способ исследования 
чрезвычайно трудоемким. Однако и этот модифицированный метод не 
позволяет получить достаточно достоверной информации по причине 
значительных флуктуаций скорости частиц в потоке зернистой среды. 

С целью облегчения обработки информации С. Сэвидж [17] ис-
пользовал установку для визуального наблюдения, состоящую из двух 
волоконно-оптических зондов, расположенных на небольшом расстоя-
нии друг от друга в направлении потока. Однако такое использование 
зондов позволяет измерять лишь некоторые локальные значения скоро-
сти частиц в приграничной зоне потока. Метод не позволяет получить 
достаточно надежные и достоверные экспериментальные данные по 
динамике гравитационного потока в целом. Ишида M. и Шираи T. [37] 
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при проведении экспериментальных исследований измеряли профили 
скорости сферических частиц в стеклянном желобе с гладкими боковы-
ми стенками и шероховатым дном с помощью волоконно-оптических 
зондов. В отличие от экспериментов Сэвиджа [17], рассмотренных 
выше, зонды располагались не на боковых стенках, а на центральной 
линии желоба. Такое расположение зондов позволяет избежать про-
блемы связанной с пристенными пограничными эффектами, заменяя 
их аналогичными проблемами у основания слоя. Вследствие не менее 
сложных граничных условий у основания слоя получить достоверную 
информацию о параметрах течения по высоте слоя потока с использо-
ванием рассматриваемого метода достаточно проблематично. 

Простотой эксперимента и достаточно высокой точностью отли-
чается метод исследования динамики быстрых гравитационных тече-
ний, основанный на анализе фазы свободного падения частиц [33, 39]. 
Реализация данного метода, кроме того, обеспечивает благоприятные 
условия для проведения анализа распределения компонентов зерни-
стой среды по высоте потока, что очень важно для исследования зако-
номерностей быстрого гравитационного течения в системах, чрезвы-
чайно чувствительных к зондированию. Однако допущение о стабиль-
ности концентрации твердой фазы по высоте потока делает этот метод 
неприемлемым для изучения относительно тонких слоев материала. 

Комплексную информацию о динамике течения зернистых сред 
позволяет получить экспериментально-аналитический метод [60], так-
же базирующийся на анализе фазы свободного падения частиц, поки-
дающих порог ссыпания гравитационного ската. Метод реализуется с 
использованием экспериментальной установки (рис. 1.1), состоящей из 
наклонного канала 1 прямоугольного сечения и кюветы 3, разделенной 
перегородками 4 на ячейки. Кювета, предназначенная для сбора выле-
тающих из канала частиц, устанавливается по отвесу на некотором 
расстоянии от порога ссыпания. Для регулирования толщины и длины 
скатывающегося слоя зернистого материала в канале закреплена с 
возможностью смещения ограничительная планка 2. На дне канала 
расположена шероховатая пластина, имеющая шероховатость, равную 
половине диаметра частиц исследуемого материала, для обеспечения 
условия прилипания частиц. 

Экспериментальная часть метода [60] заключается в дозировании 
зернистого материала в режиме установившегося гравитационного 
течения по наклонному каналу и сборе материала в кювету с ячейками. 
После заполнения ячеек кюветы в течение определенного времени со-
держимое ячеек взвешивается и по результатам взвешивания опреде-
ляется функция распределения массы материала )( 1xG  в направлении 
оси 10x  (рис. 1.1). 
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Рис. 1.1. Схема установки для реализации  
экспериментально-аналитического метода измерения профилей скорости 

и порозности в гравитационном потоке зернистого материала 

 
Кроме того, в соответствии с этим методом определяются сле-

дующие экспериментальные данные: высота слоя h на пороге ссыпа-
ния, время ссыпания t, расстояние H между порогом ссыпания и кюве-
той и угол наклона канала α (рис. 1.1). 

Аналитическая часть метода заключается в определении профи-
лей скорости )(yu  и порозности )(yε  в слое частиц с учетом взаимо-
связи между локальными значениями )( yε , скорости сдвига dydu / , 
модуля скорости )(yu  и распределением частиц по горизонтальной 
координате )( 1xG . 

Уравнения, связывающие модуль скорости )(yu  и порозность 
слоя )( yε  в быстром гравитационном потоке зернистого материала на 
шероховатом скате, формулируются следующим образом: 
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)()(),( 1н1 xGyxyu =ρ .                                (1.28) 
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Однако применение полученных уравнений в каждом конкретном 
случае требует соответствующего обоснования. Это связано с тем, что 
неоднородность слоя может быть очень велика, особенно в тонких 
слоях при быстром сдвиге зернистой среды. Для получения более кор-
ректного результата необходимо знать зависимость )(н yρ . 

Из теории быстрых движений гранулированных сред известно, 
что мгновенная скорость частицы представляет собой сумму трех ком-
понент: флуктуирующей, поступательной (осредненной) и вращатель-
ной. В соответствии с теорией быстрых сдвиговых движений гранули-
рованных сред флуктуирующая составляющая скорости играет опре-
деляющую роль. В связи с этим некоторые авторы [31, 61] применили 
хорошо разработанную кинетическую теорию плотных газов при ре-
шении задач быстрого сдвигового течения и получили удовлетвори-
тельные результаты. 

Для определения функции распределения плотности сдвигового 
потока по толщине скатывающегося слоя используют гипотезу [62]  
об аналогии между дилатансией потока ε , гидростатическим давлени-
ем P, «температурой» гранулированной среды ϑ [50] и соответствую-
щими параметрами состояния идеального газа. В соответствии с при-
нятой аналогией записывают взаимосвязь между перечисленными ха-
рактеристиками сдвигового потока в форме известного закона состоя-
ния идеального газа (Клапейрона–Менделеева): 

 

ψϑ=ε )()( yyp ,                                      (1.29) 
 

где ψ – коэффициент, зависящий от физико-механических свойств 
частиц. 

«Температуру» гранулированной среды определяют как 
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Значение флуктуирующей составляющей скорости частицы вы-
ражают как [60] 
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где χ – коэффициент, определяемый в зависимости от физико-
механических свойств частиц и межчастичной среды. 

Аналог гидростатического давления выражают в следующей ин-
тегральной форме: 

∫
−

=
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В качестве аналога удельного объема идеального газа принимают 
удельное приращение свободного объема движущегося слоя, происхо-
дящее вследствие его дилатансии 

 

ε1
εε)(ε 0

−
−

=y ,                                        (1.33) 
 

где ε0 – порозность плотной упаковки. 
Уравнения (1.27) – (1.29) образуют замкнутую систему относи-

тельно функций )(yu , )( 1xy , )(yε , )(yp . В результате решения сис-
темы уравнений методом последовательных приближений получают 
профили скорости )(yu  и профили порозности )(yε . 

Рассмотренный экспериментально-аналитический метод, однако, 
имеет и недостатки. Во-первых, точность и статическая однородность 
результатов исследования с его использованием существенно зависят, 
в частности, от точности измерения высоты слоя гравитационного по-
тока. Поскольку имеет место хаотическое «расплескивающееся» тече-
ние в верхних областях потока и случайный выброс отдельных частиц 
у открытой поверхности слоя, визуальное определение высоты слоя 
имеет произвольный характер и вносит значительную погрешность в 
получаемые результаты. 

Особое место в ряду известных методов исследования быстрых 
гравитационных потоков занимают методы, основанные на использо-
вании различного рода проникающих излучений. Так, например, пара-
метры сдвигового течения можно исследовать с помощью емкостных 
датчиков [63, 64]. Однако данный метод исследования позволяет полу-
чить только интегральные характеристики движущегося потока. Изме-
рение локальных характеристик (зачастую наиболее ценные для опи-
сания структуры потока) с помощью емкостных датчиков представля-
ется весьма затруднительным. 

Локальные характеристики гравитационных потоков сыпучих ма-
териалов можно определить с помощью лазерного, рентгеновского, 
ультразвукового и СВЧ-излучения. Методы, основанные на использо-
вании различного рода излучений, делят на две группы: 1) методы из-
мерения параметров специальных образцов; 2) методы измерения па-
раметров и свойств веществ в непрерывных технологических потоках. 

В аспекте настоящей работы нас интересуют исключительно ме-
тоды второй группы, когда для определения параметров веществ чаще 
всего используется измерение ослабления или набега фазы при прохо-
ждении излученных передающей антенной волн через объем веществ. 
Это может быть реализовано, например, путем непрерывного протяги-
вания через соответствующий измеритель исследуемого материала, 
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изготовленного в виде ленты [65]. В ряде случаев при реализации ме-
тодов второй группы параметры вещества можно определить и по ко-
эффициенту отражения волн [66]. 

В работе [67] авторы использовали томографические измерения  
γ-лучами течения бинарной смеси при ее выгрузке из бункера с по-
мощью лучевого сканера. При этом эксперименты основывались на 
регистрации изменения интенсивности потока γ-лучей при прохожде-
нии через слой частиц. Исследование заключалось в получении про-
филей распределения крупных и мелких частиц на различных уровнях 
по высоте бункера. Однако сами авторы работы [67] отмечают чрезвы-
чайную сложность экспериментального исследования микроструктуры 
дисперсной среды. 

Авторы работы [68] предложили метод непрерывного контроля 
параметров потока сыпучего материала, основанный на пропускании 
поперек слоя материала импульсного ультразвукового луча и регист-
рации его ослабления после прохождении слоя, что наиболее подходит 
для исследования параметров разреженных потоков сыпучих материа-
лов (например, в процессе их пневмотранспортирования). При иссле-
довании движущихся гравитационных потоков, характеризующихся 
более высокими значениями концентрации твердой фазы, разрешаю-
щая способность ультразвукового луча недостаточна вследствие отра-
жения или преломления луча в плотном потоке. Кроме того, данный 
метод позволяет получать только интегральные характеристики дви-
жущегося потока сыпучих материалов, что также существенно снижа-
ет его практическую ценность. 

Метод ультразвуковой томографии для изучения структуры сы-
пучих материалов развит в работе [69]. Однако авторы также не суме-
ли преодолеть вышеперечисленных недостатков данного метода.  
В работах [70 – 72] для определения свойств жидких потоков и порис-
тых структур плотных слоев был использован магнитно-резонансный 
объемно сканирующий метод. Кроме С-лучевого поглощения в работе [73] 
применена томография полного сопротивления для изучения распре-
деления вещества в вертикальном трехфазном течении. 

Манн Р. [74, 75] исследовал процесс смешивания с помощью то-
мографии электрического сопротивления. В работах [76 – 80] анализи-
руется возможность применения томографии электрического сопро-
тивления (или полного сопротивления) (ERT) и томографии электри-
ческого сопротивления (ECT) для исследования параметров движу-
щихся потоков сыпучих материалов. Все перечисленные методы  
экспериментального исследования, базирующиеся на использовании 
различных видов томографии сопротивления, так же, как и ранее рас-
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смотренные, не позволяют определять локальные характеристики гра-
витационных потоков сыпучих материалов. 

В последние годы все более широкое применение как для техни-
ческих целей, так и в исследовательской практике находит компью-
терно-томографический метод. Так, в работе [81] применен этот метод 
при изучении нефтяных и газовых месторождений. В работе [82] впер-
вые была использована рентгеновская томография для измерения кон-
центрации твердых частиц в газовых (жидких) системах. Мартин М. [83] 
применил этот метод для исследования поперечного распределения 
твердой фазы в циркулирующем жидкостном потоке. Честер А. [84]  
с помощью указанного метода изучал динамику процесса смешивания 
твердых частиц в двухконусных смесителях. 

Значительный интерес представляют компьютерно-томографиче-
ские измерения гравитационных течений, проведенные в работе [85].  
С помощью рентгеновской компьютерной томографии получены циф-
ровые изображения гравитационного потока сыпучего материала, вы-
текающего из бункера. Экспериментальная установка позволяет либо 
получать единичные изображения поперечного сечения изучаемого 
объекта, либо проводить сканирование по толщине движущегося слоя. 
В результате обработки экспериментальных данных получены гисто-
граммы величин пиксельной яркости, минимального, максимального и 
среднего значений плотности излучения, а также его стандартные от-
клонения. 

Все полученные в анализируемой работе [85] результаты имеют 
качественный характер, что несколько снижает их ценность. Кроме 
того, следует отметить уникальность, сложность и высокую стоимость 
используемого экспериментального оборудования. 

Проведенный анализ существующих экспериментальных методов 
и установок для исследования динамики быстрых сдвиговых гравита-
ционных потоков зернистых материалов показывает целесообразность 
применения в исследовательской практике беззондовых методов.  
Однако большинство известных беззондовых методов не позволяют 
получить надежных и достоверных данных о параметрах гравитацион-
ного потока зернистой среды, другие же требуют для их реализации 
применения уникального дорогостоящего оборудования. Так, напри-
мер, визуальные методы позволяют получить информацию о структуре 
потока только в непосредственной близости к боковым стенкам канала. 
Методы, основанные на анализе фазы свободного падения частиц, пред-
полагают использование постулатов, касающихся взаимосвязи струк-
турных и кинематических параметров сдвигового потока. При этом оче-
видно остается необходимость прямой экспериментальной проверки 
адекватности, принятых в постулате допущений. Методы, основанные 
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на использовании различных видов излучений, позволяют достаточно 
надежно контролировать интегральные характеристики потока зерни-
стой среды. При определении же микроструктурных характеристик 
некоторого ближнего порядка сопряжения частиц возникают значи-
тельные технические трудности, для преодоления которых требуется 
сложное дорогостоящее оборудование. Вместе с тем, представляется 
возможным заключить, что использование проницающих излучений 
является одним из наиболее надежных способов обеспечения досто-
верной экспериментальной базы для изучения динамики быстрых гра-
витационных течений. 

 
1.3.2. Экспериментальное и аналитическое исследование  

эффектов взаимодействия неоднородных частиц  
при сдвиговых деформациях зернистых сред 

 

Сдвиговые течения зернистых материалов характеризуются зна-
чительными эффектами взаимодействия частиц (поперечный массопе-
ренос, перемешивание и сегрегация), которые наблюдаются при камне-
падах, селях, подводных течениях камней, образовании насыпей, обва-
лов, заполнении бункеров, при течении в каналах, течках, вращающихся 
трубах, барабанах, перемещении рабочих органов машин и т.д. 

Перемешивание как технологическая операция используется для 
интенсификации тепломассообменных процессов и организации про-
цесса смешивания. Технологической целью процесса смешивания яв-
ляется получение смеси с равномерным распределением каждого ком-
понента в любом участке объема. Для интенсивного смешивания ком-
понентам надо сообщить такие движения, чтобы их траектории имели 
возможно большее число пересечений и встречных движений.  
При этом движение микрообъемов и частиц могут быть поступатель-
ными, вращательными и совмещенными. 

В процессе сегрегации происходит увеличение неоднородности 
смесей вследствие отделения и концентрирования частиц, сходных 
между собой по какому-либо признаку, в определенном объеме пото-
ка. Практически каждый технологический процесс переработки сыпу-
чего материала или связанные с ним вспомогательные операции соз-
дают условия, благоприятные для протекания сегрегации. Сегрегация 
может оказывать существенное влияние на динамику течения зерни-
стых сред, кинетику технологических процессов и качество продукта и 
поэтому интерес к изучению процессов сегрегации в последние годы 
заметно повысился [2, 26, 27, 29, 60, 86 – 128]. 

В соответствии с тем, что в механике зернистых сред известно 
два режима течения сыпучих материалов с существенно различными 



 40

механизмами взаимодействия частиц, в настоящем параграфе рассмот-
рено математическое описание эффектов перемешивания и сегрегации 
применительно к этим режимам. Следует отметить, что при математи-
ческом описании быстрых сдвиговых потоков зернистых сред накоп-
лен значительный опыт и получены достаточно значимые результаты 
[26 – 28, 129]. 

В связи со сложностью и многообразием механизмов сегрегации [88] 
детерминированное математическое описание этого процесса чрезвы-
чайно затруднено. Практически ни один из механизмов, за исключени-
ем, пожалуй, механизма проницания [93, 130], не доведен до матема-
тического описания. Однако механизм проницания не позволяет про-
гнозировать процесс сегрегации в подавляющем большинстве практи-
чески важных случаев [98]. По этой причине для описания сегрегации 
в зернистых средах широко используются аппараты математической 
статистики и теории вероятностей. 

Так, в работе [91] классификация рассмотрена как стохастический 
процесс, протекающий в зоне сегрегации при прохождении через нее 
полидисперсной смеси частиц. На основе стохастической модели про-
цесса получены формулы, характеризующие зависимость распределе-
ний частиц выделенных фракций от параметров распределения частиц 
исходной смеси и от параметров нечетных табличных функций нор-
мального закона распределения случайных величин. 

Показано, что граничный размер частиц, который должен зада-
ваться детерминированными параметрами потока, соответствует ре-
шению функций нормированных плотностей распределения частиц. 

В работе [131] развита имитационная динамическая модель про-
цесса сепарации в виброкипящем слое. Модель базируется на диффе-
ренциальном уравнении стохастического процесса Фоккера–Планка, 
которое учитывает влияние сноса и диффузии частиц на их сегрегацию 
в слое. Рабочий объем рассмотрен как совокупность локальных зон 
сепарации. Элементарные процессы смоделированы как переходы час-
тиц из одной локальной зоны в другую. Интенсивность и направление 
сегрегации задаются путем ранжирования частиц, т.е. каждой частице 
присваивается свой ранг, согласно которому происходит ее перемеще-
ние между локальными зонами. В результате решения имитационной 
динамической модели на ЭВМ получают функции распределения па-
раметров процесса по локальным зонам сепарации. 

Ранее авторы работ [93, 132] предложили, практически, подобные 
методы моделирования процесса смешивания (сегрегации) сыпучих 
материалов на скате и в поперечном сечении гладкого вращающегося 
барабана. Разработанный метод предполагает деление засыпки цирку-
лирующего в барабане сыпучего материала на подслои с определен-
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ным количеством элементарных объемов в каждом подслое. При этом 
полагают, что за один цикл вращения частицы вокруг центра циркуля-
ции она может перейти только в близлежащий элементарный объем 
одного из соседних подслоев. Состояние системы (распределение це-
левого компонента в засыпке) оценивается как вероятность нахожде-
ния ключевого компонента в элементарном объеме после каждого 
возможного перехода с использованием вектора состояния. 3начения 
вектора состояния )(mE  после некоторого i-го перехода определяют, 
используя соотношения: 

 

;)0()1( 1PEE =  

;)1()2( 2PEE =                                         (1.34) 
,)1()( mPmEmE −=  

 

где (0)E  − вектор начального состояния системы; Рm − матрица пере-
ходных вероятностей, соответствующих mi переходу. 

Для рассматриваемого этапа процесса матрицу переходных веро-
ятностей представляют в виде 

 

Р11 Р12 Р13 … Р1к 
Р21 Р22 Р23 … Р2к 
Р31 Р32 Р33 … Р3к    ,                                (1.35) 
……………….. 
Рк1 Рк2 Рк3 … Ркк 

 

где 1, 2, 3, .... i, j, ..., к − номера элементарных объемов при общем их 
числе k; Рij, Рji − вероятности того, что за один элементарный переход 
системы из одного состояния в другое частица ключевого компонента 
соответственно останется в i-м объеме и перейдет из i-го объема в j-й. 

Вероятность перехода частиц ключевого компонента при этом 
определяют в зависимости от соотношения характерных параметров 
(плотности или размера) частиц основного и целевого компонента в 
элементарном объеме. 

Еще один частный случай сегрегации проанализирован Сэвид-
жем [130], который предложил модель кинетики спонтанного прони-
цания однородной неподвижной зернистой среды мелкими частицами, 
инициируемого исключительно силой гравитации. Такой случай сегре-
гации возможен только при большой разнице размеров частиц при 
условии, что соотношение их диаметров больше, чем 1:6,5. 

При допущении отсутствия взаимодействия частиц с межчастич-
ной средой в работе [130] установлена взаимосвязь между распределе-
нием проницающих частиц по времени пребывания в неподвижном 
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слое и рассеянием этих частиц в поперечном направлении. При этом 
скорость проницания принималась постоянной в предположении дос-
таточно большой величины проницаемого слоя. В результате анализа 
получены выражения для определения чисел Пекле для процессов по-
перечного Реe и аксиального Реu рассеяния частиц слоя высотой h в 
виде 

 

2e
2Pe
y
Dh

= ;                                         (1.36) 

 

[ ]22

2

u
ττ

τ2Pe
−

=
h
D ,                               (1.37) 

 

где D – тензор диффузии; 〈y2〉 – математическое ожидание квадрата 
поперечного перемещения проницающей частицы на выходе из плот-
ного слоя; [〈τ2〉 – 〈τ〉2] – дисперсия распределения по времени пребыва-
ния частиц. 

Для практического исследования уравнений (1.36)–(1.37) необхо-
дима экспериментальная информация по скорости проницания в виде 
зависимости от физико-механических свойств мелких и крупных час-
тиц и порозности неподвижного слоя. Однако очевидно, что подобно-
го рода информация во многих случаях является уникальной и трудно-
доступной. 

Rose [133] предложил формулировать кинетический закон сегре-
гации в связи с изменением индекса смешения М в результате проте-
кания процесса 

 

Ôsk
dt

dM
−= ,                                        (1.38) 

 

где t – время пребывания частиц в плотном слое потока. 
При этом интенсивность процесса сегрегации предполагается 

пропорциональной коэффициенту скорости ks и потенциалу Ô  сегре-
гации. В свою очередь, потенциал сегрегации определяется как функ-
ция индекса смешивания: 

 

M−±= 1Ô ,                                       (1.39) 
 

где М – индекс смешивания, зависящий от изменения стандартного 
(среднего квадратичного) отклонения концентрации целевого компо-
нента в процессе перераспределения компонентов смеси. 
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Индекс смешивания вычисляется как относительное изменение 
величины стандартного отклонения σ распределения целевого компо-
нента в смеси 

0σ
σ1−=M ,                                         (1.40) 

 

где 0σ  – стандарт некоторого начального распределения целевого 
компонента. 

Прогностические свойства этой модели чрезвычайно низки 
вследствие недостаточно корректной взаимосвязи между индексом 
смешивания и интенсивностью сегрегации. В предложенной модели 
регламентируется, что индекс смешивания для идеальной смеси стре-
мится к единице (М → 1), вследствие чего потенциал сегрегации ста-
новится близким к нулю, что находится в явном противоречии с физи-
ческой природой процесса. Кроме того, кинетические параметры мо-
дели не отражают влияние физико-механических свойств частиц среды 
на скорость процесса, что практически лишает предложенную модель 
необходимых прогностических свойств. 

Микроструктурный подход целесообразен для описания сегрега-
ции в движущихся слоях небольшой глубины, а также в быстрых сдви-
говых течениях, когда адекватное моделирование процесса без учета 
взаимодействия частиц на «микроуровне» весьма проблематично [130]. 
При таком подходе рассматривается блок частиц конечного размера, 
например, в виде твердых неэластичных сфер и определяются законо-
мерности, характеризующие его поведение как целого. Данный подход 
был использован авторами [134] для определения параметров быстро-
го гравитационного течения. 

В работе [94] сегрегация рассмотрена как квазидиффузионный 
процесс, основным кинетическим параметром которого является ко-
эффициент квазидиффузии Dдиф, который определяет количество час-
тиц, проникающих в слое через единицу площади в единицу времени 
при градиенте концентрации, равном единице. Значение коэффициента 
предложено выражать зависимостью 

 

Θ−Θ= kebD
2
0

диф ,                                    (1.41) 
 

где 0b , k − коэффициенты, зависящие от физико-механических 
свойств частиц; Θ − безразмерный параметр, равный отношению дей-
ствительной и некоторой расчетной относительных скоростей сосед-
них частиц, причем последняя определена на основе закона свободно 
падающего тела. 
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Предложенная кинетическая модель сегрегации [94] также харак-
теризуется чрезвычайно низкими прогностическими свойствами, по-
скольку не отражает зависимости кинетического параметра ни от кон-
центрации целевых частиц, ни от порозности слоя и свойств частиц. 
Кроме того, представляется полностью некорректным утверждение о 
сегрегации как о квазидиффузионном процессе, поскольку эти процес-
сы характеризуются прямо противоположной термодинамической 
сущностью. Один из процессов сопровождается увеличением энтропии 
(квазидиффузия), а другой – ее уменьшением (сегрегация). В соответ-
ствии с квазидиффузионной моделью поток целевого компонента от-
сутствует, если градиент концентрации целевых частиц равен нулю. 
Однако на практике в этом случае имеет место максимальная величина 
потока сегрегации. 

Чаще всего в исследовательской практике кинетические модели 
процесса сегрегации разрабатываются на основе механизма межчас-
тичного проницания. Значительные успехи в описании процесса до-
стигнуты авторами работ [26, 60, 86, 100, 106, 108, 111 – 119, 121 – 124, 
129, 135], в которых раасматриваются различные механизмы сегрега-
ции, обусловленные как локальной, так и пространственной неодно-
родностью дисперсной среды. 

В работах [26, 27, 60, 86, 104 – 106, 108, 115 – 118, 121 – 124,  
130, 137] проведены исследования, направленные на разработку общей 
модели сегрегации в сдвиговом потоке зернистого материала. Иссле-
дования базируются на основных положениях диффузионной кинети-
ки, теории быстрых сдвиговых течений зернистых сред, использова-
нии аналогии с динамикой плотного газа с применением общекинети-
ческих закономерностей процессов химической технологии. 

Уравнение динамики сегрегации сформулировано, исходя из усло-
вия, что распределение частиц целевого компонента c(t, x, y, z) в движу-
щейся неоднородной зернистой среде является результатом сопряжения 
составляющих потоков конвекционного переноса, перемешивания и 
сегрегации и записано в форме общего уравнения переноса субстанции: 

 

( ) ( ) ( )sm jjuc
dt
dc divdivdiv −−=+ ,                        (1.42) 

 

где sm jj ,  – потоки перемешивания и сегрегации, являющиеся функ-
циями координат и времени. 

С учетом энтропийной природы потока перемешивания mj  его 
величина выражена [60] по аналогии с потоком квазидиффузионного 
перемешивания целевого компонента 

 

.gradρ дифн cDjm −=                                   (1.43) 
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Составляющие потока сегрегации определены, исходя из посту-
лата о том, что их величина пропорциональна степени неоднородности 
зернистой среды. 

Экспериментальные и аналитические исследования сегрегации в 
сдвиговых потоках [105] позволили выявить три основных аспекта 
неоднородности: 

1)  неоднородность физико-механических свойств, размера и 
формы частиц зернистой среды; 

2)  неоднородность среды, обусловленную примесью одного ком-
понента к другому; 

3) неоднородность свойств среды по ее объему вследствие неод-
нородного пространственного распределения компонентов и концен-
трации твердой фазы.  

Следует отметить, что первые два аспекта являются отражением 
локальной неоднородности среды, а третий – ее пространственной не-
однородности. С учетом этого поток сегрегации sj  представлен как 
сумма потоков, обусловленных локальной lj  и пространственной spj  
неоднородностью среды: 

 

,spls jjj +=                                      (1.44) 
 

Величины потоков сегрегации в уравнении (1.44) выражены в 
форме общего кинетического уравнения процессов химической техно-
логии, как произведение коэффициента скорости процесса k на дви-
жущую силу Δ. 

При формулировании закона сегрегации вследствие локальной 
неоднородности среды с учетом результатов всесторонней проверки 
его на адекватность установлено [26], что степень неоднородности 
свойств частиц с учетом условий их взаимодействия (скорости сдвига, 
порозности среды, концентрации смеси) определяет интенсивность 
встречных потоков неоднородных частиц, т.е. движущую силу Δ про-
цесса. В соответствии с закономерностями механизма сдвигового по-
точного разделения частиц [106] движущая сила процесса выражена в 
виде параметра неоднородности ΔМ, представляющего собой избы-
точную сумму моментов сил, действующих на контрольную частицу 
относительно некоторой мгновенной оси ее вращения: 

 

ΔМ = М – М0,                                       (1.45) 
 

где М = MG + MF + MC − сумма моментов сил тяжести, трения и удар-
ных импульсов, действующих на контрольную частицу в реальном 
потоке; М0 − аналогичная сумма моментов, действующих на частицу в 
условно однородной среде. 
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В итоге поток сегрегации, обусловленный локальной неоднород-
ностью среды, представлен в виде 

 

McKj Δ= нс ρ .                                      (1.46) 
 

При формулировке закона сегрегации вследствие пространствен-
ной неоднородности среды в качестве движущей силы процесса ис-
пользован [116] показатель пространственной неоднородности в виде 
темпа пространственного изменения среднего расстояния между час-
тицами. Соответственно поток сегрегации, обусловленный простран-
ственной неоднородностью среды (миграции), записывается в виде 

 

s
s

cDj mm grad1ρн= ,                                  (1.47) 
 

где Dm – коэффициент миграции частиц, зависящий от степени неод-
нородности их физико-механических свойств [116]. 

В итоге общее уравнение динамики сегрегации представлено в 
виде [2] 
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Уравнение (1.48) использовано [60, 105–106, 113 – 118, 121 – 123] 
для исследования динамики сегрегации при быстром гравитационном 
течении несвязных, неэластичных и негладких сферических частиц, 
сопровождающегося интенсивной сегрегацией. В подобного рода по-
токах частицы помимо поступательной скорости движения в направ-
лении сдвига приобретают распределенную в пространстве компонен-
ту скорости хаотических перемещений (скорости флуктуаций) V′, мо-
дуль которой имеет тот же порядок, что и модуль относительной ско-
рости поступательного перемещения частиц. 

Уравнение динамики сегрегации для двухмерного установивше-
гося гравитационного течения, которое существует при углах ската, 
близких углу естественного откоса [21], получают из уравнения (1.48), 
пренебрегая квазидиффузией частиц в направлении ската и выражая 
конвекционный их поток в том же направлении через осредненную 
скорость и(у) поступательного движения среды: 
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Граничные условия для уравнения (1.49) сформулированы из ус-
ловия отсутствия поперечных материальных потоков на верхней и 
нижней границах движущегося слоя частиц. Начальное условие задано 
как с(0, х, у) = с0. 

Для описания процессов сегрегации и смешивания твердых час-
тиц при такого рода течениях весьма плодотворным оказалось исполь-
зование формальной аналогии между зернистой средой при быстром 
сдвиге и плотным газом [60, 115]. На базе основных закономерностей 
молекулярно-кинетической теории газов и с учетом физико-механиче-
ских свойств дисперсной среды (коэффициентов трения и восстанов-
ления при столкновении частиц, различия их плотностей и размеров,  
а также вязкости и плотности межчастичной среды) получены выра-
жения для аналитического расчета кинетического коэффициента Dдиф, 
а также движущей силы процесса сдвигового поточного разделения 
ΔМ, которые входят в уравнение динамики сегрегации (1.49). 

Значение параметра неоднородности ΔМ – движущей силы сдви-
гового поточного разделения − вычисляется путем микроструктурного 
анализа соответствующего механизма взаимодействия частиц [26]. 
Авторы предположили, что поперечные перемещения частиц в грави-
тационном потоке сопровождаются образованием агрегатов, которые 
инициируют эти перемещения. Условия взаимодействия частиц при 
переходе из слоя в слой, по их мнению, предполагают образование 
опорных контактов контрольной частицы с агрегатом частиц, через 
которые проходит мгновенная ось ее вращения О'О″ (рис. 1.2 и 1.3). 
Наиболее вероятное направление перемещения контрольной частицы 
В будет определяться балансом моментов сил, действующих на нее 
относительно мгновенной оси вращения. При этом учтены силы, воз-
никающие в системе контактирующих тел от ударных импульсов, тя-
жести и трения. 

Результирующие моменты сил ударных импульсов и трения от 
взаимодействия контрольной частицы В с частицами i-го слоя получе-
ны путем интегрирования соответствующих значений по дуге L, длина 

которой равна 22π iyR −  в следующем виде: 
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Рис. 1.2 . Схема образования опорного контакта  
с мгновенной осью вращения О'О″ 

 

 
 

Рис. 1.3. К расчету параметров взаимодействия  
в системе контактирующих тел 
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где 
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⎨
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n2 = (D + s) / bd; μ – коэффициент трения; S0 – импульс лобового удара; 
а, с – координаты мгновенной оси вращения. 

Соответствующий момент силы тяжести записан в виде 
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Сумма моментов сил тяжести, трения и ударных импульсов: 
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Величина показателя неоднородности ΔМ (1.45) определяет  
условно интенсивность и направление сегрегации в зависимости от 
важнейших характеристик среды и потока, таких как размеры и плот-
ность частиц, коэффициенты трения и восстановления при ударе, ско-
рость сдвига и порозность слоя. 

C введением показателя неоднородности ΔМ задача определения 
коэффициента сегрегации Ks значительно упрощается [28]. 

B соответствии с экспериментальным методом, предложенным в 
работе [28], коэффициент сегрегации Ks находят как отношение ли-
нейной скорости поперечного перемещения контрольной частицы к 
избыточному моменту в сдвиговом потоке однородной зернистой сре-
ды при постоянной скорости сдвига и порозности. 

Коэффициент квазидиффузионного перемешивания частиц Dдиф 
определен в виде [60] 

 

sVD ′=
2
1

диф .                                        (1.54) 
 

Таким образом, для моделирования динамики распределения час-
тиц в сдвиговом потоке в соответствии с уравнением (1.48) использу-
ется единственный экспериментально определяемый коэффициент 
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сегрегации sK , обусловленной локальной неоднородностью среды [2]. 
Коэффициенты квазидиффузионного перемешивания Dдиф и мигра-
ции Dm вычисляются аналитически для частиц, близких по форме к 
сферическим. 

Разработанная модель характеризуется высокими прогностиче-
скими свойствами, что подтверждено результатами исследования ди-
намики сегрегации при быстром гравитационном течении зернистых 
материалов. Однако, как отмечено выше, механизмы взаимодействия 
частиц двух известных режимов течения существенно различаются. 
Поэтому использовать рассмотренную модель для описания процесса 
сегрегации неоднородных частиц в режиме сдвиговых деформаций без 
дополнительных исследований не представляется возможным. 

В работе [93] проведена оценка скорости проницания слоя частиц 
при сдвиговом его течении маленькой частицей с позиций статистиче-
ской механики. Разработанная в указанной работе модель основывает-
ся на предположении о том, что частицы слоя совершают колебатель-
ные перемещения, имеющие случайные перемещения в пространстве. 
В соответствии с модельными представлениями проникновение части-
цы через слой происходит только в том случае, когда в результате слу-
чайных перемещений частиц слоя образуются свободные проходы, 
линейный размер которых оказывается достаточным для соответст-
вующего перехода. 

В результате анализа получено следующее выражение для расче-
та скорости проницания uр мелкой частицы диаметром d1 через слой 
крупных частиц диаметром d2: 
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где dydu  – скорость сдвига; kg, ks, ka – константы, зависящие от физи-
ко-механических свойств материала частиц. 

Выражение (1.55) позволяет прогнозировать результаты, которые 
хорошо согласуются с экспериментальными данными, полученными с 
помощью простой ячейки сдвига [86]. Однако очевидным недостатком 
уравнения (1.55) являются ограниченные возможности его практиче-
ского использования. Это связано с тем, что уравнение позволяет про-
гнозировать скорость проницания только для одиночных частиц, не 
отражая зависимость скорости от порозности слоя и физико-
механических свойств частиц. 

Таким образом, в результате проведенного анализа установлено, 
что в настоящее время не представляется возможным достаточно адек-
ватно прогнозировать эффекты перемешивания и сегрегации частиц и 
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учитывать их влияние при организации процессов, связанных с пере-
работкой сыпучих материалов, сопровождающихся сдвиговыми де-
формациями. Это связано с отсутствием достаточно адекватной и уни-
версальной модели механизма взаимодействия частиц, различающихся 
по комплексу физико-механических свойств, в слое зернистого мате-
риала при сдвиговых деформациях, а также экспериментальными 
трудностями получения объекта исследования, адаптированного для 
исследования кинетики эффектов взаимодействия частиц в таких  
условиях. 

До настоящего времени прямые измерения сдвиговых деформа-
ций между отдельными частицами зернистой среды практически труд-
ноосуществимы. Поэтому применяют только методы измерений, в ко-
торых контакт частиц моделируют с помощью взаимодействия частиц 
с подложкой из этого же материала. Наиболее распространенным ви-
дом исследования прочностных и реологических свойств зернистых 
материалов является измерение сопротивления сдвигу с помощью 
сдвиговых приборов [1, 86]. Основной принцип действия сдвиговых 
приборов заключается в плоскостном сдвиге. Сдвиговые приборы 
обычно представляют собой ячейку, состоящую из двух частей, с гори-
зонтальной плоскостью разъема. При смещении частей ячейки, запол-
ненной порошком, друг относительно друга в плоскости разъема воз-
никает сдвиговое деформирование образца. В большинстве описанных 
устройств части ячеек смещаются по прямой линии. Такие устройства 
называют приборами линейного плоскостного сдвига. Для уплотнения 
порошка и обеспечения нормальной сжимающей нагрузки предусмат-
ривается специальная крышка или плунжер. 

Чтобы обеспечить равномерное распределение сдвигающих на-
пряжений по сечению образца, на поверхностях крышки и дна ячейки 
делают рифления, наклеивают наждачную бумагу или песок. С той же 
целью устанавливают поперечные перегородки из тонких пластин. 

Наиболее широкое распространение получили методика и при-
бор, разработанные Э. Дженике [139], которые в наибольшей мере от-
вечают требованиям, предъявляемым к проведению сдвиговых испы-
таний порошков. Ячейка прибора (рис. 1.4) состоит из круглой чаш-
ки 7, установленной на раме 8, кольца 5 и крышки 4. Кольцо 5 свобод-
но опирается на чашку. Дно чашки и нижняя поверхность крышки  
выполнены рифлеными для увеличения сцепления с порошком 6.  
На крышке имеется кронштейн 3 со штифтом 2, который упирается в 
кольцо. Кронштейн со штифтом служат для передачи сдвигающего 
усилия от штока 1 как на крышку, так и на кольцо. Это обеспечивает 
достаточно равномерное распределение сдвигающих напряжений  
по объему образца.  

 



 52

 
 

Рис. 1.4. Ячейка сдвигового прибора Дженике 
 
 
Нагружающий шток 1 расположен в плоскости разъема ячейки. 

На крышку 4 с помощью скобы навешивают груз, который обеспечивает 
заданную нормальную сжимающую нагрузку. Прибор снабжен элек-
тропневматическим устройством, которое обеспечивает перемещение 
подвижной части ячейки со скоростью 1,5⋅10–5 м⋅с–1. Значения усилия, 
необходимого для достижения такой скорости сдвигового деформиро-
вания образца, непрерывно регистрируются самописцем. 

Основным недостатком прибора Дженике и всех других приборов 
линейного плоскостного сдвига является невозможность определения 
размеров и формы зоны сдвига. 

Данные недостатки исключены в приборах, которые основаны на 
методах кольцевого и простого сдвига. 

Основным преимуществом приборов кольцевого сдвига по срав-
нению с приборами линейного сдвига является неограниченность 
сдвигового деформирования образца по длине. Вследствие этого  
упрощается процедура приготовления образца и возможно проведение 
многократных измерений на одной и той же пробе. Кроме того, полу-
ченные с помощью приборов кольцевого сдвига результаты характери-
зуются более высокой воспроизводимостью по сравнению с результа-
тами, полученными прибором Дженике. 

Прибор кольцевого сдвига (рис. 1.5) состоит из кольцевого жело-
ба 2 и входящей в него кольцевой колодки 4. Для обеспечения соосно-
сти колодка и желоб зафиксированы на одном шпинделе. Колодка 
имеет снизу выемку, разделенную на секции вертикальными пласти-
нами. На дне желоба закреплена грубозернистая наждачная бумага. 
Края колодки срезаны под углом 15°, чтобы исключить забивание за-
зора уплотненным материалом, и заострены. Перегородки также име-
ют заостренные снизу края. Между краями колодки и стенками желоба 
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имеется зазор 1 мм. Внешний и внутренний радиусы желоба составля-
ют соответственно 150 и 250 мм. Нормальная нагрузка передается на 
образец порошка 3 путем установки груза 6 на колодку 4. В случае, 
когда требуется малая сжимающая нагрузка, используют противовес 5, 
соединенный с колодкой с помощью нити и блоков. Желоб приводится 
во вращение электродвигателем 1 со скоростью 1…1,5 об/мин. Колод-
ка удерживается неподвижно, при этом непрерывно регистрируется 
сила, необходимая для удержания колодки. В качестве силоизмерите-
ля 7 используют калиброванные упругие элементы с датчиками пере-
мещения. Калибровку осуществляют непосредственно на приборе с 
помощью грузов и нити, перекинутой через блок. Для большей точно-
сти применяют два силоизмерителя, установленных диаметрально 
противоположно [140]. По величине момента сил, действующих на 
колодку, и внутреннему и внешнему радиусам колодки находят вели-
чину напряжений сдвига. 

 
 

 
 

Рис. 1.5. Прибор кольцевого сдвига 
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Таким образом, кольцевые сдвиговые ячейки более предпочти-
тельны при изучении влияния различных факторов на течение зерни-
стых материалов, а также механизма сдвиговой деформации. В срав-
нении с приборами линейного сдвига они характеризуются возможно-
стью измерений в широком интервале нормальной нагрузки, более 
высокой воспроизводимостью результатов, простотой и малой трудо-
емкостью проведения опытов. 

В то время как у почв наиболее интересен начальный сдвиг, для 
гранулированных материалов большое значение имеет поведение про-
вальной зоны после начального сдвига, а это легко исследовать в 
кольцевой ячейке. Провальные зоны (failure zones) возникают в облас-
ти активного сдвига дисперсных сред и характеризуются дилатансией 
последних с поперечным массопереносом вещества [98]. 

Другое преимущество кольцевой ячейки заключается в том, что 
она способна к достаточно большой деформации в одном направлении, 
что позволяет преодолеть проблемы, возникающие при возвратно-
поступательном движении в простой ячейке. Кольцевая ячейка при-
годна для исследования образцов из порошка, а также возможно ис-
следование при низких напряжениях. 

Кольцевые сдвиговые ячейки широко применяются в исследова-
тельской практике для определения сдвиговых напряжений и углов 
трения в различных материалах [103, 141 – 147]. Основной недостаток 
конструкций кольцевых ячеек заключается в том, что материал у внут-
ренней стенки движется медленнее и поэтому деформируется меньше, 
чем материал у внешней стенки. 

Критические замечания относительно приборов плоскостного ли-
нейного сдвига, связанные с неопределенностью зоны сдвига, послу-

жили предпосылкой для развития 
метода простого сдвига, согласно 
которому сдвиг осуществляется по 
всему объему образца. Прибор для 
испытаний порошков, основанный 
на этом методе, сконструирован 
Шведесом (рис. 1.6) [148]. Обра-
зец испытуемого материала раз-
мером 100×100×20 мм нагружает-
ся нормальной силой с помощью 
вертикально направленного пуан-
сона 6. На нижнюю часть прибо-
ра, установленную на платфор-
ме 3 с катящимися опорами, дей-
ствует усилие F. Оно передается 

 
Рис. 1.6. Прибор простого сдвига
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слой за слоем на всю высоту образца. Боковые стенки прибора 2 и 5, 
расположенные вначале перпендикулярно направлению сдвигающего 
усилия F, могут поворачиваться вокруг осей а. Противоположные 
концы этих стенок при вращении скользят в шлицах b. Благодаря это-
му становится возможной деформация образца такая же, как при от-
сутствии боковых ограничений, когда на каждый элемент материала 
воздействует одинаковое напряжение сдвига. Трение о плоскости 
должно быть минимальным, чтобы не вносить искажений в процесс 
сдвиговой деформации. Изменение угла наклона стенок и деформация 
по вертикали снимаются по показаниям датчиков 1 и 5. Для измерения 
величин нормальных и касательных напряжений в стенки камеры 
встроены специальные датчики 7 − 14. У боковых стенок камеры де-
формация материала, особенно в углах, может быть неравномерной. 
Поэтому нормальные и касательные напряжения в образце измеряются 
отдельно для каждой его трети. 

Простая сдвиговая ячейка [86] широко применяется в исследова-
тельской практике. В своей работе Бриджуотер рассматривает не-
сколько модификаций ячеек сдвига. 

Принцип работы всех простых ячеек сдвига основан на деформа-
ции слоя частиц прямоугольной формы до состояния параллелограм-
ма. За счет последующего изменения направления деформации дости-
гается состояние неограниченной деформации. 

Таким образом, проведенный анализ показывает, что наиболее рас-
пространенными методами экспериментального исследования сдвиго-
вых деформаций являются методы, основанные на использовании либо 
кольцевой ячейки сдвига, либо простой сдвиговой ячейки [86, 98]. 

Однако с использованием названных экспериментальных уст-
ройств не представляется возможным получить необходимые для ана-
лиза механизмов и кинетики эффектов взаимодействия частиц экспе-
риментальные данные. Это объясняется тем, что простая ячейка сдвига 
используется исключительно для анализа эффектов проницания оди-
ночной контрольной частицей сдвигового потока в режиме цикличе-
ских деформаций последнего. Цикличность деформаций среды и крае-
вые эффекты, имеющие место в такой ячейке, существенно ограничи-
вают ее возможности в аспекте получения экспериментальных данных, 
необходимых для микроструктурного анализа эффектов взаимодейст-
вия частиц при сдвиге. С использованием кольцевой сдвиговой ячейки 
получение необходимой экспериментальной информации чрезвычайно 
затруднительно в связи со сложной неординарной гидродинамической 
обстановкой в кольцевом канале, возникающей вследствие сдвига сре-
ды не только в осевом, но и в радиальном направлениях. 
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2. ПРОГНОЗИРОВАНИЕ СТРУКТУРНЫХ, КИНЕМАТИЧЕСКИХ 
И ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК БЫСТРЫХ  

СДВИГОВЫХ ПОТОКОВ ЗЕРНИСТЫХ МАТЕРИАЛОВ 
 

 
2.1. СОВЕРШЕНСТВОВАНИЕ ТЕХНИКИ ИЗМЕРЕНИЯ  
ПАРАМЕТРОВ БЫСТРЫХ СДВИГОВЫХ ТЕЧЕНИЙ  

ЗЕРНИСТЫХ МАТЕРИАЛОВ 
 

2.1.1. Метод рентгенографического исследования профилей  
концентрации твердой фазы в быстром сдвиговом потоке  

зернистой среды 
 

Проведенный в параграфе 1.3.1 анализ существующих экспери-
ментальных методов и установок для исследования динамики быстрых 
сдвиговых гравитационных потоков зернистых материалов показывает 
целесообразность применения в исследовательской практике беззон-
довых методов. Однако известные беззондовые методы не позволяют 
получить надежные и достоверные данные о параметрах гравитацион-
ного потока зернистой среды. Так, например, визуальные методы по-
зволяют получить информацию о структуре потока только в непосред-
ственной близости к боковым стенкам канала. Методы, основанные на 
анализе фазы свободного падения частиц, предполагают использова-
ние постулатов, касающихся взаимосвязи структурных и кинематиче-
ских параметров сдвигового потока. При этом очевидно остается не-
обходимость прямой экспериментальной проверки адекватности, при-
нятых в постулате допущений. Методы, основанные на использовании 
различных видов излучений, позволяют получить только лишь инте-
гральные характеристики потока зернистой среды. Кроме того, их реа-
лизация требует сложного и дорогостоящего оборудования. В то же 
время перспективным направлением поиска надежного метода, на наш 
взгляд, является попытка использования свойств проницающего излу-
чения для определения локальных характеристик гравитационного 
потока. 

Таким образом, разработка беззондового метода на основе прони-
цающего излучения для определения локальных характеристик гравита-
ционного потока зернистого материала на шероховатом скате является 
актуальной задачей как в научном, так и в практическом аспектах. 

В настоящей главе проводится исследование возможности ис-
пользования проницающего излучения для определения локальных 
характеристик гравитационного потока зернистого материала на ше-
роховатом скате [149 – 151]. 
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Объектом исследования выбраны быстрые гравитационные тече-
ния несвязных зернистых материалов, состоящих из частиц, близких 
по форме к сферическим. Исследования проведены в режиме тонкос-
лойного установившегося течения при отношениях толщины слоя к 
диаметру частиц, равных 4…15. 

Такого рода потоки зернистых материалов характеризуются ак-
тивным взаимодействием частиц и в полном своем объеме представ-
ляют, так называемую, «провальную зону» (failure zone) [98]. Исследо-
вание таких потоков имеет большое прикладное значение, поскольку 
взаимодействие частиц в «провальных зонах» сопровождается активно 
протекающими эффектами сегрегации и перемешивания, которые  
существенно влияют на кинетику технологических процессов. Однако 
исследование тонкослойных гравитационных течений связано с больши-
ми экспериментальными трудностями. Экспериментальный метод дол-
жен быть не только бесконтактным, но и иметь достаточно высокую раз-
решающую способность при измерении локальных значений параметров 
течения. Это связано с тем, что в случае тонкослойного течения толщина 
элементарного слоя частиц сопоставима с общей толщиной слоя и изме-
рение параметров течения в пространстве, ограниченном двумя смежны-
ми слоями, является значимым для потока в целом. 

С целью поиска метода измерения, отвечающего названным тре-
бованиям, в настоящей работе проведено исследование возможностей 
использования рентгеновского излучения. 

Рентгенографический анализ широко используется в промышлен-
ности, медицине и научных исследованиях с целью неразрушающего кон-
троля внутренней структуры материалов, изделий, живых тканей и т.д., 
например, для дефектоскопии. 

Предварительная апробация возможности использования рентге-
нографического анализа для исследования профиля порозности в гра-
витационном потоке модельных зернистых материалов (табл. 2.1) по-
казала, что применение названного метода в традиционном его испол-
нении не обеспечивает необходимой точности измерения. Это связано 
с тем, что модельные материалы являются высоко проницаемыми для 
рентгеновских лучей, поэтому эффекты ослабления проницающего 
излучения с увеличением концентрации твердой фазы в потоке оказы-
ваются сравнимыми со случайными погрешностями измерений. 

С целью повышения разрешающей способности метода была 
предпринята попытка модификации частиц зернистого материала, ко-
торая предполагала введение в центральную часть каждой частицы 
свинцовых дробинок диаметром 3105,1 −⋅  м. В результате такой опера-
ции представляется возможным заменить при измерении процедуру 
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2.1. Физико-механические свойства материалов 
 

Материал 

Размер частиц 
фракции или их 
средний диаметр, 

d⋅103, м 

Плот-
ность 
частиц, 
кг/м3 

Порозность 
неподвижного 
слоя ε0, м3⋅м–3 

Угол есте-
ственного 
откоса α0, 

град 

Керамические 
гранулы 6,6 2086 0,42 36 
Стеклянный 
бисер 3,25…3,5 2500 0,37 26 
Аммофос 2,2…2,5 1650 0,46 36 
Силикагель 3,75…4,0 1015 0,4 31,5 

 
детектирования величины потока проницающего излучения на проце-
дуру определения числа частиц в единице объема слоя. Однако первые 
же испытания показали нецелесообразность такого подхода не только 
в связи с высокой трудоемкостью, но и вследствие большой погрешно-
сти результатов измерений. Особенно высока погрешность такого под-
хода при больших концентрациях частиц, когда наблюдается их само-
организация в слои и, как следствие, экранирование друг друга. Кроме 
того, для реализации метода измерения концентрации твердой фазы в 
движущемся потоке зернистого материала требуется чрезвычайно ма-
лое время экспозиции. 

С целью повышения точности традиционного метода рентгено-
графического анализа в настоящей работе предложено использовать 
его модифицированный вариант. Предлагаемый метод основывается 
на применении проницающего рентгеновского излучения и фиксиро-
вании его на рентгеновской пленке [152]. Отличительной особенно-
стью метода является то, что оценка проницаемости потока зернистой 
среды и ее контрольных образцов, имеющих определенные концен-
трации, проводится с использованием единой рентгенограммы. Вслед-
ствие этого существенно повышается точность рентгеновского анали-
за, так как исключаются случайные погрешности, вызванные различ-
ными свойствами пленки, условиями ее проявления и временем экспо-
нирования. 

Схема экспериментальной установки для определения концен-
трации твердой фазы в потоке зернистой среды с помощью рентгенов-
ского излучения приведена на рис. 2.1. Установка состоит из наклон-
ного канала прямоугольного сечения 1 и бункера для зернистого мате-
риала 2, выходное отверстие которого закрывает шибер 3. На дне ка-
нала закреплена скатная доска 4. 
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Рис. 2.1. Схема экспериментальной установки для исследования  
структурных характеристик гравитационного потока зернистой среды  

с использованием рентгенограмм 
 
В стенках канала в непосредственной близости от порога ссыпа-

ния имеются окна 5, закрытые органическим стеклом, которое являет-
ся практически абсолютно прозрачным для рентгеновского излучения. 
Снаружи канала, со стороны одного из окон установлен источник рент-
геновского излучения 6, а напротив другого окна – кассета 7 с рентге-
новской пленкой. Внутри наклонного канала со стороны источника 
рентгеновского излучения над верхней границей потока сыпучего мате-
риала на органическом стекле закрепляются контрольные образцы ис-
следуемого материала с фиксированной концентрацией твердой фазы 8. 

Метод экспериментального измерения концентрации твердой фа-
зы в быстром сдвиговом потоке зернистой среды состоит из несколь-
ких этапов [153, 154], последовательность которых можно представить 
в виде блок-схемы (рис. 2.2). 
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Настройка экспериментальной установки на заданный 
режим течения зернистой среды и подготовка 

рентгеновской установки 

Рентгеноскопический анализ потока зернистого 
материала и контрольных образцов с фиксированной 

концентрацией (поз. 8, рисунок 2.1) 

Проявка рентгеновской пленки и оцифровка 
рентгенограммы сканированием  

Получение тарировочной зависимости порозности,  
как функции световой плотности рентгенограммы с 

использованием ПЭВМ 

Определение локальных значений порозности  
по высоте потока зернистого материала 

Начало 

1

2

3

4

5

Конец 
 

 
Рис. 2.2 . Блок-схема метода определения локальной концентрации  

твердой фазы с использованием рентгеновского излучения 
 

Для того чтобы граничные эффекты на боковых стенках канала не 
оказывали существенного влияния на результаты исследования струк-
турных характеристик гравитационного потока на скате, поверхности 
последних выполнялись полированными, а расстояние между ними 
(ширина канала) во всех случаях была достаточно большой и равня-
лась более чем десяти диаметрам частиц. Время экспозиции в опытах 
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равнялось 2...3 с, что обеспечивало снижение негативного влияния 
возможных флуктуаций потока на результаты исследования. 

На рисунке 2.3 в качестве примера показана рентгенограмма рас-
пределения частиц в гравитационном потоке одного из модельных ма-
териалов на шероховатом скате. Наряду с информацией об относи-
тельной плотности отдельных участков по высоте слоя потока зерни-
стого материала на скате (2) рентгенограмма содержит информацию об 
относительной проницаемости образцов с различными фиксирован-
ными значениями концентрации твердой фазы (1). 

Полученные на пленке после ее проявки рентгенограммы содер-
жат световую информацию о структуре слоя зернистого материала. 
Однако данная информация неудобна для дальнейшего использования, 
в связи с чем ее целесообразно преобразовать в цифровую информа-
цию. Эта задача решается в работе с помощью компьютерной обра-
ботки рентгенограмм [153, 155]. 

Алгоритм компьютерной обработки рентгенограмм состоит в 
следующем. Световая информация пленки путем сканирования пере-
водится в графический файл формата bmp. Для обработки данного 
файла разработана прикладная программа, с помощью которой каждо-
му значению световой плотности присваивается определенная число-
вая величина (так, например, абсолютно черному цвету присваивается 
значение, равное 0, а абсолютно белому – 255). 

 
 

1

2

 
 

Рис. 2.3. Рентгенограмма контрольных образцов (1)  
и быстрого гравитационного потока сферических керамических гранул (2) 



 62

На первом этапе обрабатываются снимки контрольных образцов с 
фиксированной концентрацией твердой фазы. Для этого на снимке 
каждого образца выделяется наиболее характерный прямоугольный 
участок и с определенным шагом по высоте рассчитывается его свето-
вая плотность. Полученные данные усредняются, и среднему значе-
нию яркости присваивается соответствующее значение концентрации 
твердой фазы контрольного образца. В рассматриваемом случае ис-
пользованы образцы с порозностью, равной 0,42; 0,5; 0,6; 0,72; 0,8; 1. 
По результатам обработки рентгенограмм контрольных образцов строит-
ся тарировочная кривая в виде корреляционной зависимости между све-
товой плотностью (проницаемостью) и либо долей концентрации твер-
дой фазы, либо соответствующей порозностью. Тарировочная кривая, 
соответствующая приведенной рентгенограмме, показана на рис. 2.4. 

На следующем этапе обрабатывается рентгенограмма потока зер-
нистой среды. С целью повышения точности обработки рентгенограм-
ма делится на несколько поперечных элементарных слоев, и для каж-
дого слоя определяется осредненное значение световой плотности.  
В результате выполнения этой операции выявляется функция измене-
ния световой плотности снимка (проницаемость) по высоте потока 
зернистой среды. 

В качестве примера результата обработки рентгенограммы, при-
веденной на рис. 2.3, получена функция изменения световой прони-
цаемости по высоте слоя керамических гранул на шероховатом скате, 
которая показана на рис. 2.5. Далее с помощью тарировочной кривой 
(рис. 2.4) полученную функцию преобразуют в профиль порозности 
слоя частиц в гравитационном потоке зернистого материала (рис. 2.6). 

 

 Световая 
проницаемость 

100 

0 0,2 0,6 1 ε, м3⋅м–3

50 
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Рис. 2.4. Тарировочная кривая для обработки рентгенограммы с целью 
определения порозности в гравитационном потоке керамических гранул 
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Рис. 2.5. Изменение световой проницаемости рентгенограммы 
по высоте потока зернистой среды 
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Рис. 2.6. Профиль локальных значений порозности керамических гранул 
диаметром 6,6⋅10–3 м в гравитационном потоке на шероховатом скате 
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Таким образом, компьютерная обработка рентгенограмм позволя-
ет с высокой точностью проводить их анализ и в результате получать 
соответствующие профили распределения частиц в гравитационных 
потоках зернистых сред. 

Совместный анализ рентгенограмм и полученных в результате их 
компьютерной обработки профилей порозности позволяет сделать вы-
воды, которые могут служить прямым доказательством наличия ори-
гинальных особенностей быстрого гравитационного течения зернисто-
го материала на шероховатом скате. Ранее [60] эти особенности обна-
руживались лишь косвенным путем. 

Среди таких особенностей обращает на себя внимание наличие 
зоны с наиболее высокой концентрацией частиц в центральной части 
слоя. При этом области потока, расположенные на периферии слоя, 
вблизи его основания и открытой поверхности, характеризуются по-
вышенными значениями порозности. Вторая особенность потока за-
ключается в тенденции частиц организовывать послойную регулярную 
структуру, особенно при низких значениях порозности в центральной 
части слоя. 

 
2.1.2. Техника и метод определения профиля скорости  

в быстром гравитационном потоке зернистого материала  
на шероховатом скате 

 

Определение профиля порозности в быстром гравитационном по-
токе зернистого материала не исчерпывает проблему исследования 
параметров потока, поскольку определение локальных кинематиче-
ских характеристик также является достаточно сложной задачей. 
Трудности определения кинематических характеристик отдельных 
частиц при быстром сдвиге является следствием сложного характера 
движения последних. Скорость частиц при быстром сдвиге зернистого 
материала является результатом наложения скорости поступательного 
смещения частицы в направлении сдвига и скорости хаотического ее 
перемещения. 

В настоящей работе для экспериментального определения профиля 
скорости продольного перемещения частиц предложен метод [151, 156], 
являющийся комбинацией метода рентгенографического исследования 
профиля порозности на гравитационном скате и экспериментальной 
части известного [60] экспериментально-аналитического метода, свя-
занной с анализом стадии свободного падения частиц. 

Экспериментальная установка для реализации данного метода со-
стоит из установки для определения профилей порозности методом 
рентгеноскопии (см. рис. 2.1) и кюветы с ячейками для анализа стадии 
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свободного падения вылетающих частиц, расположенной под гравита-
ционным скатом по аналогии с традиционной для экспериментально-
аналитического метода установкой (см. рис. 1.1). 

Методика эксперимента заключается в следующем. В период 
времени экспозиции при получении рентгенограммы потока парал-
лельно осуществляют прием падающего материала в кювету с ячейка-
ми в соответствии с известным методом [60]. В результате, кроме 
рентгенограммы потока, получают информацию о времени ссыпания t, 
толщине ссыпающегося слоя h, ширине желоба S, высоте от порога 
ссыпания частиц до горизонтальной кюветы H, угле наклона желоба α 
и распределении массы материала по ячейкам iG . Далее путем обработ-
ки рентгенограммы потока получают профиль порозности по высоте 
слоя (параграф 2.1.1). Затем используют послойную расчетную схему,  
в которой для каждого слоя, начиная с нижнего, подбирают такую его 
высоту, при которой частицы, вылетающие из него со скоростью iu , 
падают на расстоянии ix1  от начала кюветы, и масса материала iG   
в i-й ячейке соответствует массе материала, вылетающего из i-го слоя  

со средней скоростью 
2

1−+ ii uu  за время t. Расчетная схема реализуется 

при граничном условии прилипания, записанном в следующем виде: 
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Среднюю скорость iu  и высоту i-го слоя ih  определяют путем 
решения следующей системы уравнений: 
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На рисунке 2.7 представлена блок-схема экспериментального  
определения профилей скорости и порозности в гравитационном пото-
ке на шероховатом скате. 

На рисунке 2.8 в качестве примера показан профиль скорости в 
гравитационном потоке керамических гранул, который в совокупности 
с ранее приведенным профилем порозности (см. рис. 2.6), комплексно 
характеризует динамику течения зернистого материала при заданных 
условиях его течения. 
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Рентгенографический анализ гравитационного потока 
на шероховатом скате с одновременным 

определением распределения ссыпающихся частиц 
по ячейкам кюветы 

Получение профиля порозности методом обработки 
рентгенограмм (рис. 2.3) 

Расчет профиля скорости путем решения системы 
линейных уравнений (2.2) с помощью прикладной 

программы  

Начало 

1

2

3

Конец
 

 
Рис. 2.7. Блок-схема алгоритма определения профилей скорости  

и порозности экспериментальным методом 
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Рис. 2.8. Профиль скорости, полученный экспериментальным методом, 
керамических гранул диаметром 6,6⋅10–3 м в гравитационном потоке  

на шероховатом скате 
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2.2. РАЗВИТИЕ МЕТОДА ПРОГНОЗИРОВАНИЯ СТРУКТУРНЫХ, 
КИНЕМАТИЧЕСКИХ И ДИНАМИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
В БЫСТРОМ СДВИГОВОМ ПОТОКЕ ЗЕРНИСТОЙ СРЕДЫ  

НА БАЗЕ УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ 
 

2.2.1. Исследование прогностических свойств  
уравнения состояния зернистой среды при быстром сдвиге  

и развитие метода определения его параметров 
 

Для объяснения неординарных эффектов взаимодействия частиц 
и описания процесса сегрегации в быстрых гравитационных потоках 
зернистых материалов весьма плодотворными оказались оригинальные 
прогностические свойства уравнения состояния зернистой среды в 
виде выражения (1.29): 

 

ϑ= ψ)(ε)( yyp . 
 

По результатам анализа, проведенного в первой главе, сделан вы-
вод о том, что наиболее принципиальный вопрос возникает при уста-
новлении взаимосвязи между скоростью сдвига, сдвиговым напряже-
нием и порозностью. 

Одним из перспективных направлений поиска взаимосвязи на-
званных параметров потока является использование формальной ана-
логии между соответствующими параметрами зернистой среды при 
быстром сдвиге и плотным газом. Действительно, быстрый сдвиг не-
связных зернистых материалов генерирует хаотические колебания час-
тиц, которые вызывают их квазидиффузионное перемещение и дила-
тансию зернистой среды. Эти эффекты быстрого гравитационного 
сдвига имеют очевидную аналогию с соответствующими эффектами в 
газовой среде. Однако эта аналогия носит сугубо формальный харак-
тер вследствие принципиально различных физических условий взаи-
модействия молекул газа и частиц твердой фазы. В связи с этим при 
разработке описания динамики взаимодействия твердых частиц при 
быстром сдвиге в предположении формальной ее аналогии с газовой 
динамикой необходимо определение оригинальных эффектов взаимо-
действия частиц с учетом реальных физико-механических свойств 
твердой фазы и межчастичной среды. По этой причине все опреде-
ляющие соотношения для описания механики зернистых сред, полу-
ченные с использованием формальной аналогии с газовой динамикой, 
нуждаются в серьезной экспериментальной проверке с применением 
комплекса разнообразных модельных материалов. 

В настоящем разделе работы приведены результаты исследования 
прогностических свойств уравнения состояния зернистой среды при 
быстром сдвиге (1.29), формально аналогичного уравнению состояния 
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плотного газа. При этом одной из основных задач является определе-
ние степени универсальности названного уравнения. 

Исследование проведено с использованием экспериментально–
аналитического метода [60], описанного в параграфе 1.3.1. Однако для 
решения поставленной задачи потребовалось дальнейшее развитие 
известного метода с целью повышения его точности. 

В результате предварительных экспериментов установлено, что 
точность и статистическая однородность результатов определения па-
раметров потока с использованием экспериментально-аналитического 
метода существенно зависят от точности измерения высоты гравита-
ционного потока. Вследствие хаотического перемещения отдельных 
частиц у открытой поверхности слоя в режиме «расплескивания» на-
дежное визуальное определение высоты слоя является весьма пробле-
матичным. Опыт моделирования показывает, что в отдельных случаях 
погрешность в 1…2 мм при определении высоты слоя приводит к су-
щественному разбросу данных по величине коэффициента χ в уравне-
нии состояния. 

В качестве примера на рис. 2.9 приведены профили скорости и 
порозности в гравитационном потоке зернистой среды на шероховатом 
скате. Представлены два варианта профилей полученных для одного и 
того же потока и соответствующие различным высотам слоя, имеющие 
место вследствие произвольного определения высоты с разницей в 2 мм. 
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Рис. 2.9. Сравнение профилей скорости u(y) и порозности ε(y)  

в гравитационном потоке зернистой среды на шероховатом скате при 
различных высотах h (керамические сферические гранулы d = 6,6 мм, α = 40°) 
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Сравнение профилей позволяет сделать вывод о существенном 
влиянии относительно небольших погрешностей в определении высо-
ты слоя на результаты диагностирования динамических характеристик 

потока. .ε, ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
dy
d

dy
du  В связи с этим возникла необходимость в разработ-

ке метода определения высоты гравитационного потока, который был 
бы лишен того произвольного характера, который свойственен тради-
ционному визуальному методу. 

В настоящей работе предлагается метод определения высоты по-
тока [157, 158], основанный на учете взаимосвязи между распределением 
материала по высоте слоя на пороге ссыпания и его распределением  
по ячейкам горизонтальной кюветы 2 – (координате 1x  см. на рис. 1.1). 

Метод, экспериментальная установка для осуществления которого 
представлена на рис. 2.10, реализуется следующим образом [157, 158]. 
Определяется экспериментальное распределение ссыпающегося мате-
риала по ячейкам кюветы (рис. 2.11) и на его базе строится соответст-
вующее дифференциальное распределение. Из рисунка 2.11 видно, 
что, начиная с некоторой n-й ячейки, дифференциал становится мень-
ше, чем 0,005 кг⋅кг–1 общей массы, а сама дифференциальная кривая 
вырождается в горизонтальную прямую, практически совпадающую с 
осью абсцисс. Такой специфический ход кривой распределения позво-
ляет предположить, что именно эта n-я ячейка соответствует границе 
слоя, выше которой имеет место спорадический вылет отдельных не 
взаимодействующих друг с другом частиц. Вследствие этого частицы, 
вылетающие за n-ю ячейку, не оказывают существенного влияния на 
динамику течения среды. Поэтому представляется возможным отде-
лить вылетающие частицы на пороге ссыпания, не внося серьезных 
изменений в динамику основного потока. Это можно сделать, напри-
мер, с помощью тонкой гладкой пластины, установленной параллель-
но плоскости ската. Тогда высота расположения пластины на пороге 
ссыпания, при которой по ней будут скатываться все частицы, выле-
тающие над основным слоем, будет соответствовать его высоте. 

Для определения высоты слоя предложено устройство, показан-
ное на рис. 2.10. Устройство состоит из тонкой гладкой пластины-
делителя потока 5, емкости 6 и измерителя высоты слоя 7. Функцио-
нальное назначение пластины заключается в отборе из верхней части 
потока хаотически движущихся частиц и направлении их в емкость 6. 

Методика измерения высоты слоя на скате состоит в следующем. 
Шероховатая пластина устанавливается под углом α к горизонту.  
В бункер засыпают исследуемый сыпучий материал, который затем в 
необходимом количестве дозируют непосредственно в канале. 
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Рис. 2.10. Схема экспериментальной установки: 
1 − шероховатая пластина; 2 − кювета с ячейками; 3 − перегородки в кювете;  

4 − ограничительная планка; 5 – пластина-делитель потока; 6 − емкость;  
7 − измеритель 

 
Вначале скатывающийся материал принимают в буферную ем-

кость. После достижения режима, близкого установившемуся гравита-
ционному течению, открывают доступ ссыпающегося из канала мате-
риала в кювету 2. При этом фиксируют время заполнения ячеек кюве-
ты материалом. 

Содержимое ячеек после их заполнения в стационарном режиме 
взвешивают и по результатам взвешивания получают относительное 

распределение массы материала по ячейкам кюветы ∑
=

20

1i
ii mm  ( im  – 

масса материала в i-й ячейке, =i 1…20) (рис. 2.11, кривая 1) и на ее 
основе строят соответствующее дифференциальное распределение 

доли частиц в смежных ячейках кюветы ∑
=

+ −
20

1
1 )(

i
iii mmm  (рис. 2.11, 

кривая 2). По полученному распределению определяют массовую до-
лю частиц, случайно вылетающих над поверхностью слоя, как долю 
частиц соответствующую пологому участку кривой распределения. 

Вторая серия опытов проводится на той же установке с использо-
ванием пластины-делителя 5 и емкости 6. В режиме стационарного 
течения сыпучего материала путем многократных проб определяют 
положение пластины-делителя 5, при котором достигается отделение  
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Рис. 2.11. Кривые распределения частиц по ячейкам кюветы: 
1 − относительное распределение; 2 − дифференциальное распределение 

 
от основного потока такой его доли, которая не более чем на 5% отли-
чается от ранее установленной доли частиц, случайно вылетающих над 
слоем. 

Найденная высота расположения пластины-делителя на пороге 
ссыпания, при которой по ней скатываются все частицы, случайно вы-
летающие над основным слоем, соответствует определяемой высоте. 
Экспериментально установлено, что в этом случае погрешность опре-
деления высоты слоя не превышает ±0,25 мм. 

Разработанный метод определения высоты слоя скатывающихся 
частиц на шероховатом скате позволил существенно повысить стати-
стическую однородность экспериментальных результатов и провести 
анализ уравнения состояния зернистой среды при быстром сдвиге (1.29). 

Экспериментальная часть разработанного метода исследования 
соответствует таковой для традиционного экспериментально-аналити-
ческого метода определения профилей скорости и порозности в грави-
тационном потоке на шероховатом скате [60] и отличается от послед-
него процедурой уточненного определения высоты слоя. Эксперимент 
заключается в ссыпании зернистого материала в режиме установивше-
гося гравитационного течения по наклонному каналу и сборе материа-
ла в кювете с ячейками. Содержимое ячеек взвешивается и по резуль-
татам взвешивания определяется функция распределения массы мате-
риала )( 1xG  в направлении оси 10x  (рис. 2.10). Кроме того, в соответ-
ствии с этим методом определяются высота слоя h на пороге ссыпания, 
время ссыпания t, расстояние H между порогом ссыпания и кюветой и 
угол наклона канала α (рис. 2.10). 
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Аналитическая часть метода заключается в определении профи-
лей скорости )(yu  и порозности )(ε y  в слое частиц с учетом взаимо-
связи между локальными значениями порозности слоя )(ε y , скорости 
сдвига dydu / , модуля скорости )(yu  и распределением частиц по 
горизонтальной координате )( 1xG . Уравнения, связывающие модуль 
скорости )(yu  и порозность слоя )(ε y  в быстром гравитационном 
потоке зернистого материала на шероховатом скате, формулируются в 
виде соотношения между локальными значениями поступательной 
скорости частиц и координатой их выпадения в ячейки кюветы (1.27), 
уравнения материального баланса потоков частиц на скате и на входе в 
приемную кювету (1.28), а также уравнения состояния зернистой сре-
ды при быстром сдвиге (1.29). 

Уравнение состояния зернистой среды при быстром сдвиге уста-
навливает взаимосвязь между давлением, скоростью сдвига и порозно-
стью в потоке среды. Это уравнение является феноменологическим, 
принципиально определяющим физические закономерности течения. 
В соответствии с целью исследования и с учетом феноменологии 
уравнения состояния зернистой среды (1.29) последнее записано [159] 
в удобной для анализа форме за счет поглощения физических констант 
коэффициентом χ′, стоящим в правой части выражения перед квадра-
том скорости сдвига, т.е. 

 

2

)(ε)( ⎟⎟
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⎝

⎛
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dy
duyyp ,                                   (2.3) 

 

где ∫
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=
h

yh

dygyyp αcos)(ρ)( н  – аналог гидростатического давления. 

Поскольку «температура» зернистой среды, очевидно, определяет 
состояние ее твердой фазы, то целесообразно выразить все характери-
стики среды как удельные по отношению к количеству твердой фазы. 
В соответствии с этим выражение для определения дилатансии зерни-
стой среды при сдвиге записано в виде 

 

0ε1
1

)(ε1
1)(ε

−
−

−
=

y
y ,                                  (2.4) 

 

где 0ε  – порозность неподвижного слоя. 
Уравнение (2.3) в совокупности с уравнениями (1.27) и (1.28) об-

разуют замкнутую систему уравнений относительно )(yu , )( 1xy , )(ε y  
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и )(yp . Решение системы уравнений методом последовательных прибли-
жений позволяет получить профили скорости )(yu и порозности )(ε y . 

В настоящем разделе проведено исследование уравнения состоя-
ния зернистой среды путем анализа зависимости коэффициента χ′  от 
технологических характеристик гравитационного потока (угол 
наклона α, высота слоя h) и физико-механических свойств дисперсных 
материалов (плотность, размер частиц d, их шероховатость и упру-
гость). Экспериментальные исследования проведены на установке, 
изображенной на рис. 2.10, с использованием зернистых материалов с 
различными физико-механическими свойствами (табл. 2.1). Плотность 
частиц определяли с помощью пикнометрических методов. Угол есте-
ственного откоса материала определен с использованием плоской мо-
дели барабанного аппарата путем регистрации предельного угла покоя 
поверхности материала на его радиальных лопастях [160]. 

Исследование заключалось [159, 161, 162] в определении величи-
ны коэффициента χ′  уравнения (2.3) при использовании его для опи-
сания динамики течения зернистых материалов по шероховатому ска-
ту. Полученные результаты, представленные на рис. 2.12 – 2.14, свиде-
тельствуют о том, что коэффициент χ′  уравнения состояния зернистой 
среды (2.3) в первом приближении может быть рассмотрен как доста-
точно универсальная характеристика зернистых материалов. 
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Рис. 2.12. Коэффициент уравнения состояния χ′ для зернистых сред  
в гравитационном потоке на шероховатом скате  

при угле наклона sinα/sinα0 = 1,03 и относительной высоте h/d = 6,8 
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Действительно, как показали эксперименты (рис. 2.12), наблюда-
ется относительно небольшая разница величин коэффициента χ′  для 
зернистых материалов, частицы которых существенно отличаются по 
размеру, плотности, упругости и свойствам поверхности. Кроме того, 
величина названного коэффициента остается практически неизменной 
в широком диапазоне изменения углов наклона шероховатого ската, 
соответствующих установившемуся развитому гравитационному тече-
нию материала (рис. 2.13). 
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Рис. 2.13. Зависимость коэффициента уравнения состояния χ′  
от относительного угла наклона ската для керамики и бисера при h/d = 6,8: 
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Рис. 2.14. Зависимость коэффициента уравнения состояния χ′  
от относительной высоты слоя для керамики и бисера при sinα/sinα0 = 1,03: 

 − керамика;  − бисер 
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В то же время в соответствии с результатами эксперимента, пред-
ставленными на рис. 2.14, наблюдается существенная зависимость ко-
эффициента уравнения состояния зернистой среды от относительной 
толщины слоя материала на шероховатом скате 

В связи с тем, что для определения значений коэффициента χ′  
использована не только экспериментально полученная информация 
(H, )( 1xG ), но и результаты феноменологического анализа значений χ′  
с целью получения профилей скорости и порозности, то для дальней-
шего анализа прогностических свойств уравнения состояния зернистой 
среды (2.3) необходима прямая экспериментальная информация в от-
ношении параметров течения зернистой среды на шероховатом скате 
либо в виде профиля скорости, либо в виде профиля порозности. 

 
2.2.2. Рентгенографическое исследование микроструктурных  

и кинематических характеристик быстрого гравитационного потока 
зернистой среды и проверка адекватности уравнения ее состояния 

 

В настоящем параграфе приводятся результаты исследования за-
кономерностей быстрого гравитационного течения зернистого мате-
риала с использованием рентгенограмм потока [163, 164]. Рентгено-
граммы получены для случая установившегося развитого гравитацион-
ного течения модельного зернистого материала – керамических гранул 
(табл. 2.1) с использованием метода и экспериментальной установки, 
описанных в разделе 2.1 монографии. Керамические гранулы являются 
предпочтительными для исследования в связи со стабильностью их 
свойств во времени и высокой однородностью по размеру, плотности и 
форме, близкой к сферической. Такие свойства модельного материала 
позволяют практически исключить влияние эффектов сегрегации на 
динамику гравитационного потока. Кроме того, относительно высокая 
проницаемость материала для рентгеновских лучей делает возможным 
проведение рентгенографического исследования потоков в желобе 
достаточно большой ширины, при которой краевые эффекты на боко-
вых стенках становятся пренебрежимо малыми. 

Исследование проведено в диапазоне углов ската, при которых 
имеет место быстрое установившееся гравитационное течение мате-
риала и толщинах слоя, равных 4…6 диаметрам частиц. В каждом 
опыте профиль порозности и скорости строился с использованием 
двух методов его определения: рентгенографического и эксперимен-
тально-аналитического исследований. 
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На рисунках 2.15 – 2.18 представлены результаты, которые  
позволяют оценить прогностические свойства экспериментально-
аналитического метода исследования и сделать вывод о его адекватно-
сти. Анализ приведенных результатов показывает, что при всех углах 
наклона ската профили порозности имеют единообразный вид вне за-
висимости от метода его определения. Во всех случаях профили по-
розности имеют S-образную форму с максимальной концентрацией 
твердой фазы в центральной части слоя [165]. 

В соответствии с полученными рентгенограммами профиль по-
розности в центральной наиболее плотной части имеет зигзагообраз-
ный характер. 

Расстояние между выступами и впадинами зигзагов при этом мо-
жет быть определено в виде функции порозности и диаметра частиц 

как dbd
3/1

)ε1(6
π

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
−

= . 

Это может служить дополнительным подтверждением того, что 
частицы движутся в этой части потока преимущественно в режиме 
сдвига по элементарным слоям. 
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Рис. 2.15. Сравнение профилей порозности ε(y) и скорости u(y) для потока 

керамических гранул при h = 32 мм, α = 34° полученных методами: 
● − рентгенографическим; + − экспериментально-аналитическим  

на базе уравнения состояния (2.3) 
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Рис. 2.16. Сравнение профилей порозности ε(y) и скорости u(y) для потока 
керамических гранулц при h = 34 мм, α = 35° полученных методами: 

● − рентгенографическим; + − экспериментально-аналитическим  
на базе уравнения состояния (2.3) 
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Рис. 2.17. Сравнение профилей порозности ε(y) и скорости u(y) для потока 
керамических гранул при h = 39 мм, α = 38° полученных методами: 
● − рентгенографическим; + − экспериментально-аналитическим  

на базе уравнения состояния (2.3) 
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Рис. 2.18. Сравнение профилей порозности ε(y) и скорости u(y) для потока 
керамических гранул при h = 41 мм, α = 41° полученных методами: 
● − рентгенографическим; + − экспериментально-аналитическим  

на базе уравнение состояния (2.3) 
 
Судя по полученным результатам, такой режим течения зерни-

стой среды наблюдается в областях потока с пониженными значения-
ми порозности, меньшими ~ 0,75, что находится в соответствии с тео-
ретическими прогнозами, сделанными ранее в работе [26]. 

Кроме того, приведенные результаты позволяют сделать предпо-
ложение о том, что с увеличением угла наклона ската регулярная 
структура расположения частиц в гравитационном потоке сменяется 
хаотической, что должно сопровождаться усилением эффектов пере-
мешивания. На это указывает тот факт, что с увеличением угла накло-
на ската зигзаги на профилях порозности значительно уменьшаются. 
При увеличении же градиентов концентрации твердой фазы такие из-
менения в структуре потока должны приводить к возрастанию эффекта 
миграции неоднородных частиц. 

Адекватность экспериментально-аналитического метода провере-
на путем статистической оценки степени расхождения результатов 
определения профилей порозности, полученных с его использованием, и 
аналогичных результатов, выявленных рентгенографическим методом. 
Статистическая оценка адекватности проведена при 5-процентном 
уровне значимости для трех параллельных опытов. На первом этапе 
оценки адекватности осуществлялась проверка результатов получен-
ных различными методами на статистическую однородность. При этом 
для серии параллельных опытов по каждому из методов после исклю-



 79

чения грубых ошибок строили среднестатистический профиль пороз-
ности, который использовали для вычисления дисперсии воспроизво-
димости. Относительное расхождение дисперсии воспроизводимости 
результатов, полученных различными методами, использовали для 
оценки их статистической однородности, которая проводилась с ис-
пользованием F-критерия Фишера. 

На втором этапе проверки адекватности вычисляли дисперсию 
расхождения средних значений порозности, выявленных эксперимен-
тально-аналитическим и рентгенографическим методом. Путем срав-
нения отношения этой дисперсии к дисперсии воспроизводимости 
значений порозности, измеренных с использованием рентгенографиче-
ского метода, с величиной F-критерия Фишера делали вывод об адек-
ватности экспериментально-аналитического метода прогнозирования 
параметров гравитационного потока. 

В результате реализации указанной схемы статистической обра-
ботки результатов исследований, представленных на рис. 2.15 – 2.18, 
установлено, что экспериментально-аналитический метод обеспечива-
ет возможность достаточно адекватного определения профилей пороз-
ности в быстром гравитационном потоке зернистого материала на ше-
роховатом скате. Относительная среднеквадратичная погрешность 
определения порозности с использованием экспериментально-аналити-
ческого метода не превышала 5%. 

 
2.2.3. «Температура» зернистой среды. Уточнение уравнения  

состояния зернистой среды при быстром сдвиге 
 

Экспериментально-аналитический метод определения структур-
ных и кинематических характеристик быстрого гравитационного пото-
ка зернистого материала [60] базируется на уравнении состояния зер-
нистой среды, устанавливающем взаимосвязь между ее дилатансией, 
давлением и «температурой». В предыдущих параграфах работы про-
верена адекватность и исследованы прогностические свойства метода. 
По результатам исследований можно сделать вывод, что при достаточ-
но высокой адекватности метода, реализация последнего связана с ис-
пользованием непрогнозируемой информации о величине коэффици-
ента взаимосвязи χ′  в уравнении состояния зернистой среды. Коэф-
фициент определяется методом последовательного приближения при 
решении системы уравнений (1.27)–(1.28) и (2.3) в предположении его 
независимости от параметров потока (скорости сдвига, порозности и 
давления). Таким образом, в соответствии с названным методом для 
данных условий течения по углу откоса, толщине слоя, виду подложки 
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определяется условно постоянный коэффициент взаимосвязи χ′ . Вы-
вод об определенной условности такого коэффициента подтверждается 
не только результатами исследования, обнаруживающими некоторую 
зависимость коэффициента от параметров гравитационного потока 
(см. параграф 2.2.1), но и результатами анализа структуры уравнения 
состояния (2.3). 

Анализ уравнения состояния зернистой среды (2.3) показывает, 
что произведение в левой его части тождественно удельному значению 
работы, затрачиваемой на дилатансию слоя частиц в расчете на 1 м3 
твердой фазы. В правой же части уравнения содержится произведение, 
эквивалентное по физическому смыслу кинетической энергии взаим-
ных перемещений частиц вследствие сдвига зернистой среды. 

Физический параметр, характеризующий энергию взаимных пе-
ремещений частиц, в механике быстрых сдвиговых течений сыпучих 
материалов, называют «температурой» зернистой среды [166]. 

Анализ быстрых гравитационных течений зернистых материалов 
показывает, что они сопровождаются взаимным перемещением частиц, 
имеющим весьма сложный характер [167 – 169]. С одной стороны, 
вследствие различия скоростей поступательного перемещения частиц 
в направлении ската частицы имеют относительную сдвиговую ско-
рость, а с другой стороны, вследствие взаимных столкновений частиц 
последние приобретают дополнительную компоненту скорости хаоти-
ческих перемещений. Результатом же хаотических перемещений час-
тиц является поперечный массоперенос в сдвиговом потоке. Попереч-
ный массоперенос в сдвиговом потоке сопровождается переносом им-
пульса, носителем которого являются частицы, движущиеся с различ-
ными скоростями в зависимости от координаты. Очевидно, что попе-
речный массоперенос в таких условиях приводит к увеличению интен-
сивности взаимного перемещения частиц. При этом интенсивность 
взаимного перемещения частиц будет возрастать пропорционально 
коэффициенту поперечной квазидиффузии частиц дифD  и градиенту 
скорости поступательного движения частиц в направлении сдвига – 
скорости сдвига dydu / . Если оценивать эту интенсивность через ки-
нетическую энергию соответствующих масс, а коэффициент квази-
диффузии определять как произведение скорости флуктуации частиц и 
среднего расстояния между частицами [60], то получим соответст-
вующую расчетную зависимость [170, 171]: 

 

dy
duVsE ′= ρ

4
1

пм .                                       (2.5) 
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Скорость флуктуаций частиц V ′  определяется из уравнения энер-
гетического баланса [26] и выражение для ее расчета может быть запи-
сано в виде 
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где ce  – доля кинетической энергии диссипируемой при столкновении 
частиц. 

В условиях быстрого сдвигового течения взаимодействие частиц 
осуществляется преимущественно в результате обмена ударными им-
пульсами при косом ударе [21, 41, 51]. В соответствии с этим среднее 
значение частоты соударений частиц вычисляется по методу Аккерма-
на-Шена следующим образом: 

 

( ) 1−τ= NE
dy
duF  ,                                      (2.7) 

 

где τ – сдвиговое напряжение, определяемое по методу Бэгнолда [1];  
N – число частиц в единице объема слоя; Е – кинетическая энергия. 

Диссипация кинетической энергии частицы при одном ее столк-
новении может быть определена по формуле, предложенной Аккерма-
ном-Шеном [54]. Без учета сопротивления межчастичной среды эту 
формулу можно представить в следующем виде: 
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где k – коэффициент восстановления при ударе; μ – коэффициент тре-
ния движения между частицами. 

При моделировании процесса сегрегации частиц различной упру-
гости и шероховатости авторы работы [117] обнаружили значительное 
количественное несоответствие экспериментального и расчетного 
профилей распределения частиц контрольного компонента смеси. 
Анализ результатов вычислительных операций алгоритма расчета кон-
центрационных профилей распределения контрольных частиц в сдви-
говом потоке зернистой среды показал, что для некоторых вполне ор-
динарных условий взаимодействия частиц различной шероховатости в 
гравитационном потоке вычисленные значения частоты их столкнове-
ния имеют аномально большие значения. Поскольку частота соударе-
ний частиц является одним из основных физических параметров моде-
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ли механизма их взаимодействия [26], то авторы [134] предположили, 
что наблюдаемые аномальные значения частоты могут стать причиной 
неадекватного прогнозирования распределения компонентов зерни-
стой среды в потоке. Действительно, завышенные значения частоты 
столкновений частиц в потоке обеспечиваются, очевидно, за счет бо-
лее высоких скоростей флуктуации. В связи с тем, что пропорцио-
нально скорости флуктуации возрастает коэффициент квазидиффузи-
онного перемешивания, в потоке прогнозируется завышенная величи-
на эффектов перемешивания, которые начинают доминировать над 
эффектами разделения. Это может послужить гипотетическим объяс-
нением наблюдаемого несоответствия расчетных и эксперименталь-
ных результатов. С учетом этого обстоятельства в работах [119, 172] 
проведено исследование динамики взаимодействия неоднородных час-
тиц в гравитационном потоке. 

С целью выявления причин обнаруженных аномально больших 
значений частоты столкновения этот параметр исследован как функ-
ция коэффициентов восстановления и трения при ударе с использова-
нием выражений (2.7) и (2.8). Соответствующая зависимость, полу-
ченная для некоторых фиксированных значений скорости сдвига и 
порозности, являющихся ординарными для быстрых гравитационных 
течений зернистых материалов, представлена на рис. 2.19.  
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Рис. 2.19. Частота столкновений частиц  f  в зависимости от коэффициентов 
трения μ и восстановления k, вычисленная с использованием  

гипотезы Рауса при параметрах потока du/dy = 40 c–1, ε = 0,5 м3⋅м–3 
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Приведенная зависимость позволяет обнаружить достаточно ши-
рокий диапазон значений коэффициентов трения и восстановления при 
ударе, при которых частота столкновений имеет аномально большие и 
даже отрицательные значения, что, очевидно, противоречит физиче-
скому смыслу. Анализ расчетной зависимости (2.8) показал, что  
при определенных значениях коэффициентов трения и восстановления 
при ударе энергия диссипации может принимать отрицательные зна-
чения. Это становится причиной появления аномальных величин час-
тоты столкновений частиц. 

Действительно, сумма, заключенная в скобки в выражении (2.8), 
определяет относительную долю кинетической энергии частицы ce , 
диссипируемой при каждом столкновении, т.е. 

 

( ) ( )
4

11
4

1 222 kkkec
+μ

−
π
+μ

+
−

= .                         (2.9) 
 

В таком случае предположение о причинах появления аномаль-
ных значений частоты столкновений может быть наглядно подтвер-
ждено путем графической иллюстрации зависимости (2.9). На рисун-
ке 2.20 приведен график зависимости ( )kfec ,μ= , который свидетель-
ствует о наличии отрицательных значений энергии диссипации в дос-
таточно широком диапазоне изменения значений коэффициентов тре-
ния и восстановления. Такой результат противоречит физическому 
смыслу и является причиной появления аномально больших значений 
частоты соударения частиц в области аномально малых величин энер-
гии диссипации. 
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Рис. 2.20. Удельная энергии диссипации ес в зависимости  
от коэффициентов трения μ и восстановления k,  
вычисленная с использованием гипотезы Рауса 
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Как свидетельствует рис. 2.20, аномально малые величины энер-
гии диссипации имеют место для вполне ординарных значений коэф-
фициентов трения μ и восстановления при ударе k (k > 0,6; μ > 065). 

Неудовлетворительность формулы, описывающей энергию дис-
сипации, очевидно, является следствием некорректного применения 
гипотезы Рауса, согласно которой связь между величинами касатель-
ного и нормального импульсов при ударе формулируется подобно за-
кону Кулона для трения [173] 

 

( )vku +μ−=Δ 1 ,                                      (2.10) 
 

где Δu – изменение относительной касательной скорости в результате 
удара; ν  – предударное значение скорости флуктуации тел вдоль ли-
нии удара. 

Выражение (2.10) используется в работе [54] для вычисления частоты 
соударений частиц при их малых касательных скоростях. Однако в этом 
случае более приемлемой является «λ – гипотеза» [173], в соответствии с 
которой изменение относительной касательной скорости Δu соударяю-
щихся точек пропорционально предударному значению этой скорости u: 

 

uu λ−=Δ ,                                          (2.11) 
 

где λ  – коэффициент, значение которого определяется только свойст-
вами поверхностей соударяющихся тел в точках соударения. 

Чтобы объединить гипотезы (2.10) и (2.11), в работе [172] исполь-
зовали особенности задачи о соударении двух сферических частиц [174] 
и связали эти два предельных случая непрерывной функцией 

 

( ) αλ−α+μ−=Δ 22 cos_sin_1 uvku ,                    (2.12) 
 

где α – угол, составленный вектором скорости соударения и линией 
соударения. 
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Рис. 2.21. К определению частоты столкновения частиц  
в сдвиговом потоке 
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Таким образом, при лобовом ударе будет применяться «λ – гипо-
теза», а при касательном (т.е. при α близких 2π ) будет применяться 
гипотеза Рауса. 

Следуя [54], в работе [172] рассмотрено движение одинаковых 
сферических частиц А и В относительно их центра масс, т.е. точки со-
ударения С (рис. 2.21). 

Общая энергия Е, потерянная при одном столкновении двух час-
тиц, вычислена по следующей формуле [172] 
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где m  – средняя масса частиц; −AV , −BV  – скорость частиц А и В до 
удара; +AV , +BV  – скорость частиц А и В после удара. 

С учетом выражений для соответствующих компонентов скоро-
сти частицы формула (2.13) преобразована к следующему виду 
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где V ′  – средняя скорость флуктуации частиц. 
Для того чтобы между частицами А и В (рис. 2.21) произошло 

столкновение, угол α должен принадлежать интервалу ( )2,0 π . Пред-

полагая, что вектор скорости флуктуаций частиц V ′  изотропно рас-
пределен в пределах телесного угла 4π, определены средние значения 
коэффициентов в уравнении (2.14). 

С учетом этого окончательно получили [172] 
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где fsV 2=′ . 
Зависимость (2.15) представляет собой выражение для определе-

ния общей энергии, потерянной при одном столкновении двух сфери-
ческих частиц. 
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С учетом результатов исследования, проведенного в работе [119], 
доля энергии диссипируемой при столкновении частиц, определяется 
как функция физико-механических свойств материала с использовани-
ем следующей зависимости [170, 171]: 

 

−+−+++−≈ 222 )1(μ125,0λ5,0)1μ(
π
2)1( kkkec

 .λ125,0)1λμ(
3
2 2−+− k                                             (2.16) 

 

Кинетическая энергия взаимных перемещений частиц вследствие 
наличия у них скорости флуктуаций может быть определена следую-
щим образом: 

 

( )2ф ρ
2
1 VE ′= .                                       (2.17) 

 

Среднее значение относительной скорости перемещения частиц в 
результате наличия у них различной скорости поступательного пере-
мещения в сдвиговом потоке вычислим как произведение среднего 
значения скорости сдвига и разности координат центров частиц раз-
личных слоев bdy =Δ , т.е. 

 

dy
dubdV =отн . 

 

Тогда кинетическая энергия частиц в их относительном поступа-
тельном перемещении в направлении сдвига может быть вычислена с 
использованием следующего выражения: 
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В соответствии со сложным характером движения частиц в грави-
тационном потоке кинетическая энергия их взаимных перемещений 
определяется как сумма кинетических энергий частиц в их относи-
тельном поступательном перемещении при сдвиге сдвE , при их хаоти-

ческом движении фE  и поперечном массопереносе пмE : 
 

пмфсдвотн EEEE ++= .                                (2.19) 
 

После подстановки в соотношение (2.19) значений составляющих 
энергий в соответствии с выражениями (2.5), (2.17) и (2.18) и замены 
скорости флуктуация V ′  ее выражением (2.6) получим 
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где ϕ − комплекс, определяющий диссипативную составляющую энер-
гии и зависящий от условий течения частиц (ε, dydu / ), их размера и 
физико-механических свойств 
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Принятые во внимание формы взаимного перемещения частиц в 
быстром гравитационном потоке сопровождаются их столкновениями, 
вследствие которых происходит диссипация механической энергии 
частиц. Причем в установившемся потоке относительная скорость стал-
кивающихся частиц и частота их соударений настолько велики, что 
обеспечивают полную диссипацию энергии, генерируемой сдвигом. 

Используя полученное выражение «температуры» зернистой сре-
ды (2.20), запишем соответствующее уравнение состояния зернистой 
среды в следующем виде [170, 171]: 
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Для оценки адекватности уравнения состояния зернистой сре-
ды (2.21) проведено [164] сравнение профилей скорости и порозности 
для потока керамических гранул ( 3106,6 −⋅=d м), полученных с помо-
щью рентгенографического исследования и путем использования экспе-
риментально-аналитического метода на базе уравнение состояния (2.21). 

Статистический анализ степени различия названных профилей 
выполнен с применением методики обработки данных и показателей, 
аналогичных ранее использованным при оценке адекватности экспе-
риментально-аналитического метода определения параметров грави-
тационного потока, при традиционном выражении «температуры» зер-
нистой среды (см. параграф 2.2.2). Использование аналогичных пока-
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зателей погрешности позволяет не только оценить адекватность предла-
гаемого уравнения состояния зернистой среды, но и провести сравнение 
его прогностических свойств со свойствами известного уравнения. 

Методом оценки степени различия дисперсии экспериментальных 
характеристик потока относительно их средних значений с дисперсией 
прогнозируемых значений тех же характеристик относительно их 
среднеизмеренных значений с доверительной вероятностью 95% сде-
лан вывод об адекватности предложенного математического описания 
взаимосвязи между параметрами состояния зернистой среды при бы-
стром сдвиге. При этом адекватность прогнозируемых и эксперимен-
тальных результатов имеет место для всех исследованных режимов 
течения, различающихся по углу ската и высоте слоя материала  
(рис. 2.22 – 2.25). 

Среднее квадратичное отклонение прогнозируемых профилей 
скорости и порозности от экспериментально полученных с помощью 
рентгенограмм потока в среднем по приведенным результатам иссле-
дования составляет 3,8%, что несколько ниже аналогичного показателя 
для профилей порозности и скорости, найденных с использованием 
известного уравнения состояния при быстром сдвиге (2.3). 

Таким образом, результаты статистического анализа, проведенно-
го в предыдущем и настоящем параграфах, свидетельствует о том, что 
уравнение состояния зернистой среды при быстром сдвиге характери-
зуется относительно высокими прогностическими свойствами. 
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Рис. 2.22. Сравнение профилей порозности ε(y) и скорости u(y) для потока 
керамических гранул при h = 32 мм, α = 34° полученных методами: 
● − рентгенографическим; ○ − экспериментально-аналитическим  

на базе уравнения состояния (2.21) 
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Рис. 2.23. Сравнение профилей порозности ε(y) и скорости u(y) для потока 
керамических гранул при h = 34 мм, α = 35° полученных методами: 
● − рентгенографическим; ○ − экспериментально-аналитическим  

на базе уравнения состояния (2.21) 
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Рис. 2.24. Сравнение профилей порозности ε(y) и скорости u(y) для потока 
керамических гранул при h = 39 мм, α = 38° полученных методами: 
● − рентгенографическим; ○ − экспериментально-аналитическим  

на базе уравнения состояния (2.21) 

 
Дальнейшее исследование прогностических свойств уравнения 

состояния зернистой среды (2.21) проведено [175] путем определения 
коэффициента χ как функции условий течения зернистого материала 
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Рис. 2.25. Сравнение профилей порозности ε(y) и скорости u(y) для потока 
керамических гранул при h = 41 мм, α = 41° полученных методами: 
● − рентгенографическим; ○ − экспериментально-аналитическим  

на базе уравнения состояния (2.21) 
 

и физико-механических свойств его частиц. На этом этапе исследования 
использованы не только модельные зернистые материалы (табл. 2.2)  
с широким спектром физико-механических свойств и геометрией час-
тиц, но и шероховатые скаты с различной геометрией шероховатостей, 
выполненные из различных материалов. При этом к классу несвязных 
неэластичных зернистых материалов, имеющих частицы близкие по 
форме к сферическим, можно отнести только бисер и керамические гра-
нулы. Гранулы полиэтилена не в полной мере соответствовали указан-
ному классу материалов, вследствие более сложной формы частиц, 
представляющих собой цилиндрики с отношением длины к диаметру, 

равным 0,6…0,7 со сглаженными краями 
(рис. 2.26). 

Гранулы же аммофоса (рис. 2.27) не 
только не соответствовали сферам по при-
чине наличия на их поверхности значи-
тельного числа острых и сглаженных кро-
мок, но и отличались ярким проявлением 
склонности к истиранию. Вследствие ис-
тирания частицы аммофоса заменялись 
новыми после выполнения каждой серии 
параллельных опытов. 

Фактор формы частиц, указанный в 
табл. 2.2, вычислен как отношение по-
верхности частицы к поверхности сферы 

 
Рис. 2.26. Гранулы  

полиэтилена
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эквивалентного объема. Поверхность частиц определена эксперимен-
тально косвенным методом, как величина, пропорциональная массе 
пленки жидкости, смачивающей поверхность частицы. 

 

 
 

Рис. 2.27. Гранулы аммофоса 
 

2.2. Свойства модельных материалов 
 

Материал 
 
Свойства 

Стек-
лянный 
бисер 

Керами-
ческие 
гранулы 

Гранулы 
полиэтилена 
высокого 
давления 

Гранулы 
аммофоса 

Эквивалентный диа-
метр частицы d, 10–3 м 3,385 6,6 4,1 2,2 
Фактор формы 1 1 1,27 1,54 
Плотность материала 
ρ, кг/м3 2500 2086 920 1670 

Коэффициент трения μ 0,1 0,44 0,4 0,7 
Коэффициент  
редукции λ 0,28 0,57 0,67 0,9 
Коэффициент  
восстановления k 0,92 0,67 0,65 0,25 
Угол естественного 
откоса α0, град 26 36 41 36 
Порозность неподвиж-
ного слоя ε0, м3⋅м–3 0,37 0,4 0,42 0,4 
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Исследование коэффициента уравнения состояния зернистой сре-
ды (2.21) проводилось для различных материалов при условиях уста-
новившегося развитого гравитационного течения [21]. 

На рисунке 2.28 показаны результаты исследования коэффициен-
та χ уравнения состояния зернистой среды (2.21) как функции относи-
тельной высоты слоя dh /  на шероховатом скате для зернистых мате-
риалов (табл. 2.2). 

Физико-механические свойства зернистых материалов определе-
ны с использованием стандартных методов [4]. Коэффициент восста-
новления при малых скоростях столкновения определен с использова-
нием метода, основанного на анализе звуковых колебаний, генерируе-
мых в монолите на подложке сферической частицей при многократном 
ее подскоке [27]. Коэффициент трения движения для модельных мате-
риалов измерен путем определения соответствующего угла трения на 
наклонной плоскости. Коэффициент редукции λ определен с помощью 
метода, предложенного в работе [27]. 

Приведенные результаты свидетельствуют, что для несвязных не-
эластичных зернистых материалов, состоящих из частиц, близких  
по форме к сферическим (бисер и керамические гранулы), коэффици-
ент взаимосвязи χ между работой на дилатансию зернистой среды  
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Рис. 2.28. Зависимость коэффициента χ уравнения (2.21) состояния  

зернистой среды от относительной высоты слоя h/d на шероховатом скате 
при относительном угле 1,1 для зернистых материалов (табл. 2.2): 
○ − бисер;   − керамические гранулы;   − гранулы полиэтилена;  

× − гранулы аммофоса 
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при быстром сдвиге ( εp ) и «температурой» зернистой среды близок к 
единице и практически не зависит от величины потока в исследован-
ном диапазоне его изменения. Для такого рода зернистых материалов 
уравнение состояния при быстром сдвиге может быть представлено в 
виде 

 

отнEp =ε .                                          (2.22) 
 

В определенной мере этот результат можно рассматривать как 
подтверждение адекватности феноменологии, положенной в основу 
уравнения состояния зернистой среды (2.21). Вместе с тем наблюдает-
ся существенная зависимость коэффициента взаимосвязи от величины 
потока несферичных гранул полиэтилена, особенно в области малых 
толщин слоя материала на скате, что, по-видимому, указывает на 
сложный характер влияния фактора формы частиц на взаимосвязь ме-
жду порозностью, давлением и скоростью сдвига в быстром гравита-
ционном потоке зернистого материала. 

Кроме того, особое внимание обращает на себя чрезвычайно 
большое возрастание коэффициента χ с увеличением толщины слоя 
гранулированного аммофоса на скате. При увеличении относительной 
толщины слоя в два раза коэффициент χ возрастает от единицы до се-
ми. Такая динамика изменения коэффициента явно указывает на до-
минирующее возрастание дилатансии в потоке с увеличением толщи-
ны слоя материала на скате. С целью объяснения наблюдаемого, на 
первый взгляд, парадоксального изменения характеристик потока гра-
нулированного аммофоса проведен анализ профилей скорости сдвига 
и порозности при различных толщинах h движущегося слоя. Соответ-
ствующие профили показаны на рис. 2.29 и 2.30. 

Анализ профилей позволяет обнаружить, что с увеличением тол-
щины слоя аммофоса наблюдается парадоксальное увеличение пороз-
ности в центральной части потока, сопровождающееся уменьшением 
скорости сдвига. При объяснении причин такого изменения парамет-
ров потока предложена гипотеза увеличения «связности» частиц ам-
мофоса с повышением давления, вследствие их сложной формы и 
склонности к истиранию. 

С целью подтверждения этой гипотезы проведено исследование 
динамического коэффициента трения как функции нормального дав-
ления. Динамический коэффициент трения определяется как отноше-
ние сдвигового и нормального напряжений [130]. Исследование про-
ведено с использованием простой сдвиговой ячейки по стандартной 
методике [4] в диапазоне изменения напряжений, соответствующим 
условиям течения аммофоса при различных толщинах слоя. 



 94

 

0 

0,005 

0,01 

0,015 

0,02 

0,7 0,8 0,9 1

y, м 

ε, м3⋅м–3

 
 

Рис. 2.29. Профили порозности для гранулированного аммофоса  
при толщинах слоя: 

 – h = 10 мм;    – h = 11,5 мм;    – h = 13 мм;  
 – h = 15 мм;    – h = 20 мм 
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Рис. 2.30. Профили скорости сдвига для гранулированного аммофоса  
при толщинах слоя: 

 – h = 10 мм;    – h = 11,5 мм;    – h = 13 мм;  
 – h = 15 мм;    – h = 20 мм 

 
Результаты исследования, приведенные на рис. 2.31, свидетельст-

вует о значительном возрастании динамического коэффициента трения 
с увеличением нормального давления (толщины слоя).  
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Рис. 2.31. Динамический коэффициент трения  
как функция нормальных напряжений для гранулированного аммофоса 

 
Полученный результат можно рассматривать как следствие по-

вышения связности частиц аммофоса с повышением нормального на-
пряжения. Это, очевидно, связано с тем, что увеличение силы прижа-
тия друг к другу шероховатых частиц неправильной формы, склонных 
к истиранию, приводит к увеличению числа точек контакта и мостиков 
между ними. Вследствие этого появляется некоторая эффективная 
связность частиц, которая при сдвиге среды становится причиной об-
разования агломератов и дополнительных пустот между ними, способ-
ствующих повышению порозности в потоке. 

В результате такого увеличения связности и вторичного эффекта 
порозности наблюдается парадоксальное повышение дилатансии сре-
ды, сопровождаемое снижением «температуры», что становится при-
чиной аномальности коэффициента χ уравнения состояния среды при 
увеличении толщины слоя аммофоса на скате. 

В литературно-аналитическом обзоре (см. параграф 1.3.1) уста-
новлено существенное влияние на параметры течения граничных ус-
ловий взаимодействия гравитационного потока зернистой среды с ше-
роховатым скатом. В рамках настоящей работы проведено исследова-
ние влияния материала подложки, устанавливаемой на скате, и усло-
вий взаимодействия с ней частиц потока, на коэффициент взаимосвязи 
χ уравнения состояния зернистой среды (2.21). При этом различные 
условия прилипания на подложках обеспечивались за счет разной гео-
метрии шероховатостей подложки. 
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2.3. Характеристики подложек и условия их взаимодействия  
с керамическими частицами 

 

Материал 
подложки 

Размер 
шерохова-
тости, м 

Доля впадин  
на поверхности 

подложки 

Коэффи-
циент 

трения, μ 

Коэффициент 
восстановле-

ния, k 

Сталь Ст3 3,3·10–3 0,25 0,54 0,5 
Дерево (ДСП) 3,3·10–3 0,34 0,58 0,54 
Полистирол 3,3·10–3 0,63 0,38 0,53 

 
Исследование проведено с использованием в качестве модельного 

материала керамических гранул и трех видов шероховатых подложек 
(табл. 2.3), изготовленных соответственно из стали, дерева (ДСП) и 
полистирола. Все подложки имели одинаковый размер шероховато-
стей, равный половине диаметра частиц, с объемами впадин, обеспе-
чивающими залегание в подложке соответствующих полусфер. Ос-
новное отличие геометрии шероховатостей на различных подложках 
заключалось в различной доле поверхности подложки, занятой впади-
нами. Очевидно, что чем больше доля впадин на поверхности подлож-
ки, тем в большей степени условия взаимодействия частиц с ней соот-
ветствуют условию прилипания. 

Для того чтобы провести сравнительную оценку значимости гео-
метрии шероховатости и материала подложки, подложка из полисти-
рола – материала, характеризующегося наименьшими коэффициента-
ми трения была выполнена с наибольшей долей впадин (63%), и, на-
против, подложки из дерева и стали, имеющие относительно большие 
коэффициенты трения, равные 0,54 и 0,58 соответственно, были изго-
товлены соответственно с долей впадин 34% и 25%. 

Результаты исследования влияния материала подложки и ее ше-
роховатости на параметры течения зернистой среды представлены на 
рис. 2.32. Полученные результаты свидетельствуют, что определяю-
щее влияние на коэффициент взаимосвязи χ уравнения состояния зер-
нистой среды оказывает не материал подложки, а степень ее шерохо-
ватости. Несмотря на то, что полистирол является относительно 
скользким материалом, высокая шероховатость соответствующей под-
ложки обеспечивает условия течения частиц, более близкие к услови-
ям прилипания, чем две другие подложки. 

Наличие условия прилипания частицы к шероховатому скату в этом 
случае находит свое отражение в эквивалентных значениях работы на 
дилатансию и энергии взаимных перемещений частиц в потоке ( 1χ ≈ ). 
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Рис. 2.32. Зависимость коэффициента χ уравнения состояния зернистой 
среды (2.21) от относительной высоты слоя h/d при относительном угле 1,1 
для потока керамических гранул (табл. 2.2) для различных подложек: 

 – сталь;  – дерево (ДСП);  – полистирол 
 
Вследствие более значительного проскальзывания частиц на ме-

таллической и деревянной подложках зона проскальзывания становит-
ся областью дополнительного поглощения энергии хаотического пе-
ремещения частиц. Если же воспользоваться аналогией с тепловым 
движением частиц, то вполне правомерно считать, что проскальзыва-
ние становится дополнительным отрицательным «источником тепло-
ты», который, приводит к понижению «температуры» в потоке зерни-
стого материала. 

Очевидно, что названная составляющая энергии взаимных пере-
мещений частиц должна определяться граничными условиями потока 
у основания слоя как фактор, влияющий на дилатансию зернистой 
среды. Поскольку предлагаемый метод определения профилей скоро-
сти и порозности в гравитационном потоке предполагает наличие  
условия прилипания на шероховатом скате, то проскальзывание час-
тиц на подложках становится не учтенным фактором, понижающим 
дилатансию зернистой среды в сдвиговом потоке. Очевидно, что ре-
зультатом частичного проскальзывания зернистого материала на под-
ложке становится заниженное значение дилатансии потока, и, как 
следствие, появление дробных значений коэффициента χ. 

Дополнительным косвенным подтверждением сделанных выво-
дов могут служить результаты исследования зарубежных и отечест-
венных исследователей [37, 116], наблюдавших снижение дилатансии 
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зернистых сред в гравитационных потоках при наступлении режима 
проскальзывания частиц на подложке без снижения скорости сдвига 
при переходе от развитого гравитационного течения к расплескиваю-
щемуся. 

 
2.3. ТЕХНОЛОГИЧЕСКОЕ ИСПОЛЬЗОВАНИЕ БЫСТРЫХ 

ГРАВИТАЦИОННЫХ ТЕЧЕНИЙ ЗЕРНИСТЫХ МАТЕРИАЛОВ 
 

2.3.1. «Температура» зернистой среды  
и эффекты взаимодействия неоднородных частиц  

при быстром сдвиговом течении зернистых материалов 
 

Как было показано в первой главе настоящей работы, множество 
природных явлений и технологических процессов протекает в режиме 
быстрого гравитационного течения частиц зернистых материалов. 
Принципиальной особенностью такого рода течений является наличие 
условия быстрого сдвига частиц материала, в результате которого по-
следние приобретают значительную скорость хаотических перемеще-
ний. Вследствие этого быстрые гравитационные течения сопровожда-
ются активным взаимодействием частиц, определяющим структурные 
и кинематические характеристики потока, а также эффекты разделения 
и перемешивания компонентов зернистых сред. 

Таким образом, степень активности взаимных перемещений час-
тиц дисперсной среды определяет интенсивность протекания в ней 
процессов перемешивания и разделения. Отсюда следует, что для ин-
тенсификации и процессов перемешивания и процессов разделения в 
быстром гравитационном потоке необходимо обеспечивать условия 
течения, способствующие повышению «температуры» дисперсной 
среды. На первый взгляд такой вывод представляется парадоксальным, 
поскольку в соответствии с ним рекомендуется единый способ интен-
сификации процессов противоположного целевого назначения. Однако, 
это противоречие легко разрешается, если принять во внимание ком-
плексный характер показателя «температура» дисперсной среды (2.19), 
(2.21) и проанализировать содержание (физическую сущность) кине-
тических характеристик процессов перемешивания и разделения. 

Перемешивание как технологическая операция используется для 
интенсификации тепломассообменных процессов и организации про-
цесса смешения. Технологической целью процесса смешения является 
получение смеси с равномерным распределением каждого компонента 
в любом участке объема. Для интенсивного смешения компонентам 
надо сообщить такие движения, чтобы их траектории имели возможно 
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большее число пересечений и встречных движений. При этом движе-
ние микрообъемов и частиц могут быть поступательными, вращатель-
ными и совмещенными. 

Многочисленные исследования, например [98, 176], подтвержда-
ют, что для описания процесса перемешивания при сдвиговом течении 
сыпучего материала является плодотворным использование диффузи-
онной модели, в соответствии с которой поток перемешивания выра-
жается в виде 

 

.gradндиф cDjn ρ−=                                    (2.23) 
 

Принимая во внимание аналогию между зернистой средой при 
быстром сдвиге и плотным газом, авторы работы [60] предложили  
определять коэффициент квазидиффузионного перемешивания, как 
величину, пропорциональную среднему расстоянию между частица-
ми s и средней скорости их флуктуаций V ′ . Для случая квазидиффузи-
онного перемешивания частиц при их установившемся быстром грави-
тационном течении коэффициент перемешивания Dдиф вычисляют по 
формуле 

 

VsD ′=
2
1

диф .                                       (2.24) 
 

Таким образом, согласно кинетическим закономерностям (2.23) и 
(2.24), перемешивание зернистой среды в быстром сдвиговом потоке 
сыпучего материала интенсифицируется с увеличением среднего рас-
стояния между частицами s, что достигается за счет увеличения пороз-
ности ε, и с повышением скорости флуктуаций частиц V ′ . Очевидно, 
что увеличение скорости флуктуаций частиц и порозности зернистой 
среды достигается за счет повышения «температуры» последней  
в условиях предельного снятия ограничений на дилатансию среды. 
Результаты экспериментальных исследований быстрых гравитацион-
ных течений на шероховатом скате свидетельствуют, что при опреде-
ленных параметрах течения может наблюдаться интенсивное переме-
шивание частиц зернистых материалов. Этому в значительной степени 
способствует, например, увеличение относительного угла наклона ска-
та, приводящее к активному взаимодействию частиц слоя с шерохова-
той подложкой и проникновению возникающих при этом флуктуаций 
в центральную его часть. 

Экспериментальные данные также свидетельствуют о том, что 
эффекты взаимодействия частиц в потоке зернистой среды существен-
но зависят от высоты слоя материала на шероховатом скате. 
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Таким образом, в некоторых случаях взаимное перемещение час-
тиц приводит к перемешиванию материала и в технологических про-
цессах может служить целям организации смешения компонентов и 
интенсификации процессов переноса в дисперсной среде. В других 
случаях перемещение неоднородных частиц порождает явление сегре-
гации, эффекты которой, по физической сущности, прямо противопо-
ложны эффектам перемешивания. 

Если следствием перемешивания является хаотическое простран-
ственное перераспределение неоднородных частиц, то вследствие сег-
регации, напротив, происходит упорядоченное перераспределение не-
однородных частиц с образованием локальных зон с повышенной кон-
центрацией однородных частиц. 

В процессе сегрегации происходит увеличение неоднородности 
смесей вследствие отделения и концентрирования частиц, сходных 
между собой по какому-либо признаку, в определенном объеме пото-
ка. Практически каждый технологический процесс переработки сыпу-
чего материала или связанные с ним вспомогательные операции соз-
дают условия благоприятные для протекания сегрегации. Опыт пока-
зывает, что сегрегация протекает практически при любом взаимодей-
ствии частиц, если оно сопровождается относительным перемещением 
частиц, неоднородность которых может быть оценена с использовани-
ем существующих технических средств измерения. 

Гравитационные течения зернистых материалов сопровождаются 
значительными эффектами сегрегации и наблюдаются при камнепа-
дах, селях, подводных течениях камней, образовании насыпей, обва-
лов, заполнении бункеров, при течении в каналах, течках, вращаю-
щихся трубах, барабанах и т.д. 

Сегрегация может оказывать существенное влияние на динамику 
течения зернистых сред, кинетику технологических процессов и каче-
ство продукта. Влияние это может быть как отрицательным, так и по-
ложительным. Например, при грохочении эффект сегрегации ускоряет 
процесс, а при смешении препятствует образованию однородной сме-
си. При гранулировании порошков, гранулировании из растворов, сус-
пензий, пульп влияние сегрегации неоднозначно и зависит от способа, 
устройства и режимных параметров. Влияние сегрегации на качество 
продукта обычно является негативным. 

Анализ разнообразных причин и механизмов сегрегации в сдви-
говых потоках [105, 177] позволил выявить три основных аспекта не-
однородности зернистой среды, которые являются первопричиной ее 
разделения: 1) неоднородность физико-механических свойств, размера 
и формы частиц; 2) неоднородность среды, обусловленную примесью 
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одного компонента к другому; 3) неоднородность свойств среды по ее 
объему вследствие неоднородного пространственного распределения 
компонентов и концентрации твердой фазы. Причем первые два аспек-
та являются отражением локальной неоднородности среды, а третий – 
ее пространственной неоднородности. Экспериментально и теоретиче-
ски установлено [60, 115], что степень проявления эффектов разделе-
ния существенно определяется скоростью сдвига, порозностью и их 
распределением в гравитационном потоке при всех аспектах неодно-
родности зернистой среды. При этом установлено, что процесс сегре-
гации интенсифицируется с повышением «температуры» неоднород-
ной дисперсной среды вне зависимости от того локальной или про-
странственной неоднородностью обусловлено разделение частиц.  
В сказанном легко убедиться, если проанализировать кинетические 
закономерности процесса разделения неоднородных частиц в быстром 
гравитационном потоке. 

В соответствии с результатами исследований [60, 115] сегрегация 
частиц вследствие локальной неоднородности среды может быть объ-
яснена действием механизма сдвигового поточного разделения. Со-
гласно этому механизму разделение частиц происходит по комплексу 
физико-механических свойств частиц при доминирующем значении их 
размера в относительно плотных частях потока (ε < 0,75). При доста-
точно высоких концентрациях твердой фазы частицы движутся в сдви-
говом потоке преимущественно в составе организованных рядов.  
В таком потоке частицы, которые в наибольшей степени отличаются 
по свойствам от частиц среды, наиболее вероятно становятся концен-
траторами сдвиговых напряжений, в результате чего они способствуют 
образованию агрегатов частиц 

Взаимодействие частицы с агрегатом протекает с образованием 
контактных точек, через которые проходит «мгновенная» ось ее вра-
щения. В зависимости от величины и направления избыточного мо-
мента сил ,MΔ  действующего на частицу, происходит ее перемещение 
с той или иной скоростью либо в выше-, либо в нижерасположенный 
элементарный слой потока. Соответствующее кинетическое уравнение 
сегрегации, обусловленной локальной неоднородностью среды, по ме-
ханизму сдвигового поточного разделения формулируется в виде [154] 

 

McKj cc Δρ= н ,                                     (2.25) 
 

где cK  – коэффициент сегрегации, который является эксперименталь-
ной константой для данного типа материала в широком диапазоне из-
менения параметров потока и размеров частиц [178]. 
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Величина избыточного момента сил ,MΔ  являющегося движу-
щей силой сегрегации, вычисляется с учетом действия на частицу сил 
трения, тяжести и ударных импульсов. Расчетные зависимости для 
определения MΔ  [26] учитывают, что избыточный момент сил воз-
растает с увеличением скорости сдвига частоты столкновений (скоро-
сти флуктуаций) частиц. Это свидетельствует о том, что движущая 
сила сегрегации в быстром сдвиговом потоке вследствие локальной 
неоднородности зернистой среды возрастает с увеличением ее «темпе-
ратуры». 

Однако оценка влияния «температуры» зернистой среды на пере-
мешивание и сегрегацию частиц в быстром сдвиговом потоке не огра-
ничивается только указанной общей характеристикой. Действительно, 
кроме общей характеристики положительного влияния «температуры» 
зернистой среды на протекающие в ней при быстром сдвиге процессы 
перемешивания и сегрегации необходимо учитывать и гидродинами-
ческие условия, в которых фиксируется то или иное значение «темпе-
ратуры». Это связано с тем, что как минимум две характеристики 
уравнения состояния зернистой среды могут определять условия взаи-
модействия частиц при сдвиге. Например, при одном и том же значе-
нии «температуры» зернистой среды с повышением давления возни-
кают более благоприятные условия для сегрегации по механизму сдви-
гового поточного разделения. Это связано с тем, что возрастание дав-
ления в «изотермических» условиях способствует увеличению частоты 
столкновений частиц, сил трения и ударных импульсов, интенсифици-
рующих противоточный переход неоднородных частиц из слоя в слой. 
Напротив, при аналогичном условии складываются неблагоприятные 
условия для протекания процесса перемешивания вследствие умень-
шения длины свободного пробега частиц (среднего расстояния между 
ними). С повышением давления уменьшается порозность дисперсной 
среды при сдвиге, что приводит к снижению интенсивности взаимных 
перемещений частиц вследствие поперечного массопереноса и, как 
следствие, к уменьшению интенсивности квазидиффузионного пере-
мешивания частиц. Квазидиффузионное перемешивание следует счи-
тать основным механизмом перемешивания частиц в быстром грави-
тационном потоке. 

Таким образом, сегрегация в быстром гравитационном потоке ин-
тенсифицируется с повышением «температуры» зернистой среды в 
условиях, препятствующих сколько-нибудь значительному увеличе-
нию ее дилатансии. 

Однако, проведенный сравнительный анализ влияния «темпера-
туры» зернистой среды на процессы разделения и перемешивания час-
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тиц в быстром гравитационном потоке недостаточно полно отражает 
особенности их протекания, поскольку при анализе оставлен без вни-
мания процесс разделения, обусловленный пространственной струк-
турной неоднородностью, названный миграцией [115]. Согласно ис-
следованию, проведенному в работе [115], процесс миграции частиц 
протекает вследствие различия скоростей квазидиффузионного пере-
мещения неоднородных частиц в зернистой среде при условии нали-
чия градиента концентрации твердой фазы. Градиент концентрации 
твердой фазы приводит к образованию в зернистой среде объемов с 
различными расстояниями между частицами. В таких объемах обеспе-
чиваются соответственно условия для различных длин свободного 
пробега частиц. При этом частицы, которые характеризуются высоки-
ми скоростями квазидиффузионного перемещения (легкие, высокоуп-
ругие, гладкие), мигрируют в области, обеспечивающие условия для 
их флуктуаций с большими длинами свободного пробега. Напротив, 
частицы, имеющие относительно небольшие скорости квазидиффузи-
онного перемещения (тяжелые, шероховатые, с низкой упругостью), 
мигрируют в области, в которых существуют условия для флуктуаций 
при небольших длинах свободного пробега. В результате такого пере-
распределения частиц происходит повышение локальной неоднород-
ности среды по скоростям флуктуаций отдельных ее компонентов. 

Согласно исследованиям, проведенным в работе [115], величина 
потока миграции в направлении градиента концентрации твердой фазы 
определяется в соответствии со следующим кинетическим уравнением: 
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В этом уравнении частная производная служит для выражения 
относительного темпа изменения среднего расстояния между частица-
ми и, по существу, является движущей силой миграции. Результаты 
исследований, выполненных в работе [119], позволяют вычислять ко-
эффициент миграции для бинарных смесей частиц, различающихся 
одновременно по размеру, плотности, шероховатости и упругости: 
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где sVF /′=  – частота столкновения частиц, с–1; d  – средний диа-
метр частиц; k  – среднее значение коэффициента восстановления при 
соударении разнородных частиц потока. 
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Анализ кинетических уравнений процесса миграции (2.26) и (2.27) 
показывает, что по своей физической сущности миграция представляет 
собой процесс квазидиффузионного разделения и для его интенсифи-
кации необходимо обеспечение условий, аналогичных условиям ин-
тенсификации квазидиффузионного перемешивания. Действительно, 
увеличению коэффициента миграции способствует повышение «тем-
пературы» зернистой среды, сопровождаемое увеличением скорости 
флуктуации частиц и среднего расстояния между ними (порозности). 
Как уже отмечалось ранее, такой эффект повышения «температуры» 
зернистой среды может быть достигнут за счет увеличения скорости 
сдвига в условиях, обеспечивающих возрастание дилатансии среды. 

Вместе с тем, необходимым условием протекания процесса раз-
деления по механизму миграции является наличие градиента концен-
трации твердой фазы, как фактора, обеспечивающего соответствующее 
пространственное изменение расстояния между частицами. 

Таким образом, по результатам проведенного анализа можно сде-
лать общий вывод о том, что основным путем интенсификации про-
цессов тепломассопереноса, смешения и разделения в быстром грави-
тационном потоке зернистого материала является повышение «темпе-
ратуры» зернистой среды, которое достигается за счет увеличения 
скоростей сдвига в объеме слоя. Однако при этом необходимо учиты-
вать, чтобы при организации процессов тепломассопереноса и смеше-
ния высокие значения «температуры» достигались преимущественно 
за счет увеличения энергии взаимных перемещений частиц вследствие 
поперечного массопереноса. Выполнение этого условия обеспечивает-
ся при высоких значениях порозности слоя и скоростей флуктуаций 
частиц. 

Напротив, для повышения эффективности процессов разделения в 
быстром гравитационном потоке неоднородного зернистого материала 
необходимо, чтобы высокие значения «температуры» зернистой среды 
движущегося слоя достигались преимущественно за счет увеличения 
сдвиговой составляющей энергии взаимных перемещений частиц.  
Для выполнения же этого условия необходимо, чтобы увеличение ско-
рости сдвига в объеме слоя происходило без существенного увеличе-
ния его порозности. 

Кроме того, разделению частиц, приобретающих при столкнове-
ниях существенно различные скорости флуктуаций, способствует ор-
ганизация гравитационных течений с большими градиентами концен-
трации твердой фазы в поперечном сечении потока, что в определен-
ной мере эквивалентно условию высоких градиентов «температуры» 
зернистой среды в объеме слоя. 
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2.3.2. Переработка зернистых материалов методами соединения  
и разделения в быстрых гравитационных потоках 

 
В предыдущих разделах работы показано, что быстрое гравита-

ционное течение зернистых сред всегда сопровождается активным 
взаимодействием частиц, неизбежно вызывающим различные эффекты 
разделения и перемешивания. Неучет этих эффектов может привести к 
неожиданным последствиям, в том числе и к негативным. 

Например, у материала, который на большинстве этапов его об-
работки пребывает в относительно однородном состоянии, могут су-
щественно ухудшиться свойства на одной из завершающих вспомога-
тельных операций, иногда только косвенно связанной с основным тех-
нологическим процессом. К таким операциям относятся упаковка, 
транспортирование готового продукта к месту назначения или его вы-
грузка из бункера перед использованием. 

Вследствие таких особенностей быстрые сдвиговые гравитацион-
ные течения зернистых сред ставят соответствующие технологические 
и конструкторские задачи перед инженерами, занимающимися проек-
тированием и эксплуатацией оборудования для переработки сыпучих 
материалов [179, 180]. 

Принимая во внимание, что около половины всех производимых 
и перерабатываемых материалов являются сыпучими, становится яс-
ной необходимость учета закономерностей гравитационных течений 
зернистых сред при эксплуатации действующего и проектировании 
нового оборудования. 

В предыдущем разделе проведен анализ кинетики процессов раз-
деления и перемешивания при быстром гравитационном течении зер-
нистого материала в связи с энергией взаимных перемещений частиц, 
оцениваемой с помощью параметра, называемого «температурой» зер-
нистой среды. Результаты анализа позволяют определить взаимосвязь 
между отдельными составляющими энергии взаимных перемещений 
частиц и интенсивностью процессов их разделения и перемешивания. 
Первостепенное значение при этом приобретает вывод о том, что для 
интенсификации и процессов смешения и процессов разделения наи-
более значимым является повышение «температуры» зернистой среды, 
которое, очевидно, должно достигаться за счет увеличения скорости 
сдвига. Из литературных источников [37, 116] известно, что основным 
способом повышения скорости сдвига является увеличение угла на-
клона ската. 

Однако, при этом необходимо учитывать, что при организации 
процесса смешения увеличение скорости сдвига должно сопровож-
даться дилатансией гравитационного потока, что обеспечивает пре-
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имущественное возрастание составляющей энергии взаимных пере-
мещений частиц, обусловленной поперечным массопереносом. 

Результаты экспериментальных исследований [116] быстрых гра-
витационных течений на шероховатом скате свидетельствуют, что при 
определенных параметрах течения может наблюдаться интенсивное 
перемешивание частиц зернистых материалов. Этому в значительной 
степени способствует увеличение относительного угла наклона ската. 
Экспериментальные данные также свидетельствуют о том, что эффек-
ты взаимодействия частиц в потоке зернистой среды существенно за-
висят от высоты слоя материала на шероховатом скате. Например, 
увеличение угла при малых толщинах слоя приводит к активному 
взаимодействию частиц слоя с шероховатой подложкой и проникнове-
нию возникающих флуктуаций в центральную его часть. 

Анализ профилей скорости и порозности в гравитационных пото-
ках модельных материалов (см. табл. 2.2), полученных при различных  
углах наклона ската и высотах слоя, позволил авторам сделать вывод о 
том, что условия течения, благоприятные для перемешивания частиц, 
существуют при относительных углах 14,1...1,1sinsin 0 =αα  и относи-
тельной высоте слоя .12...8=dh  

При организации же процессов сепарации необходимо учитывать, 
что разделение неоднородных частиц происходит вследствие и ло-
кальной и пространственной неоднородности дисперсной среды.  
В связи с этим для интенсификации процессов разделения частиц уве-
личение скорости сдвига должно протекать либо без существенной 
дилатансии дисперсной среды, либо следствием дилатансии должно 
быть образование областей потока с высокими градиентами концен-
трации твердой фазы. При таких условиях в первом случае интенси-
фицируется сегрегация частиц по механизму сдвигового поточного 
разделения, а во втором – по механизму квазидиффузионного разделе-
ния (миграции). Во всяком случае, повышение «температуры» зерни-
стой среды за счет увеличения скорости сдвига при организации про-
цессов разделения в гравитационном потоке не должно приводить к 
образованию областей с высокими и одновременно однородными зна-
чениями дилатансии. Экспериментальные исследования [113, 116] по-
казывают, что такие условия достигаются либо при умеренных углах 
ската, равных (1,02…1,03) 0sin/sin αα , либо при более высоких углах 
в режиме поперечного аэрирования гравитационного потока, прижи-
мающего поток к подложке и тем самым ограничивающего его раз-
рыхление. 

Особый интерес для технологии сепарации неоднородных зерни-
стых материалов представляют режимы гравитационного течения, ха-
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рактеризующиеся высокими значениями «температуры» зернистой 
среды по объему слоя и интенсивным поперечным массопереносом.  
В таких режимах, ограниченных углами наклона ската и высотами 
слоя, обеспечивается образование в потоке зон с высокой концентра-
цией частиц и большими градиентами концентрации между ними.  
В этом случае, несмотря на то, что составляющая энергии взаимных 
перемещений частиц вследствие их поперечного массопереноса (вто-
рой член уравнения (2.20)) имеет относительно высокое значение, по-
перечная квазидиффузия в значительной мере является результатом 
противоточного перемещения неоднородных частиц. 

Таким образом, в определенных случаях, несмотря на абсолютное 
значение «температуры» зернистой среды, взаимное перемещение  
частиц может служить целям организации смешения компонентов  
и интенсификации процессов переноса в дисперсной среде, а в других – 
разделению неоднородных частиц. 

Согласно результатам исследований, представленных в работах 
[165, 170], высокие концентрации частиц в ядре гравитационных пото-
ков при высоких градиентах порозности в его приграничных областях 
наблюдаются при высотах слоя, соответствующих условию 8...6=dh , 
и углах наклона ската, соответствующих соотношению =αα 0sinsin  
= 1,08…1,12. В условиях течения, соответствующих указанному диа-
пазону параметров гравитационного потока, можно прогнозировать 
наиболее сильное проявление комплексов эффектов сдвигового поточ-
ного разделения и миграции. Названные эффекты обеспечивают в со-
вокупности сепарирование трудноразделимых смесей зернистых мате-
риалов [172, 181] по комплексу физико-механических свойств частиц. 
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3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ  
СТРУКТУРНО-КИНЕМАТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК  

И ЭФФЕКТОВ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ НЕОДНОРОДНЫХ ЧАСТИЦ 
ПРИ СДВИГОВОЙ ДЕФОРМАЦИИ ЗЕРНИСТОЙ СРЕДЫ 

 

 
3.1. ТЕХНИКА И РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ  

ПАРАМЕТРОВ ТЕЧЕНИЯ ЗЕРНИСТЫХ МАТЕРИАЛОВ  
В РЕЖИМЕ СДВИГОВЫХ ДЕФОРМАЦИЙ 

 

Переработка зернистых материалов в различных машинах и аппа-
ратах (например, каталитических реакторах, валковых смесителях) 
часто сопровождается сдвиговыми деформациями в зернистой среде, 
которые являются причиной эффектов перемешивания и сегрегации 
частиц. Перераспределение твердых частиц зернистой смеси, вызван-
ное этими эффектами, существенно влияет на кинетику технологиче-
ских процессов и на качество готовой продукции. 

В результате анализа литературных источников, приведенного  
в первой главе, установлено, что в настоящее время в общем случае  
не представляется возможным достаточно адекватно прогнозировать 
эффекты перемешивания и сегрегации частиц и учитывать их влияние 
при организации процессов, связанных с переработкой сыпучих мате-
риалов, сопровождающихся сдвиговыми деформациями. Это связано с 
отсутствием достаточно адекватной и универсальной модели механиз-
ма взаимодействия частиц, различающихся по комплексу физико-
механических свойств, в слое зернистого материала при сдвиговых 
деформациях, а также экспериментальными трудностями получения 
объекта исследования, адаптированного для исследования кинетики 
эффектов взаимодействия частиц в таких условиях. 

С целью устранения недостатков, присущих известным сдвиго-
вым ячейкам, в настоящей работе предложена оригинальная конструк-
ция экспериментальной установки для исследования эффектов взаимо-
действия частиц при сдвиговых деформациях в зернистой среде, схема 
и общий вид которой представлены на рис. 3.1 и 3.2. 

В разработанной конвейерной сдвиговой ячейке [151, 182, 183] 
обеспечиваются условия взаимодействия частиц в режиме длительного 
скользящего контакта друг с другом в широком диапазоне скоростей 
сдвига в процессе двухмерного сдвигового течения зернистой среды. 

Конвейерная ячейка для определения структурных и кинематиче-
ских характеристик деформируемого сыпучего материала (рис. 3.1) 
содержит желоб 1 с шероховатым основанием 2, ленточный конвейер 3 
с шероховатой бесконечной лентой 4, приводной 5 и натяжной 6 бара-
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баны, которые закреплены на раме 7, привод конвейера 8 и бункер 9 
для подачи исходного материала. Нижняя ветвь конвейера проходит  
в желобе 1 параллельно его основанию. Конвейер 3 установлен в же-
лобе 1 с возможностью поворота натяжного барабана 6 вокруг оси 
приводного барабана 5. Для регулирования угла наклона желоба и 
конвейера служит узел регулировки 10. 

Для обеспечения постоянного и равномерного зазора между ше-
роховатым основанием желоба и нижней ветвью ленты конвейера в 
слое зернистого материала над последней установлены направляющие 
ролики 11. Ограничение рабочего участка слоя сыпучего материала  
в желобе и его разделение на элементарные объемы обеспечивается с 
помощью торцевых задвижек 12, имеющих возможность поперечного 
перемещения в желобе вдоль его боковых стенок. 
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Рис. 3.1. Схема экспериментальной установки:  
1 – желоб; 2 – шероховатая подложка; 3 – ленточный конвейер;  

4 – шероховатая бесконечная лента; 5 – барабан конвейера приводной;  
6 – натяжной барабан; 7 – рама; 8 – привод; 9 – бункер исходного материала; 

10 – узел регулировки угла наклона желоба; 11 – направляющие ролики;  
12 – торцевые задвижки 
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Рис. 3.2. Общий вид установки 
 
Для обеспечения граничного условия прилипания частиц иссле-

дуемой среды дно канала и лента конвейера имеют шероховатость, 
равную половине диаметра соответствующих частиц. С той же целью 
на дне канала закреплена резинотканевая лента, на которой выполнены 
углубления размером в половину диаметра частиц. Тем самым обеспе-
чиваются условия прилипания частиц, контактирующих с верхней и 
нижней границами канала, с образованием зоны активного сдвига ме-
жду ними. За счет шероховатости основания желоба и ленты в слое 
зернистого материала создаются сдвиговые деформации, скорость ко-
торых изменяется путем изменения скорости движения ленты и угла 
наклона желоба. 

Модельными зернистыми материалами при проведении экспери-
ментальных исследований эффектов взаимодействия частиц при сдви-
говых деформациях были сферические керамические гранулы и стек-
лянный бисер со средними диаметрами частиц 6,6⋅10–3 м и 3,5⋅10–3 м, 
соответственно. Такие материалы были выбраны в связи с их механи-
ческой стойкостью к смятию и истиранию. 

Одной из проблем, с которыми пришлось столкнуться при вы-
полнении исследования, был выбор и подготовка модельной зернистой 
среды, обусловленные тем, что при взаимодействии частиц в потоке 
доминирующими являются эффекты, возникающие вследствие неод-
нородности размера и плотности. Поэтому подготовка модельного ма-
териала состояла в приготовлении смеси однородных по плотности, 
размеру и форме частиц. При этом были предъявлены достаточно вы-
сокие требования к однородности размера, сферичности и стабильно-
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сти свойств модельного материала, чтобы исключить влияние этих 
параметров на результаты эксперимента. 

Подготовка материала осуществлялась по следующей методике: 
1) выявление преобладающего диаметра исходного материала: 

всю массу материала разделяли на пять равных частей, для каждой 
части проводили по двадцать замеров диаметра частиц с помощью 
микрометра (микрометр МК 25-2, ГОСТ 6507–78, диапазон измерений 
0…25 мм, цена деления 0,01 мм, предел допускаемой погрешности 
±4 мкм) и путем подсчета среднего арифметического определяли зна-
чение среднего диаметра частиц; 

2) обеспечение равенства диаметров частиц зернистого материа-
ла: с помощью специально изготовленных сит с диаметрами отверстий 
на 0,05 мм больше и меньше диаметра, полученного на первом этапе, 
проведена ситовая классификация материала; 

3) отбраковка частиц, имеющих явно несферическую форму, ви-
зуальным методом. 

С использованием предложенной технологии были получены час-
тицы стеклянного бисера диаметром 0,053,5 ±  мм и керамические 
гранулы диаметром 0,056,6 ±  мм. 

Проведено изучение физико-механических свойств смеси и час-
тиц, необходимых для моделирования эффектов перемешивания и раз-
деления. Истинная ρ и насыпная нρ  плотности зернистой среды опре-
делены с использованием традиционных пикнометрических методов. 
Угол естественного откоса 0α  и коэффициент трения f модельных 
материалов определены по известной методике. В результате исследо-
вания получены характеристики физико-механических свойств частиц 
модельной зернистой среды, представленные в табл. 3.1. 

 
3.1. Характеристики физико-механических свойств частиц  

модельной зернистой среды 
 

Материал 

Эквива-
лентный 
диаметр 
db 10–3, м 

Фактор 
формы

Плотность 
частиц 

Угол  
естест-
венного 
откоса α0, 

град 

Коэффи-
циент 
трения f ρ, 

кг⋅м–3 
ρн, 

кг⋅м–3 

Стеклянный 
бисер 3,5 1 2537 1575 26 0,1 
Керрами-
ческие  
гранулы 6,6 1 2086 1251 36 0,44 
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Работы по подготовке к эксперименту включали следующие  
этапы: 

1)  экспериментальное определение скорости движения ленты 
конвейера, его наклон и толщину слоя сыпучего материала в желобе, 
при которых достигаются условия для возникновения достаточно об-
ширной области сдвига, охватывающей как можно большее число 
элементарных слоев частиц материала: толщину слоя материала в же-
лобе определяли, используя измерительную металлическую линейку, 
угол наклона α ленты транспортера устанавливали с помощью угло-
мера (угломер, тип 1, модель 2УМ, ГОСТ 5378–66, предел измерения 
0…180°, значение отсчета по нониусу 2 мин, основная погрешность 
±2 мин), время деформации измеряли секундомером; добивались зна-
чений перечисленных параметров, при которых величина сдвиговых 
деформаций максимальна; 

2)  с использованием индикаторного метода исследовали харак-
теристики течения монодисперсных материалов при сдвиговых де-
формациях в ячейке сдвига. В качестве индикатора были использова-
ны окрашенные микродобавками туши частицы этих материалов (при 
этом не происходило существенного изменения свойств модельных 
материалов). 

Экспериментальные исследования проводили при импульсном 
вводе индикатора в одну из элементарных ячеек канала (рис. 3.3) и 
неизменных условиях сдвига для каждой из зернистых сред [184]. 
Первоначально конвейер и желоб устанавливали под определенным 
углом α наклона к горизонту. Затем включали привод конвейера, и 
сыпучий материал из бункера транспортировался в рабочее простран-
ство между подложкой желоба и нижней ветвью конвейера. После вы-
хода установки на стационарный режим привод выключали. Ленту 
поворотом конвейера вокруг оси барабана отводили от слоя материала 

  

 
 

Рис. 3.3. Схема импульсной загрузки индикатора:  
1 – отсекатель; 2 – индикатор; 3 – шероховатая лента; 4 – основание желоба 

Рабочая зона 42

13
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и в образовавшийся зазор на определенном участке желоба в слой вво-
дили некоторое количество частиц индикатора. Конвейер устанавливали 
в прежнее положение и вновь включали привод. После прохода нижней 
ветви ленты конвейера пути, соответствующего длине рабочего участка 
желоба, привод выключали и фиксировали время t деформации сдвига. 
С помощью заслонок 12 (см. рис. 3.1) в желобе выделяли рабочий уча-
сток слоя зернистого материала, и желоб с материалом снимали. 

Выделенный участок материала анализировали по распределению 
индикатора по объему рабочей зоны желоба (рис. 3.4). Для этого с по-
мощью пластин-отсекателей 1 слой материала делили на равные по 
длине ячейки и вакуумным пробоотборником 2 из них послойно отби-
рали пробы материала, которые взвешивали на весах (ВЛК-500, предел 
взвешивания 0…500 г, предельная погрешность 0,5 г). Далее из проб 
отбирали частицы индикатора, взвешивали, и определяли содержание 
частиц индикатора в пробах. 

В результате экспериментального исследования получали распре-
деление частиц индикатора по длине l и толщине h слоя материала в 
желобе. Затем по экспериментальным данным определяли среднеста-
тистическую координату смещения частиц индикатора в каждом i-м 
элементарном подслое 

 

∫=Δ
l

i
i

i dxxc
lc

x
0

)(1 ,                                     (3.1) 

 

где ixΔ  – среднестатистическая координата смещения частиц индика-
тора в i-м элементарном подслое; )(xci  – текущая концентрация инди-
катора; ic  – средняя концентрация индикатора в i-м элементарном 
подслое; l – длина зоны деформации, соответствующей стационарным 
условиям потока в канале. 

 

 
 

Рис. 3.4. Схема отбора проб материала:  
1 – отсекатель; 2 – вакуумный пробоотборник; 3 – слой зернистого материала 

3
1 2
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По известной координате смещения частиц индикатора ixΔ , со-
ответствующей стационарным условиям потока, и времени этого сме-
щения t (равно времени деформации) определяли среднюю скорость 
движения частиц материала в i-м элементарном подслое как txu ii /Δ= . 
По полученным данным строили профиль скорости частиц по толщине 
слоя сыпучего материала )(yfu =  (рис. 3.5). Дифференцированием 
полученного профиля вычисляли скорость сдвига по толщине слоя 

сыпучего материала )( yf
dy
du

=  (рис. 3.6). 
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Рис. 3.5. Профиль скорости керамических гранул при 
различных скоростях ленты (υл = 0,013, м⋅с–1 (1); 0,019, м⋅с–1 (2)) 
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Рис. 3.6. Профиль скорости сдвига керамических гранул при различных 
скоростях ленты (υл = 0,013, м⋅с–1 (1); 0,019, м⋅с–1 (2)) 
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Одновременно со скоростью движения частиц материала оцени-
вали структурную характеристику деформируемого слоя материала в 
канале – порозность ε, измеряя ее по элементарным слоям потока.  
С этой целью определяли массу материала, взятого из каждого  
i-го элементарного подслоя, и объем данного подслоя. Затем по из-
вестной формуле вычисляли порозность iε  каждого элементарного  
подслоя деформированного материала: 

 

i

i
i V

VV

сл

мiслε −
= ,                                        (3.2) 

 

где iVсл  – объем i-го элементарного подслоя; iVм  – объем материала  
в i-м подслое. 

Результаты исследования порозности слоя деформированного ма-
териала, представленные на рис. 3.7, свидетельствуют о существенном 
ее изменении по толщине слоя [185, 186]. 

На следующем этапе работы проведены исследования динамики 
течения зернистой среды на конвейерной сдвиговой ячейке. Исследо-
вания проведены при различных скоростях ленты лυ  конвейера и уг-
лах наклона желоба к горизонту α. В качестве модельного материала 
использовали керамические гранулы. При этом один из указанных па-
раметров фиксировался, а другой изменялся в определенном интерва-
ле. Наиболее интенсивные сдвиговые деформации в слое зернистого 
материала, охватывающие наибольший объем слоя, наблюдались при 
скорости движения ленты υл = 0,019 м⋅с–1 и угле наклона α = 20°. 
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Рис. 3.7. Изменение профиля порозности по толщине слоя 
сыпучего материала (керамика – 1, бисер – 2) 
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Рис. 3.8. Профили скорости сдвига по толщине слоя сыпучего материала 
(керамические гранулы – 1, бисер – 2) 

 
Анализ экспериментальных данных по распределению частиц ин-

дикатора в слое зернистого материала показал, что на рабочем участке 
слоя сыпучего материала имеют место достаточно интенсивные сдви-
говые деформации, вследствие чего происходило перераспределение 
частиц индикатора по всему объему рабочего участка слоя при α = 20° 
и υл = 0,019 м⋅с–1 (рис. 3.8 и 3.9). Этот факт свидетельствует о возмож-
ности использования разработанной конструкции экспериментальной 
установки и методики проведения исследований при описании эффек-
тов взаимодействия частиц зернистого материала при сдвиговых де-
формациях. 

Аналогичные экспериментальные исследования проведены на 
другом модельном материале – частицах стеклянного бисера. На ри-
сунке 3.8 представлены профили скорости – кривые изменения скорости 
сдвига по толщине слоя модельных материалов. Максимальная скорость 
сдвига наблюдается в непосредственной близости к движущейся шеро-
ховатой ленте. По мере удаления от нее вглубь слоя зернистого мате-
риала интенсивность сдвига уменьшается и в непосредственной близо-
сти к шероховатому основанию становится равной нулю. В соответст-
вии с этими характеристиками деформирующегося слоя изменяется и 
профиль порозности по толщине слоя зернистого материала. В областях 
потока, характеризующихся высокими значениями скорости сдвига, 
закономерно наблюдаются более высокие значения порозности. 

Достаточно интенсивные сдвиговые деформации наблюдаются 
при использовании обоих модельных материалов. При этом сдвиговым 
деформациям подвергается объем, охватывающий более семи элемен-
тарных слоев соответствующих материалов. Анализ зависимостей по-
розности от скорости сдвига )(ε dyduf=  (рис. 3.9) при различной  
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Рис. 3.9. Зависимость порозности от скорости сдвига: 
угол наклона α = 20°,  

скорость ленты конвейера υл = 0,013 м⋅с–1 (1) и υл = 0,026 м⋅с–1 (2) 
 

скорости движения ленты конвейерной ячейки позволяет заключить, 
что порозность слоя увеличивается не только при увеличении скорости 
сдвига, но и с возрастанием скорости ленты, что объясняется измене-
нием условий заполнения канала исходным материалом [185]. 

 
3.2. ЭФФЕКТЫ ПЕРЕМЕШИВАНИЯ И РАЗДЕЛЕНИЯ ЧАСТИЦ 

ПРИ СДВИГОВОЙ ДЕФОРМАЦИИ  
ЗЕРНИСТЫХ МАТЕРИАЛОВ 

 

По методике, описанной в предыдущем разделе, на конвейерной 
сдвиговой ячейке проведены исследования процесса смешивания час-
тиц при сдвиговых деформациях зернистой среды при фиксированных 
значениях скорости ленты лυ  конвейера и угле наклона желоба к го-
ризонту α. В качестве модельных материалов использовали керамиче-
ские гранулы диаметром 6,6⋅10–3 м и частицы стеклянного бисера диа-
метром 3,5⋅10–3 м. 

Процесс смешивания частиц монодисперсных материалов при 
сдвиговых деформациях в ячейке сдвига исследовали с использовани-
ем индикаторного метода. В качестве индикатора использовали окра-
шенные микродобавками туши частицы модельных материалов. В ре-
зультате анализа отобранных проб на содержание частиц индикатора 
получено распределение концентрации c по длине l и толщине слоя h 
керамических гранул (рис. 3.10 и 3.11) [184] и частиц стеклянного би-
сера (рис. 3.12 и 3.13). Из этих результатов следует, что перемешива-
ние частиц осуществляется по всей исследуемой толщине слоя мате-
риала. Причем наиболее интенсивное перемешивание частиц наблюда-
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ется в слоях материала, расположенных в непосредственной близости 
к движущейся ленте, что объясняется более высокими скоростями 
сдвига в этой области потока. 
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у·102, м 
х·102, м 

  
 

Рис. 3.10. Распределение концентрации с частиц индикатора по длине x 
и толщине y слоя керамических гранул d = 6,6⋅10–3 м  

при υл = 0,019 м⋅с–1, α = 20° 
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Рис. 3.11. Распределение концентрации индикатора по длине слоя  
керамических гранул d = 6,6⋅10–3 м при υл = 0,019 м⋅с–1, α = 20°: 

1 – 4 – номер элементарного подслоя 
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y·102, м х·102, м
 

 
Рис. 3.12. Распределение концентрации с частиц индикатора по длине (x)  

и толщине (y) слоя стеклянного бисера d = 3,5⋅10–3 м  
при υл = 0,019 м⋅с–1, α = 20° 
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Рис. 3.13. Распределение концентрации индикатора по длине слоя  
стеклянного бисера d = 3,5⋅10–3 м при υл = 0,019 м⋅с–1, α = 20°: 

1 – 7 – номер элементарного подслоя 
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Кроме того, анализ кривых распределения концентрации частиц 
материала по длине желоба, приведенных на рис. 3.11 и 3.13, показы-
вает, что перемешивание частиц стеклянного бисера происходит более 
интенсивно по сравнению с керамическими гранулами. Очевидно, это 
является следствием относительно более интенсивных сдвиговых де-
формаций для этого материала. 

На следующем этапе работы на конвейерной сдвиговой ячейке 
(см. рис. 3.1) проведены исследования процесса разделения частиц при 
сдвиговых деформациях зернистой среды. Экспериментальные иссле-
дования процесса сегрегации частиц при сдвиговых деформациях зер-
нистой среды в проведены по методике, описанной в предыдущем раз-
деле, и при фиксированных значениях скорости ленты лυ  конвейера и 
угла наклона желоба к горизонту α. При этом в качестве модельных 
зернистых материалов использованы керамические гранулы диамет-
ром 3106,6 −⋅=bd  м и частицы стеклянного бисера диаметром 

3105,3 −⋅=bd  м, а в качестве индикатора – окрашенные частицы этих 

материалов диаметром 3104,4 −⋅=td  м и 3101,3 −⋅=td  м, соответственно. 
Экспериментальные исследования проведены при импульсном 

вводе индикатора и постоянных параметрах сдвига для каждой из зер-
нистых сред. В результате анализа отобранных проб на содержание 
частиц индикатора получено распределение концентрации c по длине l 
и толщине слоя h керамических гранул (рис. 3.14 и 3.15) [184] и частиц 
стеклянного бисера (рис. 3.16 и 3.17). 
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Рис. 3.14. Распределение концентрации контрольных частиц (dt = 3,1⋅10–3 м) 
по длине слоя стеклянного бисера (db = 3,5⋅10–3 м) при υл = 0,019 м⋅с–1, α = 20°: 

1 – 7 – номер элементарного подслоя  
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Рис. 3.15. Распределение концентрации с контрольных частиц (dt = 3,1⋅10–3 м) 
по длине (x) и толщине (y) слоя стеклянного бисера (db = 3,5⋅10–3 м), 

при υл = 0,019 м⋅с–1, α = 20° 
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Рис. 3.16. Распределение концентрации контрольных частиц (dt = 4,4⋅10–3 м) 
по длине слоя керамических гранул (db = 6,6⋅10–3 м)  

при υл = 0,019 м⋅с–1, α = 20°: 
1 – 4 – номер элементарного подслоя  

 с, кг/кг-1

 

 у×103, м 

 х×102, м



 122

 
 

Рис. 3.17. Распределение концентрации с контрольных частиц (dt = 4,4⋅10–3 м) 
по длине (l) и толщине (h) слоя керамических гранул (db = 6,6⋅10–3 м)  

при υл = 0,019 м⋅с–1, α = 20° 
 
Результаты экспериментальных исследований показывают, что 

наиболее интенсивное перераспределение частиц происходит в цен-
тральных слоях потока материала. В то же время периферийные слои 
характеризуются минимальным содержанием частиц индикатора. 

Очевидно, это объясняется активным влиянием на поток мате-
риала движущейся шероховатой ленты конвейера (первый подслой) и 
минимальной скоростью сдвига в непосредственной близости к осно-
ванию канала (последние подслои). 
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4. АНАЛИЗ ПРОЦЕССОВ РАЗДЕЛЕНИЯ (СЕГРЕГАЦИИ)  
И СМЕШИВАНИЯ ЧАСТИЦ ПРИ СДВИГОВОЙ ДЕФОРМАЦИИ 

ЗЕРНИСТОЙ СРЕДЫ 
 

 
4.1. КИНЕТИКА И МОДЕЛИРОВАНИЕ 

ПРОЦЕССА СМЕШИВАНИЯ ЧАСТИЦ ЗЕРНИСТОЙ СРЕДЫ 
В УСЛОВИЯХ СДВИГОВОЙ ДЕФОРМАЦИИ 

 

Эффект перемешивания используется как технологическая опера-
ция для интенсификации тепломассообменных процессов и организа-
ции процесса смешивания. Технологической целью процесса смеши-
вания является получение смеси с равномерным распределением каж-
дого компонента на любом участке объема. Для интенсификации сме-
шивания компонентам надо сообщить такие движения, чтобы их тра-
ектории имели возможно большее число пересечений и встречных 
движений. В общем случае сдвигового течения движение микрообъе-
мов и частиц могут быть поступательными, колебательными и враща-
тельными. При сдвиговых деформациях зернистой среды (в отличие от 
быстрых сдвиговых) частицы перемещаются при длительных контак-
тах друг с другом, и геометрия деформированного объема остается 
неизменной после снятия напряжений, вызвавших деформацию. Коле-
бательной составляющей движения частиц при этом представляется 
возможным пренебречь. 

Для аналитического описания процесса смешивания дисперсных 
материалов широко используется диффузионная модель [187]. Урав-
нение кинетики смешивания обычно формулируется при этом в виде 
закона диффузии Фика [60, 86] 

 

cDjm gradдиф−= .                                      (4.1) 
 

Основные трудности на пути такого описания возникают при оп-
ределении величины коэффициента квазидиффузионного перемеши-
вания. В работе [98] предложено определять коэффициент квазидиф-
фузии при сдвиге зернистой среды на базе теоретической модели 
Эйнштейна броуновского движения частиц с учетом скорости сдвига, 
размера частиц и экспериментальных значений дисперсии распределе-
ния частиц индикатора. Очевидно, что прогностические свойства тако-
го метода весьма ограничены и, кроме того, при его реализации без 
внимания остается важный микроструктурный параметр среды – по-
розность. Необходимость учета доли свободного пространства в зер-
нистой среде представляется чрезвычайно важной, поскольку послед-
няя определяет взаимную подвижность частиц в среде. Исследования, 
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проведенные в предыдущей главе работы, свидетельствуют о сущест-
венной структурной неоднородности среды вследствие зависимости 
порозности от скорости сдвига [188]. 

Для прогнозирования коэффициента квазидиффузионного пере-
мешивания в быстром сдвиговом потоке в работе [60] использована 
аналогия между зернистой средой при быстром сдвиге и плотным га-
зом с применением понятий длины свободного пробега частиц и ско-
рости их флуктуаций. Для неэластичных сферических частиц длина 
свободного пробега принята равной среднему расстоянию между час-
тицами s, а скорость флуктуаций V ′  определена с учетом структур-
ных, кинематических параметров среды и энергии, диссипируемой при 
столкновении частиц. Коэффициент квазидиффузионного перемеши-
вания вычисляется как 

 

VsD ′=
2
1

диф .                                         (4.2) 
 

В настоящей работе эти модельные представления используются 
для определения коэффициента квазидиффузии частиц в стесненных 
условиях взаимодействия, которые наблюдаются при сдвиговом тече-
нии зернистой среды с умеренными и малыми скоростями сдвига, со-
ответствующими сдвиговым деформациям зернистых сред [189, 190]. 

При малых значениях скорости сдвига, даже при относительно 
невысоких значениях нормального напряжения, порозность зернистой 
среды, состоящей из частиц, близких по форме к сферическим, не пре-
вышает величины 0,5 [21]. При таких концентрациях частиц в сдвиго-
вом потоке между ними устанавливается некоторый ближний порядок, 
и зоны сдвига располагаются преимущественно между элементарными 
слоями, расстояние l между которыми определяется в зависимости от 
порозности и среднего размера частиц d как 

 

bdl = ,                                              (4.3) 
 

где 
33,0

)ε1(6
π

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=b  – геометрический параметр. 

Среднее расстояние между частицами вычисляется как 
 

,1
0

d
b
bs ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=                                          (4.4) 

 

где 0b  – значение параметра b при минимально возможной порозности 
среды 0ε . Для однородных сферических частиц =0ε 0,2595. 
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Рис. 4.1. К определению параметров сдвигового течения  

однородных частиц зернистой среды при сдвиговой деформации 
 
При сдвиговой деформации дисперсной среды в таких условиях 

взаимодействия частиц (рис. 4.1) возникает их поперечный массопере-
нос [26, 106], обусловленный наличием поперечной составляющей 
относительной скорости движения частиц. 

Эта составляющая возникает в результате «наката» частицы эле-
ментарного слоя, движущегося с относительно высокой скоростью, на 
частицы соседнего элементарного слоя, движущегося с меньшей ско-
ростью. В случае однородной зернистой среды наиболее вероятен од-
новременный контакт быстрой частицы с двумя частицами медленно 
движущегося элементарного слоя (рис. 4.2). 

В результате такого контакта возникает поперечная составляю-
щая скорости движения контрольной частицы, которая становится им-
пульсом к хаотическому перераспределению частиц в потоке зерни-
стой среды, формально аналогичному диффузионному перемешива-
нию сред на молекулярном уровне. 

 
 

bd 

2s 

uп 

ui 

ui+1 

 
 

Рис. 4.2. Схема взаимодействия однородных частиц смежных слоев  
при сдвиге зернистой среды в стесненных условиях 
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Если предположить, что в зоне контакта двух элементарных слоев 
сдвигового течения в направлении x среднее значение скорости сдвига 
равно dy

du , то средняя относительная скорость частиц этих смежных 

слоев оu  будет равна 
 

.о dy
dubdu =                                            (4.5) 

 

С учетом геометрии системы поперечная составляющая скорости 
в относительном движении частиц в этих слоях может быть вычисле-
на как 

 

.
4

πsinоп ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
d

sduu                                      (4.6) 

 

В соответствии с моделью квазидиффузионного перемешива-
ния [60] коэффициент квазидиффузии можно вычислить по аналогии 
с (4.2) 
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=                             (4.7) 

 

Тогда поток квазидиффузионного перемешивания частиц в на-
правлении, поперечном направлению сдвига, будет определяться вы-
ражением 

 

нп ρ
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y
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Таким образом, коэффициет квазидиффузионного перемешивания 
в сдвиговом потоке неэластичных сферических частиц определяется 
как функция скорости сдвига, размера частиц и порозности в потоке 
частиц. Если учесть, что параметры сдвигового потока (скорость сдви-
га, порозность) существенно зависят от физико-механических свойств 
частиц, то становится очевидным влияние этих свойств на интенсив-
ность перемешивания. 

В результате анализа экспериментальных данных представилось 
возможным дать математическое описание эффекта перемешивания и 
конвекционного перемещения частиц зернистой среды при сдвиговых 
деформациях. 
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В дальнейшем, полагая, что перемешивание среды в направлении 
сдвига определяется, в основном, конвекционной составляющей пере-
мещения частиц, уравнение динамики распределения частиц в двух-
мерном установившемся сдвиговом потоке в отсутствие эффекта сег-
регации будем формулировать в следующем виде [191, 192]: 
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                      (4.9) 

 

Уравнение (4.9) интегрируется численным методом при гранич-
ных условиях, определяющих отсутствие диффузионных потоков час-
тиц через границы движущегося слоя: 

 

0
,0

диф =
∂
∂

= hyy
сD , 

н),,0( ctyc = , 
 

и начальном условии, определяющем распределение контрольных час-
тиц в потоке, соответствующем случаю импульсного ввода индикатора: 
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где сн – начальная концентрация индикатора; xк – длина рабочего участ-
ка канала, используемого для импульсного ввода контрольных частиц. 

Проверка адекватности разработанной модели динамики распре-
деления частиц в двухмерном установившемся сдвиговом потоке про-
ведена путем сравнения результатов моделирования процесса смеши-
вания с экспериментальными данными, полученными в режиме сдви-
говых деформаций однородных зернистых сред на конвейерной сдви-
говой ячейке (см. рис. 3.1) по методике, описанной в главе 3. В качест-
ве модельных зернистых материалов использованы керамические гра-
нулы диаметром 3106,6 −⋅  м и частицы стеклянного бисера диаметром 

3105,3 −⋅  м, а в качестве индикатора − окрашенные частицы этих мате-
риалов. Использование в качестве красящего вещества микродобавок 
туши практически исключило изменение физико-механических 
свойств частиц при окрашивании. Экспериментальные исследования 
проведены при импульсном вводе индикатора и неизменных условиях 
сдвига для каждой из зернистых сред. 
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В результате анализа отобранных проб на содержание частиц ин-
дикатора получено распределение концентрации c по длине x и тол-
щине слоя y керамических гранул (см. рис. 3.10 и 3.11) [186] и частиц 
стеклянного бисера (см. рис. 3.12 и 3.13). Аналогичные функции рас-
пределения концентрации частиц индикатора по толщине зернистого 
материала для соответствующих участков слоя при фиксированных 
параметрах потока получены в результате численного решения урав-
нения (4.9) динамики распределения частиц в двухмерном установив-
шемся потоке. Значение коэффициента квазидиффузионного переме-
шивания дифD , необходимое для моделирования процесса, определено 

расчетным путем в соответствии с выражением (4.7) и использованием 
результатов экспериментального исследования динамики сдвига по 
методике, изложенной в главе 3. На рисунках 4.3 и 4.4 представлены 
экспериментальные и расчетные поля концентрации частиц индикато-
ра в потоке керамических гранул и частиц стеклянного бисера при 
аналогичных условиях организации сдвигового течения для каждой из 
зернистых сред, позволяющие сделать вывод о том, что расчетные 
значения достаточно хорошо как качественно, так и количественно 
соответствуют экспериментальным данным. 

Адекватность уравнения динамики распределения частиц в двух-
мерном сдвиговом потоке проверена путем статистической оценки 
степени расхождения расчетных и экспериментальных результатов. 
Методом оценки степени различия дисперсии экспериментальных ре-
зультатов (дисперсии воспроизводимости) и дисперсии прогнозируе-
мых значений (дисперсии адекватности) концентрации частиц индика-
тора с доверительной вероятностью 95% сделан вывод об адекватно-
сти предложенного уравнения динамики смешивания частиц при сдви-
говых деформациях зернистого материала. Адекватность прогнози-
руемых и экспериментальных результатов имеет место для модельных 
материалов с существенно различными физико-механическими свой-
ствами. 

Среднее квадратичное отклонение прогнозируемых профи- 
лей концентрации от экспериментально полученных в среднем по  
приведенным результатам исследования составляет 7%. Таким обра-
зом, результаты статистического анализа свидетельствует о том,  
что уравнение динамики распределения частиц в сдвиговом по- 
токе характеризуется относительно высокими прогностическими свой-
ствами. 
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4.2. КИНЕТИКА СЕГРЕГАЦИИ ЧАСТИЦ И МЕТОД  
ОПРЕДЕЛЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТА СКОРОСТИ ПРОЦЕССА 
ПРИ СДВИГОВЫХ ДЕФОРМАЦИЯХ ЗЕРНИСТОЙ СРЕДЫ 

 

Сдвиговое течение является наиболее общей формой движения 
дисперсных сред, сопровождающееся интенсивным перемещением 
частиц. Даже поршневое течение такого рода сред представляет собой 
не более как одну из идеализированных форм движения, которая на 
практике в той или иной мере сопряжена со сдвиговыми перемеще-
ниями частиц. 

Сегрегация при сдвиговом течении зернистой среды влияет на 
кинетику многих природных явлений, тепломассообменных и гидро-
механических процессов, а также на качество продукта. В связи с этим 
важно уметь прогнозировать соответствующие эффекты сегрегации. 
Однако, несмотря на то, что эффекты сегрегации известны с давних 
времен и, более того, многие сотни лет используются человеком в хо-
зяйственной деятельности, например, при очистке зерна и круп, добы-
че золотого песка, по мнению профессора Сэвиджа, процесс научного 
познания этого физического явления находится только в самой на-
чальной стадии [17]. Одна из основных причин такого положения за-
ключается в том, что при внешней кажущейся простоте явления сегре-
гации его физические механизмы чрезвычайно сложны и многообраз-
ны. Например, автор работы [88], анализируя только один случай се-
грегации частиц при образовании насыпи, выделяет восемь основных 
механизмов разделения. 

По этой причине в настоящее время важно разрабатывать матема-
тическое описание сегрегации для наиболее общих случаев движения 
зернистых материалов с использованием универсальных механизмов. 
Одним из таких механизмов является механизм сдвигового поточного 
разделения. Он проанализирован в первой главе для случая использо-
вания его при математическом описании сегрегации в быстром сдви-
говом потоке зернистых материалов, различающихся по комплексу 
физико-механических свойств частиц. 

С учетом высоких прогностических свойств соответствующей 
математической модели, позволяющей осуществить оценку влияния 
комплекса свойств частиц (размера, плотности, шероховатости, упру-
гости) и структурно-кинематических характеристик потока (скорости 
сдвига, порозности) на динамику сегрегации, в настоящей работе 
предпринята попытка разработки математического описания сегрега-
ции при сдвиге зернистой среды в стесненных условиях, соответст-
вующих умеренным и малым скоростям деформации, на базе меха-
низма сдвигового поточного разделения. 
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В соответствии с этим механизмом разделение частиц, разли-
чающихся по комплексу свойств, может иметь место в сдвиговых по-
токах зернистых материалов при достаточно высоких концентрациях 
твердой фазы ( 0,25ε1 >− ) [26], что позволяет предположить возмож-
ность разработки на его базе математического описания сегрегации в 
условиях медленного сдвига с достаточно высокими прогностически-
ми свойствами. 

Механизм сдвигового поточного разделения [26] полагает, что 
при 0,75ε <  сдвиговые деформации зернистой среды сопровождаются 
преимущественно послойным движением частиц вблизи поверхностей 
сдвига. При этом частицы, отличающиеся по свойствам от среднеста-
тистических частиц среды (например, по размеру или плотности), вно-
сят возмущение в ближний порядок расположения частиц и, тем са-
мым, становятся концентраторами избыточных напряжений. Как след-
ствие, в непосредственной близости от таких контрольных частиц об-
разуются агрегаты частиц среды, при взаимодействии с которыми кон-
трольные частицы получают импульс, обеспечивающий их переход в 
тот или иной элементарный слой сдвигового потока. 

Например, крупная частица B (рис. 4.5) в результате взаимодейст-
вия с быстродвижущимся со скоростями iu  и 1+iu  частицами А смежно-
го элементарного слоя 1+i  и 2+i  стремится ускорить свое движение. 

Вследствие этого она оказывает расклинивающее воздействие на 
медленно движущиеся частицы и при «накатывании» на них приобретает 
опору с осью вращения, проходящей через контактные точки (рис. 4.6)  
с двумя такими частицами. Направление перемещения контрольной 
частицы будет зависеть от баланса моментов сил, действующих на нее 
относительно оси, проходящей через опорные контактные точки. 
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Рис. 4.5. К определению опорных контактов взаимодействия 

неоднородных частиц в сдвиговом потоке 
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Рис. 4.6. Схема образования опорных контактов O'O'' 
контрольной частицы В с частицами среды 

 
В рассматриваемом случае сдвиговые напряжения генерируются 

в результате длительных контактов частиц, взаимодействующих через 
поверхность сдвига [193]. В отсутствие ударных импульсов при взаи-
модействии частиц основными силами, определяющими динамику 
взаимодействующих тел, будут силы трения F (скольжения, качения)  
и тяжести G. Моменты от названных сил рассчитываются по форму-
лам (1.51) и (1.52) соответственно. 

Следует отметить, что выражение (1.52) для расчета момента си-
лы тяжести, действующей на контрольную частицу, не изменяет сво-
его вида, чего нельзя сказать о выражении (1.51). Это объясняется тем, 
что силы трения, возникающие при относительно длительном контакте 
частиц в стесненных условиях взаимодействия, вызваны не ударными 
импульсами, а «сухим» Кулоновским трением при сдвиговой дефор-
мации зернистой среды. 

Ранее [26] при выводе уравнения (1.51) принят во внимание по-
слойный характер движения частиц в сдвиговом потоке, что позволило 
предположить расположение контактных точек контрольной частицы с 

частицами смежного i-го слоя на дуге iL  длиной 22π iyR − , лежащей 
в плоскости const== iyy  (рис. 4.6). Очевидно, что в рассматриваемых 
условиях взаимодействия частиц при среднем расстоянии между ними, 
равном s, расположение контактных точек и направление векторов сил 
трения в них (рис. 4.6) остается таким же, как и при быстром сдвиге [26], 
но изменяется модуль названных сил. В таком случае, приняв, что мо-
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дуль сил трения пропорционален сдвиговому напряжению, получено 
выражение для расчета момента результирующей силы трения относи-
тельно «мгновенной» оси вращения OO ′′′,  в следующем виде [193]: 

 

( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

−
−= τ γsin

2
tgα

2ε16
πγsin1

2
γcos

2
πσ 3

DDDDM F .    (4.10) 

 

В результате представляется возможным по аналогии с (1.45)  
и (1.53) вычислить суммарный избыточный момент сил, действующих 
на контрольную частицу, и использовать его при кинетическом расче-
те сегрегации по механизму сдвигового поточного разделения: 

 

( ) ( ),000 FGFG MMMMMMM +−+=−=Δ               (4.11) 
 

где M и 0M  – сумма моментов сил тяжести GM  и трения FM , дейст-
вующих, соответственно на контрольную частицу и частицу условно 
однородной среды при образовании опорного контакта с мгновенной 
осью вращения. 

Однако, в отличие от случая быстрого сдвигового течения, полу-
ченные значения MΔ  не позволяют использовать их в качестве движу-
щей силы процесса сегрегации. Во-первых, это связано с тем, что ско-
рость сегрегации, определяемая в соответствии с выражением (1.46), 
оказывается пропорциональной модулю избыточного момента, а, сле-
довательно, и величине сдвиговых напряжений. Экспериментальные 
же исследования, проведенные Бриджуотером [86], а также наши ис-
следования свидетельствуют о весьма незначительной зависимости 
скорости сегрегирования одиночных частиц от величины напряжений. 
Во-вторых, движущая сила при выражении ее исключительно в виде 
избыточного момента MΔ  не учитывала бы влияние скорости сдвига 
на сегрегацию, что, очевидно, противоречит физической природе яв-
ления, поскольку при нулевой скорости сдвига сегрегация отсутствует 
и ее скорость увеличивается с увеличением скорости сдвига [86]. 

С учетом изложенного в настоящей работе предложено использо-
вать в качестве движущей силы PΔ  процесса сегрегации произведение 
относительной величины избыточного момента сил и относительной 
скорости взаимодействующих частиц в направлении сдвига. Для слу-
чая взаимодействия частиц двух смежных слоев выражение движущей 
силы будет иметь вид 

,
0

0
оо dy

dubd
М
ММuMP −

=Δ=Δ                          (4.12) 
 

где оMΔ  – относительная величина избыточного момента; оu  – отно-
сительная скорость взаимодействующих частиц. 
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Для случая контакта контрольной частицы с частицами более чем 
одного соседнего слоя движущая сила будет определяться в результате 
«послойного» суммирования соответствующих произведений относи-
тельных моментов сил и относительных скоростей движения. 

В соответствии с предложенным выражением движущей силы 
уравнение кинетики сегрегации при сдвиговых деформациях записано 
в следующем общем виде [193 – 195]: 

 

∑ Δ=Δ=
n

i
iisss uMcKPcKj ),(ρρ ,о,онн                      (4.13) 

 

где sj − поток сегрегации; sK − коэффициент сегрегации; ni ....1=  − 
порядковый номер элементарного слоя частиц, взаимодействующих  
с контрольной частицей. 

При такой формулировке закона сегрегации коэффициент сегре-
гации будет определять соотношение скоростей относительного пере-
мещения неоднородных частиц в поперечном и продольном (в направ-
лении сдвига) направлениях в расчете на единицу избыточного относи-
тельного момента сил, действующих на контрольную частицу в сдвиго-
вом потоке зернистой среды. В соответствии с этим коэффициент сегре-
гации является безразмерной кинетической характеристикой, опреде-
ляющей склонность тех или иных частиц к сегрегированию. Относи-
тельная величина избыточного момента сил ( ) 00о / MMMM −=Δ  при 
такой формулировке закона сегрегации приобретает физический 
смысл фактора разделения. 

С другой стороны, скорость и направление перемещения кон-
трольных частиц зависят от направления и величины относительного 
избыточного момента сил тяжести и трения, а также величины скоро-
сти сдвига. При этом учитывается влияние на скорость сегрегации 
размера, плотности и качества поверхности (коэффициента трения) 
частиц. При анализе кинетического уравнения (4.13) возникает вопрос 
о характере зависимости скорости сегрегации от скорости сдвига, ко-
торая, на первый взгляд, может показаться линейной. Однако деталь-
ный анализ уравнения (4.13) позволяет предположить нелинейный 
характер зависимости скорости сегрегации от скорости сдвига, с уче-
том которой определяется сдвиговая составляющая относительной 
скорости. Это объясняется корреляцией между скоростью сдвига и 
относительным избыточным моментом сил оMΔ , действующим на 
контрольную частицу. Такая корреляция обусловлена ранее установ-
ленной зависимостью между скоростью сдвига и порозностью. Нали-
чие указанной взаимосвязи позволяет прогнозировать увеличение ско-
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рости сегрегирования с увеличением скорости сдвига по нелинейной 
зависимости с показателем нелинейности выше единицы, поскольку  
с увеличением скорости сдвига возрастает и порозность, и избыточный 
момент сил. 

С целью предварительной проверки прогностических свойств 
уравнения (4.13) проведено экспериментальное исследование зависи-
мости скорости проницания контрольных частиц различного размера 
от скорости сдвига с использованием ленточной сдвиговой ячейки. 
Результаты исследования (рис. 4.7) подтверждают прогноз о характере 
влияния скорости сдвига на скорость сегрегирования, который сделан 
на основе анализа уравнения (4.13). Действительно, во всех случаях 
показатель нелинейности, обнаруживаемый на экспериментальных 
зависимостях скорости проницания от скорости сдвига, оказывается 
больше единицы. 

Обеспечение возможности прогнозирования коэффициента сегре-
гации чрезвычайно важно не только для развития теоретических основ 
процесса, но и для практического использования уравнения кинетики 
сегрегации (4.13) в технологических расчетах процессов и оборудова-
ния для переработки неоднородных зернистых материалов (смесите-
лей, сепараторов, классификаторов, сушилок и др.). 
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Рис. 4.7. Зависимость скорости проницания контрольных частиц от  
скорости сдвига в потоке керамических гранул при α = 20° и υл = 0,019 м⋅с–1:  

1 − dt = 13⋅10–3 м; 2 − dt = 10⋅10–3 м; 3 − dt = 8⋅10–3 м 
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В настоящей работе предложен метод определения коэффициента 
сегрегации по результатам измерения скорости сегрегирования  
(проницания) одиночной контрольной частицы в сдвиговом потоке 
зернистой среды с использованием ленточной сдвиговой ячейки [193]. 
При разработке метода реализована идея определения аналогичного 
коэффициента для случая быстрого гравитационного течения зерни-
стой среды [28]. 

В данной работе эта идея развита применительно к условиям про-
цесса сегрегации в режиме сдвиговой деформации зернистой среды. 
Метод основан на том, что в предельных случаях концентрации 1;0=c  
скорость сегрегации полностью определяется скоростью сегрегирова-
ния (проницания) одиночной частицы. В соответствии с кинетическим 
уравнением (4.13) эта скорость пu  будет равна 

 

.)(
1

,о,оп ∑ Δ=Δ=
n

iiss uMKPKu                           (4.14) 

 

При известной скорости проницания коэффициент сегрегации 
вычисляется как отношение 
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Для случая взаимодействия контрольной частицы с частицами,  
не более чем двух смежных элементарных слоев, 
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Очевидно, что в последнем случае обеспечиваются условия наи-
более полной определенности в отношении параметров взаимодейст-
вия неоднородных частиц среды. С целью повышения указанной опре-
деленности измерение скорости проницания контрольной частицы 
целесообразно проводить в области потока, характеризующейся наи-
более однородными значениями скорости сдвига и, соответственно, 
порозности. 

В связи с этим были проведены исследования поведения одиноч-
ных контрольных частиц при сдвиговых деформациях в зернистой 
среде с высокой концентрацией твердой фазы при умеренных скоро-
стях сдвига. 
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Методика проведения экспериментального исследования поведе-
ния одиночных контрольных частиц основана на использовании мето-
да последовательно ступенчатого увеличения времени пребывания 
контрольных частиц в сдвиговом потоке. При исследовании процесса 
проницания мелкую контрольную частицу помещали в верхней части, 
а при исследовании «всплытия» крупную контрольную частицу –  
в нижней части сдвигового потока и фиксировали их начальное поло-
жение в канале. Через определенные промежутки времени привод лен-
точного конвейера выключали, с помощью вакуумного пробоотборни-
ка послойно отбирали пробы материала до обнаружения контрольных 
частиц и фиксировали их текущее положение по координатам x и y 
(длину и высоту слоя, соответственно). 

В результате обработки совокупности экспериментальных дан-
ных, определяющих положение контрольных частиц в слое зернистого 
материала с течением времени, находили траектории движения, по 
которым вычисляли профили скоростей поперечного перемещения 
названных частиц (рис. 4.8 − 4.11) [196 − 198]. 

Из рисунков 4.8 – 4.11 видно, что «всплытие» крупной частицы 
происходит закономерно более интенсивно, чем проницание мелкой 
частицы вглубь слоя, даже в случае относительно большего отличия 
размера последней от частиц среды. В соответствии с механизмом сдви-
гового поточного разделения переход контрольной частицы из одного 
элементарного слоя в другой предполагает образование опорных кон-
тактов с агрегатом частиц, через которые проходит ось ее вращения. 
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Рис. 4.8. Траектория движения контрольных керамических частиц  
диаметром 13⋅10–3 м (кривая 1) и 4⋅10–3 м (кривая 2) в сдвиговом потоке 

керамических гранул db = 6,6⋅10–3 м при υл = 0,019 м⋅с–1, α = 20° 
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Рис. 4.9. Профили скорости поперечного перемещения  
керамических частиц диаметром 13⋅10–3 м (кривая 1) и 4⋅10–3 м (кривая 2) 

в сдвиговом потоке керамических гранул db = 6,6⋅10-3 м  
при υл = 0,019 м⋅с–1, α = 20° 
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Рис. 4.10. Траектория движения контрольных частиц стеклянного бисера 
диаметром 4,2⋅10–3 м (кривая 1) и 2,6⋅10–3 м (кривая 2) в сдвиговом потоке 

стеклянного бисера db = 3,5⋅10–3 м, при υл = 0,019 м⋅с–1, α = 20° 
 

Наиболее вероятное направление перемещения контрольной час-
тицы будет определяться балансом моментов сил, действующих на нее 
относительно оси вращения. Вследствие этого механизма крупные 
частицы накатываются на мелкие частицы, оказываются под воздейст-
вием более высоких значений избыточных моментов сил и поэтому 
характеризуются более интенсивным поперечным перемещением. 
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Рис. 4.11. Профили скорости поперечного перемещения частиц  
стеклянного бисера диаметром 4,2⋅10–3 м (кривая 1) и 2,6⋅10–3 м (кривая 2) 
в сдвиговом потоке стеклянного бисера db = 3,5⋅10–3 м, при υл = 0,019 м⋅с–1, α = 20° 

 
На рисунке 4.12 приведены профили скорости и скорости сдвига 

бисера и скорости проницания одной из контрольных частиц. В каче-
стве области потока с наиболее однородными значениями скорости 
сдвига в этом случае выбрана часть потока, ограниченная координата-
ми y1 и y2. Среднее значение скорости проницания тестируемой кон-
трольной частицы на этом участке составляет 3

ср. 106,5 −⋅=пu  м⋅с–1.  

С учетом известных значений средней скорости сдвига 3104 −⋅=dydu  с–1, 
порозности 39,0ε = , размеров частиц, их плотности и сдвигового на-
пряжения вычисляли величину относительного избыточного момента 

00)( MMMM −=Δ , относительной скорости частиц смежных слоев в 
направлении сдвига dydubdu =о  и в соответствии с выражени-
ем (4.16) находили величину коэффициента сегрегации PuK пs Δ= . 
Блок-схема изложенного алгоритма определения коэффициента сегре-
гации представлена на рис. 4.13. Разработана программа расчета коэф-
фициента сегрегации [199]. 

С целью изучения прогностических свойств предложенного урав-
нения кинетики сегрегации (4.13) с использованием разработанного 
метода определения коэффициента сегрегации исследованы его зави-
симости от размера частиц и скорости сдвига. Исследование проведено 
с применением зернистых сред, физико-механические свойства кото-
рых представлены в таблице. Размер контрольных частиц в экспери-
менте варьировался в диапазоне 2...5,0≈bt dd . Таким образом, коэф-
фициент сегрегации определялся как при погружении (мелких), так и 
всплытии (крупных) контрольных частиц. 
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Рис. 4.12. Профили скорости (а), скорость сдвига (б),  
и скорости проницания (в) в сдвиговом потоке бисера (db = 3,5⋅10–3 м)  
для контрольной частицы (dt = 4.2⋅10–3 м) при υл = 19⋅10–3 м⋅с–1, α = 20° 
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Экспериментальное определение профилей скорости 
)(yfu = , профиля порозности )(ε yf=  и скорости сдвига 

)(yfdy
du =  с использованием метода и устройства, 

предложенного в главе 3 

Вычисление скорости поперечного перемещения 
контрольной частицы в области потока с однородными 

условиями течения 

Определение движущей силы процесса сегрегации ∆P 
(4.12) и коэффициента сегрегации Ks (4.16) 

Определение истинной ρ и насыпной ρн плотности 
зернистой среды с использованием традиционных 

пикнометрических методов 

Начало 

Конец 

Выбор области потока с наиболее однородными условиями 
течения и экспериментальное определение траектории 

движения контрольной частицы в этой области в 
соответствии с методом, изложенным в главе 4

 
 
 

Рис. 4.13. Блок-схема алгоритма определения коэффициента сегрегации 
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Диапазон исследованных скоростей сдвига ограничивался исклю-
чительно техническими возможностям сдвиговой ячейки. На рисун-
ках 4.14 – 4.17 приведены зависимости коэффициентов сегрегации для 
бисера и керамических гранул от размера частиц и скорости сдвига. 

 

3

4

5

1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5

db 

Ks 

dt⋅103, м

  6

 
 

Рис. 4.14. Зависимость коэффициент сегрегации от диаметра  
контрольной частицы в потоке стеклянного бисера db = 3,5⋅10–3 м  

при α = 20°, υл = 0,019 м⋅с–1 
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Рис. 4.15. Зависимость коэффициента сегрегации от скорости 
сдвига в потоке стеклянного бисера db = 3,5⋅10–3 м 
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Рис. 4.16. Зависимость коэффициент сегрегации от диаметра  
контрольной частицы в потоке керамических гранул db = 6,6⋅10–3 м  

при α = 20°, υл = 0,019 м⋅с–1 
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Рис. 4.17. Зависимость коэффициента сегрегации от скорости сдвига  
в потоке керамических гранул db = 6,6⋅10–3 м 

 
С целью получения статистически достоверных результатов каж-

дое из измерений проводилось трижды, и полученные выборки изме-
ренных значений проверялись на статистическую однородность путем 
построения доверительного интервала при 5%-ном уровне значимости.  

Приведенные результаты позволяют сделать вывод о том, что во 
всех случаях в исследованном диапазоне соотношения размеров час-
тиц и скоростей сдвига коэффициент сегрегации можно принять за 
кинетическую константу, характерную для данного материала, при 
среднеквадратичной погрешности 6%. Эти результаты свидетельству-
ют о достаточно высоких прогностических свойствах предложенного 
уравнения кинетики сегрегации. 

 
4.3. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА СЕГРЕГАЦИИ ЧАСТИЦ 
ПРИ СДВИГОВЫХ ДЕФОРМАЦИЯХ ЗЕРНИСТОЙ СРЕДЫ 

 

Предложенное уравнение кинетики сегрегации (4.13) использова-
но для моделирования динамики сегрегации в сдвиговом потоке бисе-
ра и керамических гранул. 

Моделирование проведено на базе общего уравнения массопере-
носа, которое получено путем дополнения ранее использованного 
уравнения конвективной диффузии (4.9) членом, учитывающим поток 
разделения неоднородных частиц в соответствии с механизмом сдви-
гового поточного разделения. Для установившегося двухмерного сдви-
гового течения зернистой среды в направлении х это уравнение запи-
сано в виде [193, 194] 
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Уравнение (4.17) решалось численным методом при граничных 
условиях, определяющих отсутствие потоков через границы канала, а 
также потока в направлении, обратном направлению сдвига, 
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При моделировании динамики распределения неоднородных час-
тиц использованы расчетные значения коэффициента квазидиффузи-
онного перемешивания (4.7) и коэффициенты сегрегации (константы), 
значения которых приведены на рис. 4.14 – 4.17. 

Проверка адекватности разработанной модели кинетики процесса 
сегрегации при сдвиговом течении зернистой среды в режиме сдвиго-
вых деформаций была проведена путем сравнения результатов моде-
лирования с экспериментальными данными. 

Экспериментальные данные процесса сегрегации частиц при сдви-
говом течении зернистой среды в режиме сдвиговых деформаций полу-
чены на конвейерной сдвиговой ячейке (см. рис. 3.1) и по методике, 
описанной в главе 3. При этом в качестве модельных зернистых мате-
риалов использованы керамические гранулы диаметром 3106,6 −⋅  м и 
частицы стеклянного бисера диаметром 3105,3 −⋅  м, а в качестве инди-
катора − окрашенные частицы этих материалов диаметром 3104,4 −⋅  м 
и 3100,3 −⋅  м соответственно. Экспериментальные исследования про-
ведены при импульсном вводе индикатора и неизменных условиях 
сдвига для каждой из зернистых сред. 

В результате анализа проб на содержание частиц индикатора по-
лучены поля концентрации с контрольного компонента в потоке зер-
нистых материалов. Аналогичные функции распределения частиц кон-
трольного компонента в потоке модельных зернистых материалов по-
лучены в результате численного решения уравнения (4.17) динамики 
сегрегации. 

Параметры сдвигового течения, необходимые для моделирования 
процесса, определены путем экспериментального исследования дина-
мики сдвига по методикам, изложенным в главе 3 и настоящем разделе 
соответственно. 
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На рисунках 4.18 и 4.19 приведены экспериментальные и расчетные 
зависимости динамики полей концентрации частиц контрольного компо-
нента в потоке керамических гранул и частиц стеклянного бисера при 
аналогичных условиях сдвига для каждой из зернистых сред. Сравнение 
экспериментальных и расчетных результатов свидетельствует об удовле-
творительной адекватности предложенного математического описания 
процесса сегрегации. Адекватность подтверждена методом оценки сте-
пени различия дисперсии экспериментальных результатов, относительно 
их средних значений с дисперсией прогнозируемых значений концентра-
ции частиц индикатора с доверительной вероятностью 95%. 

Сделан вывод об адекватности предложенного уравнения дина-
мики поля концентрации частиц индикатора в потоке зернистого мате-
риала. При этом адекватность прогнозируемых и экспериментальных 
результатов имеет место для модельных материалов с различными 
физико-механическими свойствами. 

Среднее квадратичное отклонение прогнозируемых профилей 
концентрации от экспериментально полученных по приведенным ре-
зультатам исследования составляет в среднем 7%. Таким образом, ре-
зультаты статистического анализа свидетельствуют о том, что уравне-
ние динамики распределения частиц в сдвиговом потоке характеризу-
ется относительно высокими прогностическими свойствами. 

В целом полученные результаты позволяют наблюдать хорошее 
количественное и качественное соответствие между расчетными и 
экспериментальными значениями распределения контрольного компо-
нента по всей длине ячейки за исключением небольшого участка вбли-
зи движущейся ленты конвейера. Наблюдаемое несоответствие рас-
четных и экспериментальных результатов на этом участке объясняется 
наличием граничных эффектов. 

Таким образом, результаты моделирования свидетельствуют о 
достаточно высоких прогностических свойствах разработанного мате-
матического описания процессов смешивания и сегрегации при сдви-
говых деформациях зернистого материала, поскольку для моделирова-
ния на его базе требуется единственная экспериментально определяе-
мая кинетическая характеристика – коэффициент сегрегации, который 
в исследованном диапазоне соотношения размеров частиц можно счи-
тать для данного материала константой. Остальные же кинетические 
характеристики процессов перемешивания и сегрегации вычисляются 
в зависимости от свойств частиц и условий сдвигового течения. 

 
 
 



 149

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

 
В монографии проведен анализ достигнутого уровня в развитии 

теоретического описания сдвиговых течений зернистых сред и техни-
ки экспериментального их исследования, на основании которого опре-
делено рациональное направление в исследовании этих течений.  
Основным результатом монографии являются разработка теоретиче-
ских основ процессов смешивания и сегрегации при сдвиговых дефор-
мациях зернистых материалов, научно обоснованных методов прогно-
зирования и техники измерения структурных, кинематических и дина-
мических характеристик сдвиговых течений зернистых сред в широ-
ком диапазоне скоростей сдвига (быстрых сдвиговых и квазипластиче-
ских течений). 

Дальнейшее развитие в работе получил экспериментально-анали-
тический метод исследования быстрых гравитационных течений зер-
нистых материалов на шероховатом скате с использованием модерни-
зированного уравнения состояния зернистой среды, устанавливающего 
взаимосвязь между структурными, динамическими и кинематическими 
ее характеристиками. Проведены рентгенографические исследования 
концентрационных полей распределения твердой фазы в быстрых гра-
витационных потоках различных модельных зернистых материалов, 
подтверждающие высокие прогностические свойства эксперименталь-
но-аналитического метода и адекватность уточненного уравнения со-
стояния зернистой среды 

Разработаны теоретические основы процессов сегрегации и сме-
шивания частиц при сдвиговых деформациях зернистой среды, позво-
ляющие прогнозировать кинетику названных процессов в зависимости 
от комплекса структурно-кинематических характеристик потока и фи-
зико-механических свойств частиц. Предложены методы определения 
кинетических характеристик перемешивания и сегрегации при сдвиго-
вых деформациях зернистой среды. Установлена возможность матема-
тического описания процесса сегрегации частиц зернистой среды в 
условиях быстрых сдвиговых течений и квазипластических деформа-
ций на базе единого физического механизма сдвигового поточного 
разделения. 
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