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ВВЕДЕНИЕ 
 

Теория компетентностного подхода в обучении предполагает 
глубокое усвоение основ изучаемой дисциплины, обеспечивающее 
возможность эффективной деятельности будущего специалиста. 
Несмотря на то, что по классическому курсу высшей математики для 
вузов написано много учебников и учебных пособий, некоторые осно-
вополагающие разделы, ориентированные на новые направления под-
готовки (например, 222000 «Инноватика»), нуждаются в дополнитель-
ных методических рекомендациях по их освоению. 

Данное пособие не преследует цели последовательного изложе-
ния всего программного материала, здесь более подробно, отчасти не 
совсем строго, рассматриваются вопросы программного материала, 
лежащие в основе изучаемого курса, и в наибольшей мере, на наш 
взгляд, способствующие формированию предметных компетенций. 

Основной упор в пособии делается на формирование навыков са-
мостоятельной работы, что вполне обосновывает основную цель про-
фессионального образования, заключающуюся в подготовке квалифи-
цированного работника соответствующего уровня и профиля, конку-
рентоспособного на рынке труда, готового к постоянному творческому 
росту, социальной и профессиональной мобильности. 

Становится оптимально разрешимой задача обучения студентов в 
вузе, заключающаяся, с одной стороны, в получении необходимых 
знаний, умений и навыков для конкретной профессиональной деятель-
ности, а с другой, в формировании своих личностных качеств, необхо-
димых для любой профессии и общественной жизни, творческой са-
мореализации. 

Предлагаемое учебное пособие может также быть использовано 
студентами высших технических учебных заведений, обучающимися 
на инженерных направлениях подготовки, и, в частности, магистрами, 
желающими оперативно повторить и закрепить полученные на млад-
ших курсах математические знания. 

Материал пособия обеспечивает не только углубление математи-
ческих знаний, но и их использование при изучении других разделов 
математики, а также дисциплин математического, естественнонаучно-
го и профессионального циклов. 



4 

1. НЕОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
 

I. Учебные цели. В результате изучения материала лекции сту-
денты должны получить представление о неопределённом интеграле и 
его свойствах, первообразной; различных методах интегрирования. 
Уметь  интегрировать функции методом замены переменной и с по-
мощью интегрирования по частям, пользоваться таблицей интегралов; 
интегрировать по частям; интегрировать различные классы функций. 

II. Формирование компетенций. Способность к применению ба-
зовых математических знаний в профессиональной деятельности; спо-
собность применять методы математического анализа и моделирования. 

III. Введение в тему. Интегральное исчисление первоначально 
развивалось независимо от учения о дифференцировании. Только к 
концу ХVII столетия, когда оба исчисления получили уже значитель-
ное развитие и научились решать, каждое своими собственными мето-
дами, большое число задач геометрии и механики, была раскрыта су-
ществующая между ними глубокая связь: их основные проблемы ока-
зались двумя взаимно обратными задачами анализа бесконечно малых; 
интегрирование и дифференцирование функций стоят друг к другу в 
том же отношении, как сложение и вычитание чисел. Этот историче-
ский момент обычно считают датой рождения того учения, которое в 
настоящее время называется математическим анализом. 

В дифференциальном исчислении решалась задача нахождения про-
изводной данной функции. Однако разнообразные вопросы математиче-
ского анализа и его многочисленные приложения к геометрии, механике, 
физике и технике приводят к решению обратной задачи: по заданной про-
изводной найти саму функцию. Задача восстановления функции по задан-
ной производной является одной из основных задач интегрального исчис-
ления. Операция нахождения первообразной (первоначальной) функции 
по имеющейся производной называется интегрированием. Этот раздел 
посвящён решению задачи интегрирования функции. 

Для контроля качества усвоения изложенного материала необхо-
димо сконцентрировать внимание на следующих вопросах: 

1. Неопределённый интеграл, первообразная. 
2. Таблица интегралов. 
3. Простейшие методы интегрирования. 
4. Инвариантность формул интегрирования. 
5. Метод замены переменной. 
6. Метод интегрирования по частям. 
7. Интегрирование рациональных дробей. 
8. Интегрирование тригонометрических функций. 
9. Интегрирование иррациональных функций: рациональные и 

тригонометрические подстановки. 
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1.1. НЕОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ И ЕГО СВОЙСТВА 
 

Математические действия встречаются попарно, образуя пары 
двух взаимообратных действий. Такими парами, например, являются 
сложение и вычитание, умножение и деление, возвышение в целую 
положительную степень n  и извлечение корня.  

Характеристики функций можно также рассматривать как дейст-
вия, и эти действия также распределяются попарно: на прямые и об-
ратные. Если заданная функция обозначается через ( )xf , то имеет 
место обратная функция ( )yx ϕ=  [можно писать ( )]xy ϕ= . Так, на-
пример, функции, написанные в одной колонке, обратны функциям, 
стоящим в другой колонке: 

 

12 +x  1−± x  
xa  xalog  
xsin  xarcsin  

 

При этом следует обратить внимание на то обстоятельство, что в 
то время, как прямые действия почти всегда однозначны, действия 
обратные, чаще всего, – действия многозначные (например, первая и 
третья функции). 

В разделе, посвящённом дифференциальному исчислению, также 
была пара функций: ( )xf  и ( )xf ′ , из которых первая есть исходная 
(первообразная), а вторая – её производная. Далее первообразную бу-
дем обозначать ( )xF , а производную – ( )xf  и дадим следующее оп-
ределение: 

О п р е д е л е н и е  1.1. Функция ( )xF  называется первообразной 
функции ( )xf  на некотором промежутке, если для всех значений х из 
этого промежутка выполняется равенство ( ) ( )xfxF =′ . 

Например, для функции ( ) 34xxf =  первообразной является 

функция ( ) 4xxF = , так как ( ) ( )xfxxF ==′ 34  при любом действи-
тельном х. Дифференциальное исчисление имеет своей основной зада-
чей следующую прямую задачу. 

Из заданной первообразной ( )xF  вывести её производную ( )xf  
(продифференцировать). 

Интегральное исчисление имеет своей основной задачей следую-
щую обратную задачу: по заданной производной ( )xf  отыскать её 
первообразную ( )xF  (проинтегрировать). 
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Поэтому в широком смысле действие интегрирования обратно 
действию дифференцирования. В соответствии с действием  отыскания 
первообразных, каждая такая первообразная ( )xF  для данной производ-
ной ( )xf  называется интегралом (индивидуальным) от функции ( )xf . 

Дифференцирование есть действие прямое и однозначное, ибо 
непрерывная функция ( )xF  не может иметь двух различных произ-
водных ( )xf . Интегрирование же есть действие обратное, и подобно 
большинству обратных действий, оно есть действие многозначное, 
дающее для заданной производной ( )xf  не один только результат 
( )xF , но бесчисленное множество их. Нетрудно доказать теорему о 

том, что для того, чтобы две функции ( )xF1  и ( )xF2  имели одну и ту 
же производную ( )xf , необходимо и достаточно, чтобы ( )xF1  и ( )xF2  
отличались на постоянную величину: ( ) ( ) .12 CxFxF =−  

Отсюда сразу же вытекает многозначность действия интегриро-
вания, так как если для заданной производной ( )xf  удалось отыскать 
какую-нибудь её первообразную ( )xF , то тогда совокупность всех 
первообразных для ( )xf  заключена в выражении ( ) CxF + , где C  – 
произвольное постоянное число. 

Выражение ( ) CxF +  носит название неопределённого интеграла 

функции ( )xf  и обозначается символом ( )dxxf∫ . При этом ( )xF  на-

зывается функциональной частью неопределённого интеграла, а C  – 
постоянной интегрирования. 

Пример 1.1. Так как ( ) 34 4xx
dx
d

= , то функция 4x  является перво-

образной для 34x , поэтому 4x  есть индивидуальный интеграл от 34x . 
Такими же индивидуальными интегралами от 34x  будут 24 +x , 

74 −x  и т.д. Выражение Cx +4 , где C  – произвольное постоянное 
число, есть неопределённый интеграл ∫ += Cxdxx 434 . Первое сла-

гаемое 4x  есть функциональная часть неопределённого интеграла  
от 34x . Второе слагаемое C  есть постоянное интегрирования, чис-
ленную величину его можно брать какой угодно. 

Произволом постоянного интегрирования пользуются для того, 
чтобы из всех первообразных для данной производной ( )xf  отыскать 
ту, которая имеет какое-нибудь наперёд заданное свойство. 
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Так, в рассмотренном выше примере надо выбрать численное 
значение постоянного интегрирования так, чтобы получить первооб-
разную, имеющую в заданной заранее точке 2=x  наперёд заданное 
численное значение 17=y . 

Имеем неопределённый интеграл Cx +4  и заданное условие 
1724 =+C . Тогда 1=C . 

Определённый интеграл. Хотя у всякой данной производной ( )xf  
имеется бесчисленное множество первообразных ( ) CxF + , все они 
обладают общим свойством: «приращения, получаемые первообраз-
ными в концах какого-нибудь данного отрезка [ ]ba, , все равны друг 
другу». 

Пусть ( )xF1  и ( )xF2  две какие-нибудь первообразные для ( )xf . 
Тогда ( ) ( ) CxFxF += 12  и ( ) ( ) CbFbF += 12 , ( ) ( ) CaFaF += 12 . 

Приращения, испытываемые первообразными для заданной ( )xf  
при переходе аргумента x  от значения « a » к значению « b » есть ве-
личина постоянная: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )aFbFaFbFaFbF −=−=− 1122 , 
 

не зависящая, но обусловленная только самой природой произвольной 
( )xf  и числами a  и b . 

По этой причине приращение ( ) ( )aFbF −  обозначают ( )dxxf
b

a
∫  и 

называют определённым интегралом от ( )xf  между пределами a  и 
b , причём a  пишут внизу и называют нижним пределом, а число b  
пишут вверху и называют верхним пределом. При этом предполагает-
ся, что ( )xf  непрерывна на отрезке [ ]ba, . 

Таким образом, мы познакомились с тремя видами интегралов: 
индивидуальным, определённым и неопределённым.  

1.  Индивидуальный интеграл – это любая первообразная ( )xF  
данной функции ( )xf . Такое отождествление привело к тому, что 
термин «индивидуальный» в учебниках последних лет практически не 
встречается. 

2.  Неопределённый интеграл – это совокупность всех первооб-
разных данной функции ( )xf , записываемая в виде ( ) ( )∫ += CxFxf . 
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3. Определённый интеграл ( ) ( ) ( )∫ −=
b

a

aFbFdxxf , где ( )xF  – лю-

бая первообразная для ( )xf . Этот интеграл – число, равное прираще-
нию ( )xF  при переходе x  от точки a  к точке b . 

Далее мы посвятим определённому интегралу целый раздел, где 
он будет рассматриваться как результат суммирования и где будет бо-
лее основательно показана связь неопределённого и определённого 
интегралов. 

Из определения неопределённого интеграла вытекают его  
свойства. 

Свойство 1.  

( )( ) ( )xfdxxf =′∫     или    ( )( ) ( )dxxfdxxfd =∫ . 

Свойство 2.  
( ) ( )∫ +=′ CxFdxxF    или   ( ) ( ) CxFxdF +=∫ . 

Следующее свойство легко проверяется дифференцированием. 
Свойство 3. (Линейность). Пусть constconst, == ba , тогда 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫∫ +=+ dxxgbdxxfadxxbgxaf . 
 

Свойство 4. (Инвариантность формул интегрирования). Если 
( ) ( ) CxFdxxf +=∫ , то ( ) ( ) CuFduuf +=∫ , где ( )xu ϕ=  – любая 

функция, имеющая непрерывную производную. 
Следствие. Если ( ) ( ) CxFdxxf +=∫ , то  

 

( ) ( ) CbaxF
a

dxbaxf ++=+∫
1 , где const,const == ba . 

 

О нахождении неопределённых интегралов. Одной из важных за-
дач интегрального исчисления является: для заданной функции ( )xf  
отыскать её первообразную ( )xF . Здесь возникают два вопроса: 

1. Всегда ли имеется первообразная у заданной функции ( )xf ? 
2. Как отыскать первообразную ( )xF  для ( )xf  (если доказано, 

что она существует)? 
Ответ на первый вопрос гласит так: «всякая непрерывная на от-

резке [ ]ba,  функция ( )xf  может рассматриваться как производная от 
некоторой другой непрерывной функции ( )xF , т.е. ( ) ( )xfxF =′ ». 
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Ответ на второй вопрос более сложный, так как математический 
анализ, утверждая, что у всякой непрерывной ( )xf  имеется первооб-
разная ( )xF , не утверждает, что её можно фактически (т.е. конечным 
образом) отыскать. Более того, алгебраические и всякие иные конеч-
ные манипуляции необходимо приводят к весьма ограниченному кругу 
неопределённых интегралов, которые можно «взять», т.е. выразить 
через комбинации известных нам функций, как то: алгебраических, 
тригонометрических и им обратных, логарифмических и показатель-
ных, взятых в конечном виде. Каждые из перечисленных функций, а 
также и их всевозможные комбинации (в конечном числе) составляют 
так называемый класс элементарных функций. Этот класс, однако, 
далеко не исчерпывает всех непрерывных функций и, следовательно, 
далеко не всякий интеграл, существование которого доказано, может 
быть выражен через элементарные функции. 

Например, рассмотрим четыре интеграла: 
 

∫ x
dx

ln
,   dx

x
x

∫
ln ,   ∫ x

dx
sin

,   dx
x

x
∫

sin . 
 

Интегралы: первый и третий, а также второй и четвёртый отли-
чаются тем, что в них вместо xln  присутствует xsin . Но между ними 

большая разница: ∫ x
dx
ln

, dx
x

x
∫

sin  не берутся в элементарных функци-

ях, а  
 

C
x

xdx
x
x

+=∫
2lnln ;    Cx

x
dx

+=∫ 2
tgln

sin
. 

 

Тем не менее, функции, которые изображаются интегралами 

∫ x
dx

ln
, dx

x
x

∫
sin  существуют; значения этих функций могут быть вы-

числены с любой степенью точности посредством использования бес-
конечного числа простых алгебраических операций (степенных рядов). 

Интегральное исчисление предлагает ряд целесообразных приё-
мов, достаточных для довольно многих случаев. Но не надо заблуж-
даться относительно силы этих приёмов, они лишь систематизируют и 
приводят в некоторый порядок первоначальный подход при помощи 
непосредственного нащупывания и догадки, и ничего более. Фактиче-
ски можно сказать, что интегрирование в сущности есть процесс целе-
сообразно направленных гаданий и попыток, для облегчения которых 
составлена таблица так называемых основных интегралов. Используе-
мый зачастую способ непосредственного интегрирования состоит в 
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том, что сравнивается данный дифференциал ( )dxxf , который надо 
проинтегрировать с формулами этой таблицы, и если окажется, что он 
там содержится, то интеграл найден. 

Если же его там нет, тогда всё-таки пробуют его привести к од-
ному из них, употребляя те или иные приёмы, из которых некоторые 
требуют большого искусства или даже удачи, и достигнуть этого ис-
кусства можно только практикой. 

 

Таблица основных интегралов 
 

1. 1,
1

1
−≠α+

+α
=

+α
α∫ Cxdxx ; 

2. Cx
x

dx
+=∫ ln ; 

3. C
a

adxa
x

x +=∫ ln
; 

4. Cedxe xx +=∫ ; 

5. Cxxdx +−=∫ cossin ; 

6. Cxxdx +=∫ sincos ; 

7. Cxxdx +−=∫ coslntg ; 

8. Cxxdx +=∫ sinlnctg ; 

9. Cx
x

dx
+=∫ tg

cos2 ; 

10. Cx
x

dx
+−=∫ ctg

sin 2 ; 

11. Cx
x

dx
+=∫ 2

tgln
sin

; 

12. Cx
x

dx
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+=∫ 42
tgln

cos
; 

13. Cx
x

dx
+=

−
∫ arcsin

1 2
; 

14. C
a
x

xa

dx
+=

−
∫ arcsin

22
; 

15. Cx
x

dx
+=

+∫ arctg
1 2 ; 

16. C
a
x

axa
dx

+=
+∫ arctg1

22 ; 

17. C
xa
xa

axa
dx

+
−
+

=
−∫ ln

2
1

22 ; 

18. Caxx
ax

dx
+++=

+
∫ 2

2
ln .  

 
1.2. ПРОСТЕЙШИЕ ПРИЁМЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

 

Простейшие приёмы интегрирования используют свойства неоп-
ределённых интегралов и тождественные преобразования подынте-
гральной функции. Их можно проклассифицировать следующим обра-
зом: непосредственное интегрирование, разложение подынтегральной 
функции, подведение под знак дифференциала. 

Непосредственное интегрирование – нахождение неопределён-
ных интегралов непосредственно по таблице с использованием свой-
ства линейности и следствия к свойству 4.  
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Пример 1.2.  

=
−

+−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+− ∫∫∫∫ 34

32cos4
34

132cos4 22

x
dxdxxxdxdx

x
xx  

CxxxCxxx +−+−=+−+−= 34ln
4
12sin234ln

4
1

3
132sin

2
14 33 . 

 

Разложение подынтегральной функции – приём интегрирования, 
при котором подынтегральная функция путём тождественных алгеб-
раических или тригонометрических преобразований представляется в 
виде суммы функций, которые интегрируются непосредственно.  

Пример 1.3. =
−

== ∫∫∫ dx
x

xdx
x
xxdx 2

2

2

2
2

cos
cos1

cos
sintg  

Cxxdx
x

+−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ∫ tg1

cos
1

2 . 

Пример 1.4.  

=
=+−

=
+−∫ множителинаьзнаменателразложим

,034уравнениякорнинайдём
34

2

2
xx

xx
dx  

 

( )( )
( ) ( )
( )( )

=
−−
−−−

=
−−

= ∫∫ dx
xx
xx

xx
dx

31
31

2
1

31
 

 

( )( ) ( )( )
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−−
−

−
−−

−
= ∫ dx

xx
x

xx
x

31
3

31
1

2
1  

 

C
x
xCxxdx

xx
+

−
−

=+−−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−
= ∫ 1

3ln
2
11ln

2
13ln

2
1

1
1

3
1

2
1 . 

 

Подведение под знак дифференциала – преобразование диффе-
ренциала ( ) ( )xdgdxxg =′ , с помощью которого функция ( )xg  стано-
вится переменной интегрирования, и на основании инвариантности 
формул интегрирования интеграл берётся непосредственно. 

 

Пример 1.5. ( ) ( ) Cxxdxdxxx +
+

=++=+ ∫∫ 23
1

2
111

2
11

2
3

2
222 . 

 

Пример 1.6. =−==∫ xdxdxdxxx cossincossin 5 =− ∫ xdx coscos5  

Cx
+−=

6
cos 6

. 
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1.3. ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
 
Так как интегрирование – действие, обратное дифференцирова-

нию, то правилам дифференцирования должны соответствовать неко-
торые правила интегрирования. Два основных метода: метод замены 
переменной и интегрирование по частям – являются соответственно 
аналогами правил дифференцирования сложной функции и дифферен-
цирования произведения. 

Интегрирование называется формальным, когда его, в конце кон-
цов, сводят на использование таблицы интегралов. Если в каком-
нибудь рассматриваемом случае эта таблица не имеет интеграла, по-
хожего на заданный интеграл, часто всё же оказывается возможным 
так преобразовать этот последний, чтобы он зависел только от формул, 
образующих эту таблицу. 

Различными способами такого сведения на таблицу являются: 
а) использование подходящей замены переменной; 
б) интегрирование по частям; 
в) применение теории разложения рациональных дробей. 
Метод замены переменной. Этот метод является обобщением 

приёма интегрирования подведением под знак дифференциала.  
В сложных случаях интеграл ( )∫ dxxf  удаётся привести к табличному, 

если вместо х ввести новую переменную интегрирования t, сделав под-
становку ( )tx ϕ= . Тогда ( )dttdx ϕ′=  и 

 

( )
( )

( )( ) ( )∫∫ ϕ′ϕ=
ϕ=

dtttfdxxf
tx

.                         (1.1) 
 

Формула (1.1) называется формулой замены переменной в неоп-
ределённом интеграле. Здесь ( )tϕ  – монотонная, непрерывно диффе-
ренцируемая функция. В результате интегрирования по формуле (1.1) 
получаем функцию переменной t. Для возвращения к переменной х 
необходимо t выразить через х из соотношения ( )tx ϕ= . 

 

Пример 1.7. ( )
=

+
+

=
+

=
=
=

=
+ ∫∫∫ 1

124
4 2

2

42

3

3

4

t
td

tt
dtt

dttdx
tx

xx
dx  

( ) ( ) CxCt ++=++= 1ln21ln2 2 . 
 

Замечание. При замене переменной в неопределённом интеграле 
иногда более удобно задавать не х как функцию от t, а наоборот: t как 
функцию от х.  
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Пример 1.8.  

( ) ( ) =−
=

−
=−=

−==+
=

+
∫∫ 1

2

1
2,1ln

,1,1

1
2

2
2

2

tt
tdt

t
tdtdxtx

tete

e

dx
xx

x
 

 

C
e

eC
t
t

t
dt

x

x
+

++

−+
=+

+
−

=
−

= ∫
11

11ln
1
1ln

1
2 2 . 

 

Метод интегрирования по частям. Пусть ( )xuu = , ( )xvv =  – 
функции, имеющие непрерывные производные. Тогда 
( ) duvdvuuvd ⋅+⋅=  или ( ) duvuvddvu ⋅−=⋅ . Интегрируя это равенст-

во, получим 

∫∫ −= duvvudvu .                                   (1.2) 
 

Полученная формула называется формулой интегрирования по 
частям. Она даёт возможность свести вычисление интеграла ∫ dvu  к 

вычислению интеграла ∫ duv , который может оказаться существенно 

более простым, чем исходный. 
Чтобы применить этот метод в каком-нибудь данном случае, 

нужно уметь разбить заданное подынтегральное выражение на два 
множителя, именно на u  и на dv . Общих правил для этого, к сожале-
нию, никаких нельзя дать, кроме: 

а) dx должен быть всегда часть dv ; 
б) надо уметь интегрировать dv ; 
в) когда интегрируемое выражение есть произведение двух 

функций, тогда наиболее сложный множитель надо рассматривать как 
часть dv . 

Пример 1.9.  

=
=−==

===
=

∫∫ )0положитьможно(cossin
,sin,,

sin Сxxdxv
dxxdvdxduxu

dxxx  

                           ( ) Cxxxdxxxx ++−=−−−= ∫ sincoscoscos . 
 

Укажем некоторые типы функций, которые удобно интегрировать 
по частям, т.е. с помощью формулы (1.2). 

1. Функции вида ( ) ( ) ( ) axxPaxxPexP nn
ax

n cos,sin, , где ( )xPn  – 
многочлен, а – число. Удобно положить ( )xPu n=  (пример 1.9). 
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2. Функции вида  
( ) ( ) ( ) ( ) xxPxxPxxPxxP nnnn ln,arctg,arccos,arcsin . Удобно поло- 

жить ( )dxxPdv n= . 
Пример 1.10.  
 

=
+

−=
==
+

=== ∫∫ 2
2

1
arctg

,

,
1

,arctgarctg
x

dxxxx
xvdxdv

x
dxduxudxx   

 

                  ( ) Cxxx
x

dxxx ++−=
+

−= ∫ 2
2

2
1ln

2
1arctg

12
1arctg . 

 

3. Функции вида bxebxe axax cos,sin , где а и b – числа. Здесь 
формула интегрирования по частям применяется дважды. За и оба раза 
можно принять функцию axeu = . 

Пример 1.11.  
 

=
===

==
=

∫∫ xdxxvdxdv
dxedueu

dxxe
xx

x

sincos,cos
,,

cos  

 

=
−===

==
=−=

∫∫ xxdxvdxxdv
dxedueu

dxxexe
xx

xx

cossin,sin
,,

sinsin  

 

( ) ∫∫ −+=+−−= dxxexexedxxexexe xxxxxx coscossincoscossin . 
 
 

Проинтегрировав два раза по частям, вернулись к исходному ин-
тегралу. Такой интеграл называется возвратным. Обозначим его 

∫= dxxeJ x cos  и найдём из уравнения 

JxexeJ xx −+= cossin . 
 

Учитывая произвольную постоянную, окончательно получим 
 

( ) Cxxedxxe
x

x ++=∫ cossin
2

cos . 
 

Интегрирование функций требует некоторой изобретательности: 
индивидуального подхода к каждой подынтегральной функции. Одна-
ко есть классы функций, интегралы от которых находятся при помощи 
определённой последовательности действий. 
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1.4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 
 

Рациональные функции (рациональные дроби) – функции вида 
 

( ) ( )
( )xQ
xPxR

n

m= , 

 

где ( )xPm  и ( )xQn  – многочлены степени т и п соответственно.  
Если nm < , то рациональная дробь называется правильной, в 

противном случае, т.е. при nm ≥ , рациональная дробь является непра-
вильной. Если дробь неправильная, то числитель ( )xPm  делят «угол-
ком» на знаменатель ( )xQn  и получают сумму многочлена и правиль-
ной рациональной дроби. Например, рациональная дробь 

 

( )
( ) 12

1
3

235

+−
+−+

=
xx
xxx

xQ
xP

n

m  
 

является неправильной. Выполним деление «уголком»: 
 

.262

363
123

3
12

2
1

2

3

23

2

3

235

235

−+−

+−
+−

−

+
+−

+−
+−+

−

xx

xx
xx

x
xx

xxx
xxx

 

 

Представим неправильную рациональную дробь в виде суммы 
многочлена и правильной рациональной дроби (так же, как числовую 
дробь): 

12
2623

12
1

3

2
2

3

235

+−
−+−

++=
+−
+−+

xx
xxx

xx
xxx . 

 

Таким образом, интегрирование рациональной функции сводится 
к нахождению интеграла от правильной рациональной дроби. 

Среди правильных рациональных дробей выделяют простейшие. 
К ним относятся 

(I) 
ax

A
−

;                                    (II) 
( )

( )Nkk
ax

A
k ∈≥

−
,2 ; 

(III) 
qpxx

NMx
++

+
2  (знаменатель не имеет действительных корней, 

т.е. 042 <− qp ); 



16 

(IV) 
( )kqpxx

NMx

++

+
2

 ( 2≥k , знаменатель не имеет действительных 

корней), где qpNMaA ,,,,,  – действительные числа. Такие дроби 
называются простейшими рациональными дробями I, II, III и IV типов. 

Найдём интегралы от простейших рациональных дробей. 

(I) CaxAdx
ax

A
+−=

−∫ ln . 

(II) 
( )

( ) ( ) C
k

axAdxaxAdx
ax

A k
k

k +
−
−

=−=
−

−
−∫∫ 1

1
. 

(III) ( ) =
+=

′
++

=
++

+
= ∫ pxqpxx

dx
qpxx

NMxJ
2:язнаменател

юпроизводнучислителеввыделим
22  

( ) ( ) .
2

2
2

22
2
1

222 ∫∫∫ ++
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

++
+

=
++

−++
=

qpxx
dxMpN

qpxx
dxpxMdx

qpxx
MpNpxM

 

Выделим в знаменателе второго интеграла полный квадрат, и 
учитывая, что 042 >− pq , получаем 
 

( )
( )∫∫ =

−++
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

++
++

=
4222 222

2

pqpx
dxMpN

qpxx
qpxxdMJ  

 

( ) ( ) C
pq

px

pq

pMNqpxxM
+

−

+

−

−
+++=

4

2arctg
4

2ln
2 22

2 . 

 

(IV) Интеграл IV типа подстановкой tpx =+ 2  сводится к сумме двух 
интегралов: 

( )

( ) ( )
( ) ++=

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

+
=

=
>−=
==+

=
++

+

∫∫∫

∫
− 222

2222

222

22

04
,2

dtatM

at

dtMpN
at

dttM

pqa
dtdxtpx

dx
qpxx

NMx

k
kk

k

( )
( )

( )∫∫
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

−
+

=
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

−

k

k

k
at

dtMpN
k

atM

at

dtMpN
22

122

22 2122
. 

Ко второму интегралу можно применить рекуррентную формулу [5] 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫ −−
+−

−
+

+−
=

+
1222122222 12

32

12
kkk

at

dt
ka

k

atka

t

at

dt . 
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Приведём пример интегрирования простейшей рациональной 
дроби III типа. 

Пример 1.12.  

( ) ( )
+

++
−+

=
+=

=
′

++=
++

+
∫∫ dx

xx
x

x
xxdx

xx
x

84
442

2
3

42
84

84
53

2

2

2  

 

( )
=

++
−

++
++

=
++

+ ∫∫∫ 8484
84

2
3

84
5

22

2

2 xx
dx

xx
xxd

xx
dx  

 

( )
( )

=
++

−++= ∫ 42
84ln

2
3

2
2

x
dxxx ( ) Cxxx +

+
−++

2
2arctg

2
184ln

2
3 2 . 

 

Итак, мы показали, как интегрировать простые дроби. Что каса-
ется произвольной правильной дроби, то её интегрирование основы-
вается на следующей важной теореме, которая доказывается в курсе 
алгебры [1]. 

Теорема 1.1. Каждая правильная рациональная дробь 
( )
( )

,, nm
xQ
xP

n

m <  может быть представлена в виде суммы конечного чис-

ла простейших дробей.  
С доказательством этого утверждения можно познакомиться в  

[3, 5]. Здесь же ограничимся рассмотрением на конкретном примере. 

Пример 1.13. ∫ +−
− dx
xx

x
43

5
23 . 

Разложим знаменатель на множители:  
 

=+− 43 23 xx ( ) ( )( ) =+−−+=+−+ 114144 2223 xxxxxxx  

 

   ( )( )441 2 +−+= xxx ( )( )221 −+= xx , 
 

тогда подынтегральную функцию можно представить как сумму про-
стейших дробей с неопределёнными коэффициентами: 

 

( )( ) ( )22 22121
5

−
+

−
+

+
=

−+
−

x
C

x
B

x
A

xx
x . 

 

Найдём коэффициенты А, В, С. Приведя дроби в правой части ра-
венства к общему знаменателю и освобождаясь от него, получим 

 

( ) ( )( ) ( )12125 2 ++−++−=− xCxxBxAx  
или 

( ) ( ) CBABACxBAxx +−+−−++=− 2445 2 . 
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Составим три уравнения для вычисления коэффициентов А, В, С. 
Здесь удобно положить 2,1 =−= xx  и приравнять коэффициенты 

левой и правой части равенства при 2x : 

.320
,133
,3296

2
1

2 =⇒+=
−=⇒=−

−=⇒=−
=
−=

BBA
CC

AA

x
x

x
 

Следовательно, 

( )
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

−
+

+
−

=
+−

−
∫∫ dx

xxx
dx

xx
x

223 2
1

2
32

1
32

43
5  

C
x
x

x
C

x
xx +

−
−

+
−

=+
−

+−++−=
1
2ln

3
2

2
1

2
12ln

3
21ln

3
2 . 

 
1.5. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ  

ФУНКЦИЙ 
 

Часто при интегрировании главные усилия направляются на оты-
скание преобразований, сводящих данный интеграл к интегралу от 
рациональной функции.  

Обозначим ( )K,,, γβαR  – выражение, рациональное относительно 
K,,, γβα , т.е. такое, в котором над K,,, γβα  производится только че-

тыре арифметических действия, сложение с числом и умножение на 
число. 

Интегралы вида ( )∫ dxxxR cos,sin  приводятся к интегралам от 

рациональных дробей с помощью универсальной тригонометрической 

подстановки π<<π−= xxt ,
2

tg . Действительно,  
 

( )
( )

( )
( )

,
1
1

2tg1
2tg1cos,

1
2

2tg1
2tg2sin 2

2

2

2

22 t
t

x
xx

t
t

x
xx

+
−

=
+
−

=
+

=
+

=  

 

21
2,arctg2

t
dtdxtx
+

== , 

так что 

( ) ( )∫∫∫ =
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

+
= dttR

t
dt

t
t

t
tRdxxxR 122

2

2 1
2

1
1,

1
2cos,sin , 

 

где ( )tR1  – рациональная функция. 
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Пример 1.14.  

∫∫ =

+
+

+=

+
=

+
==

=
+

2

2

2

2

1
232

1
2

1
2

,
1

2sin,
2

tg

sin32
t
t

t
dt

t
dtdx

t
txxt

x
dx  

 

( )
=+

++
−+

=
−+

=
++

= ∫∫ C
t
t

t
dt

tt
dt

2523
2523ln

5
1

452313 22  

 

C
t
t

+
++

−+
=

532
532ln

5
1 ( )

( )
C

x
x

+
++
−+

=
532tg2
532tg2ln

5
1 . 

 

Универсальная тригонометрическая подстановка даёт возмож-
ность проинтегрировать всякую функцию вида ( )xxR cos,sin . Однако 
на практике она часто приводит к слишком сложным рациональным 
функциям, поэтому бывает полезно также знать другие подстановки. 

1)  Если подынтегральная функция обладает свойством 
( ) =−− xxR cos,sin ( )xxR cos,sin , то применяется тригонометрическая 

подстановка xt tg= , тогда 
 

22

2

2

2
2

22
2

1
,

1tg1
tgsin,

1
1

tg1
1cos

t
dtdx

t
t

x
xx

tx
x

+
=

+
=

+
=

+
=

+
= . 

 

После подстановки получим интеграл от рациональной функции. 
Пример 1.15.  

 

∫∫ =

+
−

+=

+
=

+
==

=
−

2

2

2

2

2

2
2

2

1
2

1

1

,
1

sin,tg

sin2
t

t
t

dt

t
dtdx

t
txxt

x
dx  

 

CxCt
t

dt
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+=

+
= ∫ 2

tgarctg
2

1
2

arctg
2

1
22 . 

 
 

2)  Если подынтегральная функция обладает свойством  
 

( ) ( )xxRxxR cos,sincos,sin −=−    или 
 

( ) ( )xxRxxR cos,sincos,sin −=− ,                          (1.3) 
 
 

то применяются подстановки xt cos=  или xt sin=  соответственно 
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Пример 1.16.  ( )
=

=
=

=
+

−
=

+ ∫∫ xdxdt
xt

dx
x

xxdx
x

x
cos

,sin
sin1

cossin1
sin1

cos
2

2

2

3
 

( )
=+−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
=

+
+−

=
+
−

= ∫∫∫ Cttdt
t

dt
t

tdt
t
t arctg21

1
2

1
12

1
1

22

2

2

2
 

( ) Cxx +−= sinsinarctg2 . 
 

3) Если подынтегральная функция имеет вид ( ) =xxR cos,sin  

xx nm cossin= , где т и п – целые числа, то возможны три случая. Если, 
по крайней мере, одно из этих чисел нечётное, то подынтегральная 
функция обладает свойством (3.4), и применяются подстановки, рас-
смотренные выше. Если т и п – числа неотрицательные и чётные, то 
применяются тригонометрические формулы понижения степени: 

 

xxxx 2cos1cos2,2cos1sin2 22 +=−= . 
 

Если т и п – числа чётные, и хотя бы одно из них отрицательное, 
то применяется подстановка xt tg=  или xt ctg= . 

 

Пример 1.17.  ( )( ) =−= ∫∫ dxxdxx 24 22cos1sin  

( ) ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−=+−= ∫∫ dxxxxdxxx 4cos1

2
12sin

4
12cos2cos21

4
1 2

( ) Cxxx ++−= 4sin125,02sin5,125,0 . 
 

4) Рассмотрим в заключение интегралы вида: 
 

.sinsin,cossin,coscos ∫∫∫ dxnxmxdxnxmxdxnxmx  
 

Они берутся при помощи следующих формул тригонометрии: 
 

( ) ( )[ ]xnmxnmnxmx −++= coscos2
1coscos ; 

 

( ) ( )[ ]xnmxnmnxmx −++= sinsin2
1cossin ; 

 

( ) ( )[ ]xnmxnmnxmx −++−= coscos2
1sinsin . 

 

Пример 1.18. ( ) =+= ∫∫ dxxxdxxx 3cos7cos2
15cos2cos +x7sin14

1  

Cx ++ 3sin6
1 . 
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1.6. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 
 

1) Интеграл вида  

dx
dcx
bax

dcx
baxxR

prnm

∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ ,,, K  

сводится к интегралу от рациональной функции с помощью подста-

новки kt
dcx
bax
=

+

+ , 

где k – общий знаменатель дробей prnm ,,K . 

Пример 1.19. 
( ) ∫ ∫∫ =

−
=

−
=

=
=+

=
+−+ 1

66
6

2

22

2

34

5

5

6

3 2 t
dtt

tt
dtt

dttdx
tx

xx

dx  

( )
=+==+−++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
++=

−
+−

= ∫∫ 62
2

21ln663
1

116
1

116 xtCtttdt
t

tdt
t

t

 
Cxxx +−+++⋅++⋅= 12ln62623 663 . 

 

2) Интегралы вида ,, 22 dxxaxR∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −  ,, 22 dxxaxR∫ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +  

dxaxxR∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ − 22,  приводятся к интегралам от функций, рационально 

зависящих от тригонометрических функций, с помощью следующих 
тригонометрических подстановок: tax sin=  для первого интеграла; 

tax tg=  для второго интеграла; tax sin=  для третьего интеграла. 

Пример 1.20. ∫∫ =
−

=
=
=

=
− dtt

t
t

tdtdx
tx

dx
x

x cos2
sin4

sin44
cos2
sin24

2

2

2

2
 

=+−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

−
== ∫∫∫ Cttdt

t
dt

t
tdt

t
t ctg1

sin
1

sin
sin1

sin4
cos4

22

2

2

2
 

 

( ) ( ) ( ) =−−=== 2arcsinctg2arcsin2arcsin xxCxt  

( ) xxxC 242arcsin −−−= . 
В последнем выражении использованы тригонометрические пре-

образования 

( )
x

x
x

x
t

tt
222 4

2
21

sin
sin1ctg −

=
−

=
−

= . 
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3) Рассмотрим несколько интегралов, зависящих от иррациональ-

ного выражения cbxax ++2 . 

3.1) ∫
++

+ dx
cbxax

BAx
2

. Этот интеграл можно разбить на два инте-

грала, выделив в числителе производную подкоренного выражения; 
тогда один легко взять непосредственно (как интеграл от степенной 
функции), а во втором – выделить полный квадрат. Аналогичные пре-
образования проводились в примере 1.12.  

3.2) 
( )∫

++β− cbxaxx

dx
2

. Приводится к интегралу 3.1 с помо-

щью подстановки tx 1=β− . 
 

Пример 1.21. 
( )

=
−=+=

>>=−
=

+−−
∫ 22 ,11

,0,1,11

321 tdtdxtx
txtx

xxx

dx  

 
 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ =
++−+

−=
++−+

−=
22222 321311211 tttt

dtdt
ttt

t
 

 

( )∫ =−==+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−=

+
−= 11122ln

2
1

12
2

2
xtCtt

t

dt  
 
 

( )
C

xx

x
xx

C +
+−+

−
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

−
+

−
−=

322

1ln
2

11
1

2
1

2ln
2

1
22 . 

 
 
 

3.3) ∫ ++ dxcbxax2 . Выделением полного квадрата в подкорен-

ном выражении интеграл сводится к одному из интегралов 

dttp∫ − 22 , dttp∫ + 22 , dtpt∫ − 22 . 

О множественности ответов при интегрировании. При нахож-
дении неопределённых интегралов не исключены случаи получения 
разнообразных ответов на один и тот же интеграл. Однако проверки 
подтверждают правильность  всех ответов, что создаёт впечатление о 
множественности верных ответов. 

На самом деле, ответы всегда тождественны между собой, и ка-
жущееся различие ответов всегда вызывается различием произвольных 
постоянных в этих случаях, обозначенных, тем не менее, одной и той 
же буквой С.  
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Например,  

∫ +−= Cxxdx 2cos
2
12sin , 

с другой стороны, 
 

( )∫ ∫∫ === xxdxdxxxdx sinsin2cossin22sin Cx +2sin . 
 

Ответы как будто различные. Однако известно, что 

xx 2cos
2
1

2
1sin2 −= . 

Различие произвольных постоянных (здесь на 
2
1 ) и создало здесь 

кажущееся различие самих ответов. 
 

1.7. ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 
 

1.7.11. Укажите все верные утверждения (С – произвольная посто-
янная) 

 ( ) ;)34cos()34cos( xdxx −=
′

−∫  

 ;)1()1( 11 ∫∫∫ −− −=− dxеdxхdxех хх  

 ;44 22 Cxxd +⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −∫  

 .tg2tg2 ∫∫ = xdxxdx  

1.7.2. Множество первообразных функции 22 −= xey  имеет вид:  

 Ce x +−22 ;    Ce x +−222 ;    Ce x +− −22

2
1

;    Ce x +−22

2
1

. 

1.7.3. Первообразными функции xxy ln=  являются: 

 11ln
2

2
+xx

; 1ln +x ; 5)1ln2(
4

2
−−xx

; )1ln2(
4

2
−xx

. 

1.7.4. Неопределённый интеграл ∫ − dxx21  можно представить как: 

                                                 
1 В тестовых заданиях приняты обозначения:  – выбирается один вари-

ант ответа;  – выбираются несколько вариантов ответа 
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 ∫
−

+−
2

2
2

1
1

x

dxxxх ;   ∫
−

+−
2

2

1
1

x

xdxxх ; 

 ∫
−

−−
2

2
2

1
1

x

dxxxх ;   .
12

1
2

2
2 ∫

−
−−

x

dxxxх  

 

1.7.5. Правильную рациональную дробь 
( )( )21 +− xx

x  можно 

представить в виде суммы простейших дробей: 
 

 
2

2
1

1
+

+
− хх

;  
21 +

+
− х

В
х
А

;  
21

2
+

+
− х

х
х
х

;  
21 +

+
+

−
+

х
DСх

х
ВАх

. 
 

1.7.6. Найдите интегралы (простейшие приемы интегрирования): 

1) ∫ + x
dx

45
; 2) ∫ − x

dx
21

; 3) ( )∫ + dxx
2

12 ; 

4) ∫
− 253 x

dx ; 5) ∫ xe
dx
4 ; 6) ∫ dx

xx
x

22 sincos
2cos ; 

7) ∫ dxx2ctg ; 8) ∫ ++ xx
dx
1

; 9) ∫ + dxxx 432 ; 

10) ∫ xx
dx
ln

; 11) ∫ +14x
dxx ; 12) ∫ + 2

2

1
arctg

x
dxx ; 

13) ∫ x
dxx

2cos
sin ; 14) ∫ +

− dx
x

x
9
13

2 ; 15) .
1

arcsin2
2∫

−

− dx
x

xx  

1.7.7. Найдите интегралы (основные методы интегрирования):  
1) ∫ dxxx 3cos ; 2) ( )∫ −+ dxex x32 ; 3) ∫ dxx x52 ; 

4) ∫ dxxx ln7 ; 5) ∫ xdxx arctg ; 6) ( )∫ + dxxx 953 ; 

7) 
( )∫ − xx

dx
7

; 8) ∫
+1xe

dx ; 9) .sin∫ dxx  

1.7.8. Найдите интегралы (интегрирование рациональных дробей): 

1) 
( )∫ − 43x

dx ; 2) ∫ +−

− dx
xx

x
74

2
2 ; 3) ∫ ++ 32 36

2

xx
dxx ; 

4) ∫ −

− dx
xx

x
3

3 ; 5) ( )
∫ −

+ dx
xx

x
2

31 ;  6) 
( )∫ +

+ dx
xx
x

31
23 ; 
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7) ∫ + 83x
dx ; 8) ( )( )∫ −+ 22 12 xx

dx ; 9) ( )
( )

.
1

1
22

2

∫
+

+ dx
x

x  

1.7.9. Найдите интегралы (интегрирование тригонометрических 
функций):  

1) ∫ − xx
dx

cos4sin3
; 2) ∫ ++ xx

dx
cos3sin5

; 3) ∫ −3cos
sin2

x
xdx ; 

4) ∫ dxx3cos ; 5) ∫ + xx
dx

22 sin4cos3
; 6) ∫ dxx2sin ; 

7) ∫ dxx3ctg ; 8) ∫ dxxx 42 cossin ; 9) .
4

cos
3

sin∫ dxxx  

1.7.10. Найдите интегралы (интегрирование иррациональных 
функций):  

1) ∫
+− 32 2 xx

dx ; 2) ∫ +

− dx
x
x

1
1 ; 3) ∫ + x

dxx
1

; 

4) ∫ ++

+ dx
x

x
3

3

431
43 ; 5) ( )

∫
+−

+

532

4
2 xx

dxx ; 6) 
( )∫
+

329 x

dx ; 

7) 
( )∫

−+ 22 916 xx

dx ; 8) ∫
+− 1610 2 xxx

dx ; 9) .
13

1
3∫ +

+ dx
x

x  

 
2. ОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ 

 
I. Учебные цели. В результате изучения материала лекции сту-

денты должны получить представление об определённом интеграле и 
его свойствах; задачах, приводящих к понятию определённого инте-
грала и разрешаемых, следовательно, с его помощью; интеграле с пе-
ременным верхним пределом, его свойствах; формуле Ньютона–
Лейбница. Уметь вычислять интеграл по определению и с применени-
ем основных свойств определённого интеграла, применять определён-
ные интегралы к решению геометрических, физических и технических 
задач. 

II. Формирование компетенций. Способность к применению ба-
зовых математических знаний в профессиональной деятельности; спо-
собность применять методы математического анализа и моделирования. 

III. Введение в тему. К понятию определённого интеграла при-
водят разнообразные вопросы математики и других наук. Например, 
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один из основоположников интегрального исчисления Готфрид Лейб-
ниц, придерживаясь геометрического подхода, отметил, что задача 
определения площади фигуры, расположенной под графиком, – задача 
интегрирования. Исаак Ньютон, в свою очередь, пришёл к понятию 
интеграла, решая задачу об определении пути по известной скорости. 

Определённый интеграл обладает рядом важных свойств, отра-
жающих качественных характер процессов и явлений. При геометри-
ческой иллюстрации свойств будем пользоваться геометрическим 
смыслом определённого интеграла: определённый интеграл равен 
площади криволинейной трапеции, расположенной под графиком по-
дынтегральной функции, если эта функция на отрезке интегрирования 
неотрицательна.  

Определённый интеграл имеет широчайшее практическое приме-
нение в математике, физике и технике. 

Вопросы для контроля качества усвоения изложенного материала: 
1. Задачи, приводящие к понятию определённого интеграла. 
2. Определение определённого интеграла. 
3. Основные свойства определённого интеграла. 
4. Интеграл с переменным верхним пределом. 
5. Формула Ньютона–Лейбница. 
6. Приложения определённого интеграла. 
 

2.1. ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К ПОНЯТИЮ  
ОПРЕДЕЛЁННОГО ИНТЕГРАЛА 

 

Понятие интеграла возникло и постепенно укреплялось в своём 
значении, когда целый ряд задач геометрии и механики приводил к 
необходимости производить над функциями одну и ту же аналитиче-
скую операцию, содержание которой составлял предельный переход 
некоторого совершенно определённого типа. 

Задача о площади криволинейной трапеции. Рассмотрим непре-
рывную функцию )(xfy = , определённую на отрезке [ ]ba, , такую что 

0)( ≥xf  [ ]bax ,∈∀ . 
Криволинейной трапецией 

называется часть плоскости, 
ограниченная графиком функ-
ции )(xfy = , отрезком [ ]ba,  
оси абсцисс, прямыми ax =  и 

bx =  (рис. 2.1). 
Отрезок [ ]ba,  будем назы-

вать основанием трапеции.  

 

 
 

Рис. 2.1 
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Поставим задачу найти площадь S криволинейной трапеции. 
Для этого разобьём отрезок [ ]ba,  на n  частичных промежутков 

точками а = x0 < x1 < x2 <...< xn = b. Получим совокупность элементар-
ных отрезков [ ] пiхх ii ,,1,,1 K=− . Тогда криволинейная трапеция  
разобьётся на п элементарных трапеций с основаниями [ ]ii хх ,1−   
(рис. 2.1). 

Положим ,1−−=Δ iii xxx  и на отрезке [ ]ii хх ,1−  произвольным об-
разом выберем точку iξ . Рассмотрим прямоугольник с основанием 
[ ]ii хх ,1−  и высотой )( if ξ . Тогда площадь iS  криволинейной трапеции 
с основанием [ ]ii хх ,1−  приближённо будет равна площади этого пря-
моугольника: 

iii xfS Δξ≈ )( . 
 

Сумма площадей элементарных трапеций 
 

∑∑
==

σ=Δξ≈=
n

i
nii

n

i
i xfSS

11
)(  

 

будет приближённо характеризовать площадь криволинейной трапеции.  
Фактически nσ  зависит как от способа разбиения отрезка [ ]ba, , 

так и от выбора точек iξ . Очевидно, что чем меньше каждый из отрез-
ков разбиения, тем точнее nσ . 

Задача о работе переменной силы. Пусть под действием перемен-
ной силы ( )sF

r
 тело движется по прямой линии от точки М к точке N, 

причём направление силы совпадает с направлением движения  
(рис. 2.2). Здесь сила ( )sF  есть функция расстояния s от точки М до 
данной точки отрезка МN. Требуется определить работу А, совершае-
мую при перемещении тела из точки М в точку N. Обозначим через S 
длину пути МN. 

Разобьём отрезок МN на элементарные части точками, находящи-
мися на расстояниях Sssssss nii == − ,,,,,,,0 1210 KK  от точки М.  

Найдём работу iA  на элементарном участке [ ]ii ss ,1−  приближён-

но, считая силу на этом участке постоянной и равной ( )iF ξ , где iξ  – 
 

 
 

Рис. 2.2
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произвольно выбранная точка отрезка [ ]ii ss ,1− . Тогда работа равна 
произведению силы на перемещение 

 

( ) iii sFA Δξ≈ . 
Так как работа на всём пути равна сумме работ, то 
 

∑∑
==

σ=Δξ≈=
n

i
nii

n

i
i sFАА

11
)( . 

 

Несмотря на различный характер решаемых задач математическо-
го анализа для исследования получили одну и ту же формулу. 

 
2.2. ПОНЯТИЕ ОПРЕДЕЛЁННОГО ИНТЕГРАЛА,  

ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ 
 

Пусть задана некоторая функция )(xf  на отрезке [ ]ba, . Разобьём 
этот отрезок на n частей, обозначая точки деления через  

 

bxxxxxa nn =<<<<<< −1210 ... ; 
 

в каждом из отрезков [ ]( )nixx ii ...,,2,1,1 =−  выберем произвольную 
точку iξ ; значение функции )( if ξ  умножим на длину 1−−=Δ iii xxx  
соответствующего отрезка и составим сумму всех таких произведений 

∑
=

Δξ=σ
n

i
iin xf

1
)(  – такую сумму в математическом анализе называют 

интегральной. 
Представим теперь, что перед нами вся совокупность подобного 

рода разбиений отрезка [ ]ba,  и всех возможных выборов точек iξ  
(число n  частичных отрезков разбиения также может произвольно 
варьироваться), а значит и всех возможных значений суммы nσ . 

Обозначим через λ  длину наибольшего из отрезков [ ]ii xx ,1−  в 
данном разбиении. Если существует такое число I , что сумма nσ  
стремится к I  при 0→λ , каковы бы ни были предприняты разбиения 
и выбранные точки iξ , то это число называют определённым интегра-
лом функции )(xf  на отрезке [ ]ba,  и обозначают  

( )∫
b

a

dxxf . 
 

Существует более математически строгая формулировка опреде-
ления определённого интеграла, которую можно найти в классических 
учебниках по математическому анализу. 
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Функция )(xf , для которой существует определённый интеграл 
на отрезке [a, b], называется интегрируемой на отрезке [a, b]. 

Необходимым условием интегрируемости функции f (x) на отрез-
ке [a, b] является её ограниченность на этом отрезке. Поэтому в даль-
нейшем, рассматривая определённые интегралы, будем считать по-
дынтегральную функцию f (x) ограниченной, т.е.  

 

∃ m, M ∈ R ∀x ∈ [a, b] ( m≤ f (x) ≤ M ). 
 

Достаточным условием интегрируемости функции )(xf  на от-
резке [a, b] является непрерывность функции на этом отрезке. 

 
2.3. СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛЁННОГО ИНТЕГРАЛА 

 

Все рассмотренные ниже функции являются интегрируемыми на 
соответствующих отрезках. 

Свойство 1. Определённый интеграл не зависит от обозначения 
переменной интегрирования: 

 

( ) ( ) ( ) ...===∫ ∫∫
b

a

b

a

b

a

dууfdttfdxxf  . 

 

Свойство 2. ( ) 0∫ =
a

a

dxxf . 

Свойство 3 (ориентированность). При перестановке пределов ин-
тегрирования определённый интеграл меняет знак на противоположный: 

 

( ) ( )∫ ∫−=
b

a

a

b

dxxfdxxf . 

Свойство 4. ∫ −=
b

a

abdx . 

Свойство 5 (аддитивность) 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )∫ ∫∫ +=+
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf .                     (2.1) 

 

Свойство 6 (однородность) 
 

( ) ( )∫∫ =
b

a

b

a

dxxfсdxxfс . 
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Свойство 7 (аддитивность по отрезку). Для любых чисел a, b и c 
имеет место равенство 

 

( ) ( ) ( )∫ ∫∫ +=
c

a

b

c

b

a

dxxfdxxfdxxf . 

 

Свойство 8 (монотонность). Если для всех x из [a, b] имеет место 
неравенство f(x) ≥ g(x), то 

 

( ) ( ) .∫∫ ≥
b

b

b

a

dxxgdxxf  

Следствие. Если f (x)≥0 для всех x ∈ [a, b], то ( ) .0≥∫
b

a

dxxf  

Свойство 9. ( ) ( ) ( )badxxfdxxf
b

a

b

a
<∫ ∫≤ . 

Свойство 10. Если M и m – соответственно наибольшее и наи-
меньшее значения функции f(x) на отрезке [a, b] (a < b), то 

 

( ) ( ) ( )abMdxxfabm
b

a

−≤≤− ∫ .                        (2.2) 
 

 

Свойство 11. Если функция )(xf  непрерывна на отрезке [a, b], то 
существует точка c ∈ (a, b) такая, что  

 

( ) ( )( )abсfdxxf
b

a

−=∫ .                               (2.3) 
 

Формула (2.3) называется формулой среднего значения, а величи-
на f (с) в этой формуле называется средним значением функции )(xf  
на отрезке [a, b].  

Понятие среднего значения 
очень употребительно в технике. 
Многие величины часто харак-
теризуются своими средними 
значениями; таковы, например, 
давление пара, сила и напряже-
ние переменного тока и т.п. 

Замечание 1. Свойство 11 
имеет чёткий геометрический 
смысл: величина определённо-
го интеграла при f (x) > 0 равна 

 
 

Рис. 2.3 
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площади прямоугольника, имею-
щего высоту f (с) и основание b – a 
(рис. 2.3).  

Замечание 2. Если f (x) > 0 на 
отрезке [a, b], то 0)()( >− abcf , а, 

следовательно, и ( ) 0>∫ dxxf
b

a

. 

Интеграл с переменным верхним пределом и его производная. 
Рассмотрим интеграл с переменным верхним пределом, представляю-
щий собой функцию своего верхнего предела. Обозначим 

 

( ) ( )dttfx
x

a
∫=Φ . 

 

Геометрически функция Ф(х) представляет собой площадь за-
штрихованной криволинейной трапеции, если f (x) ≥ 0 (рис. 2.4). При 
этом функция Ф(х) является возрастающей, так как с ростом x площадь 
криволинейной трапеции увеличивается. 

Свойство 13. Производная интеграла от непрерывной функции по 
переменному верхнему пределу существует и равна значению подын-
тегральной функции в точке, равной верхнему пределу, т.е. 

( ) ( ) )(xfdttfx
x

x

a

=

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=Φ′ ∫ . 

Следовательно, одной из первообразных для )(xf  будет ( )dttf
x

a
∫ . 

 
2.4. ФОРМУЛА НЬЮТОНА–ЛЕЙБНИЦА 

 

Рассмотрим наиболее удобный метод вычисления определённых 
интегралов, основанный на тесной связи между понятиями первооб-
разной и определённого интеграла. 

Теорема 2.1 (основная теорема интегрального исчисления). Если 
функция f (x) непрерывна на отрезке [a, b] и функция F(x) является не-
которой её первообразной на этом отрезке, то справедлива формула 

 

 

( ) ( ) ( )aFbFdxxf
b

a

−=∫ .                                (2.4) 

 

Рис. 2.4 
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Формула (5.4) называется формулой Ньютона–Лейбница. 
Примем теорему без доказательства. 

Разность F(b) – F(a) принято условно записывать в виде ( )
a

b
xF . 

Тогда формула (4.4) примет вид 
 

( ) ( )
a

bb

a

xFdxxf =∫ . 

 

Таким образом, для вычисления определённого интеграла следует 
найти первообразную функцию, а потом вычислить приращение пер-
вообразной функции на отрезке интегрирования [ ]ba, . 

Пример 2.1. Вычислить интеграл 
 

( ) =−∫ dxee xx
1

0

4
1 ( ) ( )=−−∫ 11

1

0

4 xx ede ( )
=

−
1

0

5

5
1xe  

( ) ( )
5

1
5

1
5051 −

−
−

=
ee ( )

5
1 5−

=
e . 

 

Формула Ньютона–Лейбница существенно предполагает, что по-
дынтегральная функция ( )xf  непрерывна на всём отрезке [ ]ba,  и, 
значит, не имеет на этом отрезке никаких особенностей. 

Если же этого не принимать во внимание и если начать приме-
нять формулу Ньютона–Лейбница, не соблюдая этого условия, то то-
гда легко прийти к грубейшим ошибкам и к неверным ответам в чисто 
технических вопросах. 

Например, формально находим интеграл 
 

( )
211

2
1

2

3

1

3

1
2 −=−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−=

−∫ xx
dx . 

 

Ясно, что произошла ошибка, так как подынтегральная функция 

( )
( )22

1
−

=
x

xf  везде на отрезке [ ]3,1  положительна. Поэтому соот-

ветствующая интегральная сумма при ba <  также положительна, и её 
предел не может быть отрицательным числом. 

Ошибка произошла из-за того, что при 2→x  подынтегральная 
функция уходит в ∞+ . 
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2.5. МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ ОПРЕДЕЛЁННОГО 
ИНТЕГРАЛА 

 

Замена переменной в определённом интеграле. 
Пусть f (x) – непрерывная функция на отрезке [a, b]. Тогда если: 

функция x = ϕ(t) непрерывно дифференцируема на [α, β]; множеством 
значений функции x = ϕ(t) является отрезок [a, b]; ϕ(α) = a и ϕ(β) = b, 
то справедлива формула 

 

( ) ( )[ ] ( )dtttfdxxf
b

a

ϕ′ϕ= ∫∫
β

α

.                             (2.5) 
 

 

Формула (5.5) носит название формулы замены переменной в оп-
ределённом интеграле. При вычислении определённого интеграла по 
формуле (5.5) не требуется возвращения к старой переменной х. Дос-
таточно из формул ϕ(α) = a и ϕ(β) = b найти пределы изменения новой 
переменной t.  

Пример 2.2.  
 

==−=π
≤≤⇒≤≤

==
=− ∫∫∫

ππ

dttdttt
tx

dttdxtx
dxx

2

0

2
2

0

2
1

0

2 coscossin1

2
010

cossin
1  

4
2sin

2
1

2
12cos

2
1

2
2cos1

2
0

2
0

2

0

2

0

2

0

π
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+=
+

=
ππ

πππ

∫∫∫ ttdttdtdtt . 

 

В случае введения подстановки ( ) tx =ϕ , пределы новой переме-
ной определяются просто ( ) 1ta =ϕ , ( ) 2tb =ϕ , но функция должна быть 
строго монотонной на интервале ( )ba,  и иметь производную, не рав-
ную нулю ни в одной точке этого интервала.  

Интегрирование по частям в определённом интеграле. 
Если функции u(x) и v(x) непрерывны вместе со своими произ-

водными u′(x) и v′(x) на отрезке [a, b], то справедлива формула 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )dxxuxvxvxudxхvхu
b

a

b

a

b

a

′−=′ ∫∫ .                   (2.6) 

 

Формула (2.6) носит название формулы интегрирования по час-
тям в определённом интеграле. 
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Пример 2.3. Вычислить интеграл ( )dxx 1ln
1e

0

+∫
−

. 

Решение. Разобьём подынтегральное выражение на части 
( )1ln += xu  и dxdv =  и применим формулу (2.6): 

( ) ( ) ( ) =
+

−+=
==

+
=+==+ ∫∫

−−− 1e

00

1e1e

0 1
1ln

;,

;
1

,1ln1ln
x
xdxxx

xvdxdv
x
dxduxudxx  

 

( ) ( ) ( ) ∫ ∫∫
− −−

=
+

+−−=
+
−+

−−+−−=
1e

0

1e

0

1e

0 1
1e

1
11011eln1e

x
dxdxdx

x
x  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .11ln11eln01e1e1ln1e
0

1e

0

1e
=−+−++−−−=++−−=

−−

xx  

 
2.6. ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЁННОГО ИНТЕГРАЛА 

 

Рассматривание интегрирования как процесса, обратного диффе-
ренцированию, является лишь одной стороной дела. Другой стороной 
и, притом, несравненно более важной для применения интегрального 
исчисления к геометрии, механике и, вообще, ко всему естествозна-
нию, является то обстоятельство, что интегральное исчисление даёт 
нам в руки могущественный способ фактически находить предел сумм 
бесконечно увеличивающегося числа бесконечно малых слагаемых. 

Стремление сводить свои проблемы к отысканию пределов таких 
сумм естествознание имело ещё до эпохи Ньютона. Таким образом, 
интегральное исчисление появилось даже несколько ранее дифферен-
циального исчисления. С этой точки зрения интегральное исчисление 
получает вид уже не исчисления, обратного дифференцированию, а 
процесса суммирования. 

Однако обе эти стороны интегрального исчисления тесно пере-
плетаются между собой и, без обращения дифференцирования, инте-
гральное исчисление как процесс суммирования не много бы стоило, 
так как этот процесс суммирования есть процесс не прямой, а кос-
венный. Прямым образом производить отыскание таких сумм чрез-
вычайно трудно, практически возможно лишь в «модельных» случаях. 

Но если решена проблема, обратная дифференцированию, т.е. 
отыскание неопределённого интеграла ( )dxxf∫ , то тогда становится 

решённой и проблема суммирования, ибо предел суммы ( )∑
=

− Δ
n

i
ii xxf

1
1 , 
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где ax =0 , bxn =  и где при ∞→n  в то 

время, когда все 0→Δ ix  равен ( )( ) .
b

a
dxxf∫  

Таким образом, вся сила интегрально-
го исчисления основана на возможности 
находить неопределённые интегралы 

( )∫ dxxf , не производя никаких переходов к 

пределу. По этой причине в первую очередь необходимо обучиться ис-
кусству отыскивать неопределённые интегралы всеми возможными 
приёмами, а уж затем научиться применять найденные интегралы к 
суммированию бесконечно малых величин, необходимому для много-
численных задач геометрии, механики и, вообще, всего естествознания. 

Площадь плоской фигуры в декартовых и полярных координатах. 
Площадь криволинейной трапеции. В пункте 1.1 была получена 

формула для вычисления площади криволинейной трапеции (рис. 2.5), 
ограниченной сверху графиком непрерывной неотрицательной на от-
резке [a, b] функции ( )xfу = : 

 

( )dxxfS
b

a
∫= .                                      (2.7) 

 

Если 0)( ≤xf  для [ ]bax ,∈∀ , то ( ) 0≤∫ dxxf
b

a

 и тогда 

( )dxxfS
b

a
∫−= . 

Рассмотрим сложную криволинейную трапецию, ограниченную 
линиями ,, bxax ==  ( ) ( )xgyxfy == , , ( ) ( ) [ ]( )baxxgxf ,∈∀≥ , 
функции ( )xf  и ( )xg  непрерывны на отрезке [a, b] (рис. 2.6).  

Тогда площадь S будет равна  
 
 

 

( ) ( )( )dxxgxfS
b

a
∫ −= .         (2.8) 

 

 

Если верхняя граница 
∪
АВ  

криволинейной трапеции задана 
параметрически: 

 

 

b a  x 

 y 

 S 

 y=f(x) 

 А

 В

 

Рис. 2.5 

 
 

Рис. 2.6 
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( )
( ) [ ] ( ) ( )

⎩
⎨
⎧

=β=αβα∈
=
=∪

bxaxt
tуу
tхх

АВ ,,,
,
,

: , 
 

функция ( )ty  непрерывная и неотрица-
тельная на отрезке [ ]βα, , функция ( )tx  
имеет на этом отрезке непрерывную произ-
водную, тогда 
 

 

( ) ( )dttxtyS ∫
β

α

′= .                                     (2.9) 

Площадь криволинейного сектора. Рассмотрим полярную систему 
координат на плоскости. Криволинейным сектором называется часть 
плоскости, ограниченная лучами ϕ = α, ϕ = β и графиком непрерывной 
функции ( )ϕρ=ρ  (рис. 2.7). 

Площадь криволинейного сектора вычисляется по формуле 
 

( )∫
β

α

ϕϕρ= dS 2

2
1 .                                   (2.10) 

 

Пример 2.4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
322 +−= xxy  и 13 −= xy . 

Решение. Изобразим кривые на плоскости Oxy (рис. 2.8).  

Решая систему уравнений 
⎩
⎨
⎧

−=
+−=

13
,322

xy
xxy , находим координаты 

точек пересечения кривых 4,1 21 == xx . 
Используя формулу (2.8), получаем:  
 

 

( )( ) =+−−−= ∫ dxxxxS
4

1

2 3213 ( )∫ −+−
4

1

2 45 dxxx 4
1

4

1

24

1

3
4

2
5

3
xxx

−+−= = .
2
9  

 
 

Пример 2.5. Найти площадь, огра-

ниченную эллипсом 1
2

2

2

2
=+

b
y

a
x . 

Решение. Параметрические урав-

нения эллипса: [ ]
⎩
⎨
⎧

π∈
=
=

2,0
,sin
,cos

t
tbу
tах

 

(рис. 2.9). Учитывая симметрию фигуры, 

 
 

Рис. 2.7 

 
 

Рис. 2.8 
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вычислим площадь заштрихованной кри-
волинейной трапеции. По формуле (2.9), 
учитывая, что при х = 0 имеем 2

π=t , а при 

х = а имеем 0=t , получаем 
 

        ( ) =−=′= ∫∫
ππ

dttabdttbtаS
0

2

2
0

2

1 sincossin  

            =
−

= ∫

π

dttab
2

0 2
2cos1

42
2sin

2

22

00

abttab π
=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

ππ

. 

 

Тогда площадь всей фигуры ababS π=
π
⋅=

4
4 (ед. кв.). 

Пример 2.6. Найти площадь фигуры, ограниченной полярной 
осью и первым витком спирали Архимеда ρ = aϕ, a > 0 (рис. 2.10). 

Решение. При изменении ϕ от 0 до 2π полярный радиус описыва-
ет кривую, ограничивающую криволинейный сектор. Применяем фор-
мулу (2.10) 

∫
π

ϕϕ=
2

0

2
2

2
daS , 

 

23

3

3
2

3
4

0

2

6
aaS π=

π
ϕ=  (кв. ед.). 

 

Длина дуги плоской кривой. Пусть 

плоская кривая 
∪
АВ  задана уравнением 

y = f(x), x ∈ [a, b] (рис. 2.11), функция 
)(xf имеет непрерывную производную 

на [a, b]. Длина L кривой 
∪
АВ  будет 

равна 

( )( ) dxxfL
b

a
∫ ′+= 21 .         (2.11) 

Если кривая 
∪
АВ  задана парамет-

рически: 

 

 

Рис. 2.9 

 

 

Рис. 2.10 
 

 

Рис. 2.11
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( )
( )

[ ]
⎩
⎨
⎧

βα∈
=
=∪

,
,
,

: t
tуу
tхх

АВ , 
 

длина кривой вычисляется по формуле 
 

( ) ( )dttytxL ∫
β

α

′+′= 22 .                                (2.12) 

Если кривая 
∪
АВ  задана в полярных координатах: ρ = ρ(ϕ), 

α ≤ ϕ ≤ β, длина кривой равна 

( ) ( )( ) ϕϕρ′+ϕρ= ∫
β

α

dL 22 .                           (2.13) 

Пример 2.7. Вычислить длину дуги полукубической параболы 
y2 = x3, заключённой между точками (0,0) и (4,8). 

Решение. Длина дуги в этом случае вычисляется по формуле 
(2.11). Функция y(x) определена для х ≥ 0. Поскольку данные точки 

лежат в первой четверти, то 2
3

xy = . Отсюда xy
2
3

=′  и 

xy
4
911 2 +=′+ . Следовательно,  

 

( )∫ −=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅=+=

4

0

2
3

2
3

11010
27
814

4
91

27
8

0

4

4
91

3
2

9
4

4
91 xdxxL . 

 

Пример 2.8. Вычислить длину дуги первого витка спирали Архи-
меда ρ = aϕ. 

Решение. Кривая задана в полярной системе координат, следова-
тельно, будем использовать формулу (2.13). Первый виток архимедо-
вой спирали образуется при изменении полярного угла от 0 до 2π. По-
этому 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +π+π++ππ=ϕ+ϕ=ϕ+ϕ= ∫∫

ππ

142ln
2
1141 22

2

0

22
2

0

222 adadaaL . 

 

Пример 2.9. Вычислить длину дуги одной арки циклоиды 
( ),sin ttax −=  ( ) π≤≤+= 20,cos1 xtay . 
Решение. Уравнение кривой задано параметрически, следовательно, 

будем использовать формулу (2.12). Из уравнения циклоиды находим 
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( ) ( ) ( ) .sin,cos1 tatxtaty −=′−=′  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ∫∫∫

∫∫∫
πππ

πππ

=
π

−===−=

=+−=′+′=′+=

2

0

2

0

2
2

0

2

0

22
2

0

22
2

0

2

0
2

2
cos4

2
sin2

2
sin4cos12

sincos11

tadttadttаdtta

dtttadttytxdxxyL
a

 

 

        ( )[ ] .8114 aa =−−−−=  
 

Вычисление объёмов тела.  
Вычисление объёмов методом параллельных сечений. Пусть  

тело Т заключено между плоскостями ах =  и bх = , известна пло-
щадь ( )xS  сечения тела плоскостью const=х , функция ( )xS  непре-
рывна на отрезке [a, b], тогда объём V 
тела Т (рис. 2.12) равен 

 

( )∫=
b

a

dxxSV .            (2.14) 

 

Вычисление объёмов тел вращения. 
В случае, когда тело образовано враще-
нием криволинейной трапеции, ограни-
ченной сверху графиком функции y = f(x), 
x ∈ [a, b], вокруг оси Ox (рис. 2.13), сече-
нием тела вращения плоскостью const=х  
будет круг радиуса ( )xf , поэтому 

 

S(x)⋅= πf 2(x), 
 

( )∫π=
b

a

dxxfV 2 .           (2.15) 

 

Пример 2.10. Цилиндр радиуса R 
пересечён плоскостью, проходящей че-
рез диаметр основания под углом α  к 
плоскости основания. Методом парал-
лельных сечений найти объём отсечён-
ной части. 

Решение. Методом сечений объём 
тела вычисляется по формуле (2.14). 

Направим ось Ox вдоль того диа-
метра основания, по которому секущая 
плоскость пересекает цилиндр. 

 

 

Рис. 2.12 

 

 

Рис. 2.13 

 
 

Рис. 2.14 
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Рассмотрим сечение АВС тела 
плоскостью const=х . Площадь этого 
сечения равна 

( ) α⋅−= tg
2
1)( 22 xRxS . 

Тогда  
 

( ) =α⋅−= ∫
−

R

R

dxxRV tg
2
1 22

( ) =⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅α=−α= ∫

RRR xxRdxxR
0

3

0

2

0

22

3
tgtg

α= tg
3
2 3R  (куб.ед.). 

 

Пример 2.11. Найти объём тела, об-
разованного вращением вокруг оси Ох 
фигуры, ограниченной линиями 

,1,4 == xxy  0,4 == yx . 
Решение. Если тело образовано вращением криволинейной трапе-

ции, ограниченной сверху графиком функции y = f(x), x ∈ [a, b], вокруг 
оси Ox , то объём тела вращения вычисляется по формуле (2.15). 

В нашем случае 
x

y 4
=  и 

 

=π=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π= ∫∫

4

1
2

24

1

164
x
dxdx

x
V π=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−π 12116

4

1x
 (куб. ед.). 

 

Пример приложения определённого интеграла в механике. 
Работа переменной силы. Работа, произведённая при перемеще-

нии материальной точки М из положения ax =  в положение 
)( babx <=  по прямой линии под действием силы F, направленной 

параллельно перемещению, вычисляется по формуле 
 
 

( )∫=
b

a

dssFA .                                         (2.16) 

 

 

Здесь сила ( )sF  является непрерывной функцией от пройденного 
пути s. 

 
 

 

Рис. 2.15 
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Пример 5.12. Какую работу (Дж) нужно совершить, чтобы растя-
нуть пружину на 4 см, если известно, что от нагрузки в 1Н она растя-
нется на 1 см? 

Решение. Согласно закону Гука, сила растяжения пружины на  
х ед. длины равна kxF = , где k  – коэффициент пропорциональности. 
Коэффициент пропорциональности найдём из условия: если х = 0,01 м, 

то F = 1 Н ⇒ 100
01,0
1

==k . Итак xF 100= . Тогда, используя форму-

лу (2.16), получим 

08,050100
04,0

0
2

04,0

0

=== ∫ xdxxA  (Дж). 

 
2.7. ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

 

2.7.1. Определённый интеграл ∫
1

0

5dxx  равен: 

1) 
6
5 ;              2) 

6
1 ;              3) 

4
1 ;               4) 5. 

2.7.2. Определённый интеграл ∫
−

−

e

dx
x

dx

1

 равен: 

1) 
e
1 ;               2) e ;               3) –1;                4) 1. 

2.7.3. Выяснить, не вычисляя, какой из интегралов больше: 

1) ∫
2

1
2x

dx  или ∫
2

1
3x

dx
; 2) ∫ −

1

0

2
dxe x  или ∫ −

1

0

dxe x ; 3) ∫
2

1

ln dxx  или 

∫
2

1

2ln dxx . 

2.7.4. Вычислить определённые интегралы с помощью замены пе-
ременной: 

 

1) ∫ +

9

1 25 x
dx ;  2) ∫

− −

1

1 45 x
xdx ;  3) ( )∫ −

3

2

73 dxxx ;  4) 
( )

dx
x

x
∫ +

1

0
3

2

1
. 

 

2.7.5. Вычислить определённые интегралы при помощи формулы 
интегрирования по частям: 
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1) ∫
2,0

0

5 dxxe x ;  2) ( )∫ +
e

xdxx
1

ln1 ;  3) ∫
1

0

arcsin4 xdxx ; 4) ∫
π 4

0

2cos xdxx . 

2.7.6. Интеграл  ∫ +

3

1
2 xx
dx   равен: 

 

1) 
3
1ln ;        2) 

2
3ln ;           3) 3ln ;            4) 2ln . 

 

2.7.7. Интеграл ∫
2

ln

e

e xx
dx  равен: 

 

1) 2;              2) 2ln ;            3) 3ln ;           4) 1. 
 

2.7.8. Интеграл ∫
−

3

0
24 x

xdx  равен: 

1) 1;              2) 2;                 3) 3;                4) 
2
1 . 

2.7.9. Интеграл ∫ +−

4

3
2 23xx

dx  равен: 

 

1) 
3
2ln ;         2) 

4
3ln ;          3) 

2
1ln ;          4) 

3
4ln . 

 

2.7.10. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой 
2xy = , прямыми 1−=x  и 2=x  и осью абсцисс. 
2.7.11. Вычислить площадь сегмента, отсекаемого прямой xy −=  

от параболы 22 xxy −= . 
2.7.12. Площадь фигуры, ограниченной линиями: ϕ= cos4r , 

ϕ= cos6r , равна: 
 

1) π5 ;             2) π2 ;            3) π4 ;             4) π6 . 
 

2.7.13. Площадь фигуры, ограниченной первой аркой циклоиды 
( )ttax sin−= , ( )tay cos1−=  и отрезком оси абсцисс, равна: 

 

1) 23 aπ ;           2) 2aπ ;         3) 2

2
aπ ;         4) 22 aπ . 

2.7.14. Длина дуги линии )1ln(1 2 −−= xy  при 169 ≤≤ x , равна: 
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1) 
17
12ln7 + ;    2) 

75
68ln5+ ;    3) 

68
75ln5+ ;     4) 

68
75ln7 + . 

2.7.15. Длина дуги линии 
⎩
⎨
⎧

−=
=

33

2

tty
tx , 230 ≤≤ t  равна: 

 

1) 23 ;            2) 85 ;             3) 816 ;            4) 821 . 
 

2.7.16. Длина дуги линии ϕ= sin10r  равна: 
 

1) π5 ;              2) π10 ;            3) π15 ;              4) π20 . 
 

2.7.17. Объём тела, полученного вращением вокруг оси Ох фигу-
ры, ограниченной линиями 652 −+−= xxy , 0=y , равен: 

 

1) 30π ;          2) 5π ;            3) 6π ;              4) 152π . 
 

3. РЯДЫ 
 

I. Учебные цели. Раскрыть сущностные основы теории беско-
нечных рядов и методики их использования при решении профессио-
нальных задач. Научить решать вопросы исследования процессов схо-
димости рядов. Сформировать навыки применения рядов при решении 
различного рода математических и профессиональных задач. 

II. Формирование компетенции: способность представить адек-
ватную современному уровню знаний научную картину мира на осно-
ве знания основных положений и методов математики; способность 
использовать законы и методы математики при решении профессио-
нальных задач. 

III. Введение в тему. Ряды являются одним из важнейших инстру-
ментов математического анализа, так как представляются техническим 
орудием исследования, очень полезным и удобным, но скромным по 
своему принципиальному значению. Поэтому теория рядов заслужива-
ет тщательного изучения. И не столько потому, что многочисленными 
применениями его проникнуто всё здание как самого анализа, так и 
почти всех опирающихся на него прикладных наук, сколько по той 
причине, что на сравнительно несложном материале, какой представ-
ляет нам собою теория рядов, типичные для всего анализа ходы мыс-
лей, цепи представлений и образов и даже целые логические схемы вы-
ступают с особой ясностью и рельефностью. Обучающемуся, который 
активно и прочно овладел теорией рядов, дальнейшее усвоение основ-
ных разделов анализа обычно не доставляет уже никаких затруднений. 

Изучить основы теории рядов можно по учебникам [3, 5]. В этом 
пособии основное внимание сосредоточено на особо принципиальных 
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положениях этой теории, поэтому использование более эффективно 
при повторном изучении учебного материала. 

Вопросы для контроля качества усвоения изложенного материала: 
1.  Что такое числовой ряд? Какие ряды называются сходящимися? 
2.  Как формируется сумма ряда? 
3.  Необходимое условие сходимости ряда. Критерий Коши. 
4.  Необходимый и достаточный признак сходимости число- 

вого ряда. 
5.  Признак сравнения при исследовании сходимости знакополо-

жительных рядов. 
6.  Интегральный признак Коши. 
7.  Признак Лейбница сходимости знакочередующегося ряда. 
8.  Каков алгоритм исследования числового ряда? 
9.  Как ставится вопрос сходимости функциональных рядов? 
10.  Степенные ряды. 
11.  Теорема Абеля. 
12.  Условия разложения функции в степенные ряды. 
В п. 1.3.2. учебного пособия [4] обсуждалось понятие числовой 

последовательности и её предела. Излагаемый далее учебный материал 
является, в определённом смысле, логическим продолжением теории 
бесконечных последовательностей. 

 
3.1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ 

 

Когда бесконечная последовательность чисел u1, u2, …, un, … за-
дана, то числовым рядом называют бесконечный символ  

u1 + u2 +…+ un +…,  или    ,
1
∑
∞

=n
nu                          (3.1) 

в котором члены этой последовательности располагаются с сохранени-
ем их порядка так, как если бы их прибавляли друг к другу, при этом 
u1,  u2, …, un, …  называют членами ряда.  

Конечные суммы ∑
=

=
n

k
kn us

1
 мы будем называть частичными 

суммами ряда.  
Основной вопрос, который ставится в отношении каждого данно-

го ряда, есть вопрос о его сходимости. Если предел 
 
 

ssn
n

=
∞→

lim  
 

 

существует, ряд (3.1) называется сходящимся, а число s его суммой.  
В противном случае ряд (3.1) называется расходящимся и суммы не 
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имеет. Случай, когда ∞→ns  или  −∞→ns  при ∞→n , мы формаль-
но можем отнести к любой из этих двух разновидностей бесконечных 
рядов; обычно в этом случае признают ряд расходящимся (так как под 
суммой ряда всегда разумеют некоторое число), однако при этом мы, 
объединяя под одним именем расходящихся как ряды с бесконечными 
суммами, так и ряды, вовсе не имеющие сумм, должны помнить, что 
эти два типа рядов не имеют в своей основе ничего общего и объеди-
няются лишь потому, что оба противостоят (хотя и в разных смыслах) 
рядам с конечными суммами.  

В основных своих разделах анализ оперирует только сходящими-
ся рядами. У того, кто впервые приступает к изучению рядов, первич-
ное представление о сумме ряда и процессе её получения неизбежно 
складывается по полной, часто не подвергаемой критическому анали-
зу, аналогии с конечными суммами: ns  – это сумма п первых членов 
ряда, а s – сумма всех его членов. Очень часто и сам преподаватель 
стимулирует и даже прямо воспитывает такое представление. И надо 
признать, что если относиться к нему достаточно осторожно и не утра-
чивать критической настроенности, это представление действительно 
способно как содействовать усвоению основных фактов теории рядов, 
так и эвристически предвидеть новые, ещё не знакомые закономерно-
сти. Однако ни на одну минуту нельзя забывать и об опасности зайти в 
этой аналогии слишком далеко, а тем более придавать ей доказатель-
ную силу. Аналогия между бесконечными рядами и конечными сум-
мами сколько-нибудь далеко может быть проведена только для так 
называемых абсолютно сходящихся рядов (о которых мы будем гово-
рить ниже); для рядов же «условно сходящихся» наше стремление 
представить себе их суммы образующимися аналогично конечным 
суммам немедленно наталкивается на неодолимые препятствия; труд-
но, в самом деле, представлять себе «суммою всех членов ряда» такую 
сумму, величину которой мы можем изменить, изменив порядок сла-
гаемых. Наконец, слишком крепко угнездившееся представление о 
сумме ряда, как о чём-то очень похожем на конечные суммы, таит в 
себе и серьёзную методологическую опасность, угрожая выхолостить 
всё специфическое идейное и предметное содержание суммы беско-
нечного ряда. Дело в том, что процесс образования суммы ряда вовсе 
не подобен процессу конечного суммирования и вовсе не состоит в 
том (как иногда себе представляют), что члены ряда прибавляются 
один за другим, «покуда не будут все исчерпаны» это было бы, разу-
меется, совершенно безнадёжным предприятием; исчерпать члены 
ряда последовательным прибавлением нельзя, ибо их бесконечное 
множество, и если мы всё же имеем возможность говорить о сумме 
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ряда, то это именно потому, что мы отказываемся от этого безнадёж-
ного процесса бесконечного прибавления и заменяем его совсем дру-
гой операцией (предельным переходом), сразу приводящей нас к цели. 
Вот подробное описание того, как формируется сумма бесконечного 
ряда; начинаем мы, разумеется, как и в случае конечных сумм, с по-
следовательного прибавления, т. е. образуем суммы s1, s2 и т. д.; но мы 
вовсе не имеем в виду продолжать этот процесс безгранично; образуя 
частичные суммы, мы внимательно исследуем их природу и строение, 
прежде всего – их зависимость от числа n взятых членов; другими сло-
вами, предметом нашего изучения служит величина sn, как функция от 
п, называемая последовательностью частичных сумм { }ns  (во многих 
случаях для получения полной картины этой функциональной зависи-
мости вовсе нет надобности в изучении сумм  s1, s2 и т. д. небольшого 
числа членов, а удаётся сразу получить, например, удобное аналитиче-
ское выражение функции sn; именно так обстоит дело, например, в 
известном из элементарной алгебры случае геометрической прогрес-
сии). Точнее, мы стараемся узнать, стремится ли величина sn при 

∞→n  к некоторому пределу, и если стремится, то к какому именно. 
Таким образом, формирование суммы бесконечного ряда слагается из 
двух последовательных моментов: 1) формирования частичных сумм 
sn, и изучения их зависимости от n; 2) перехода к пределу при ∞→n .  
Вы, конечно, видите, что всё это весьма мало похоже на «прибавление 
до полного исчерпания», и забывать об этом различии, конечно, ни на 
минуту нельзя, если мы не хотим иметь над собой постоянной угрозы 
впадать в ошибки на базе необоснованных аналогий.  

Сделаем ещё следующее замечание. Мы видим, что вопрос о 
сумме данного ряда (3.1) целиком сводится к вопросу о пределе свя-
занной с этим рядом последовательности  

 

s1, s2, ..., sn, ...,                                           (3.2) 
 

обратно, если задана совершенно произвольная последовательность 
(3.2), мы всегда можем, полагая  

 

,11 su =   122 ssu −= ,  233 ssu −= , ...,  1−−= nnn ssu , ..., 
 

свести вопрос о пределе последовательности (3.2) к вопросу о сумме 
ряда (3.1); таким образом, с этой точки зрения основная задача теории 
рядов ничем не отличается от основной задачи теории пределов (для 
последовательностей). 

На самом деле, конечно, специфика теории рядов, её задач и её 
методов обусловлена именно той особой концепцией, которую полу-
чают члены последовательности (3.2), когда мы рассматриваем их как 
последовательные частичные суммы некоторого ряда (3.1); и эта кон-
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цепция оказывается достаточно интересной в идейном и достаточно 
важной в прикладном отношении, чтобы составить собою предмет 
особой теории; эта теория и есть теория бесконечных рядов. 

Необходимое условие сходимости (Коши). Если ряд (3.1) сходит-
ся, то 0→nu  при ∞→n . В самом деле, 1−−= nnn ssu  при п > 1; так 
как при ∞→n  sn и sn–1 имеют один и тот же предел s, то 0→nu . Это 
свойство сходящихся рядов важно потому, что во многих случаях по-
зволяет легко установить расходимость ряда; для этого достаточно 
показать, что иn при ∞→n  не является бесконечно малой величиной. 
Однако из того, что 0→nu  при ∞→n , нельзя ещё заключить, что ряд 
(3.1) сходится; так, «гармонический» ряд  

...1...
3
1

2
11 +++++

n
 

расходится2 ( ∞→ns  при ∞→n ), хотя n-й член его и бесконечно мал 
при ∞→n . Такая односторонность рассматриваемого признака (необ-
ходимость без достаточности), конечно, в значительной мере ограни-
чивает сферу его применения.  

Вопрос о сходимости ряда есть только специальная форма вопро-
са о существовании предела у некоторой числовой последовательно-
сти, поэтому можно получить необходимый и достаточный признак 
сходимости ряда, переводя на язык теории рядов [3, 5] известный кри-
терий Коши существования предела у последовательности. Для того 
чтобы последовательность частичных сумм sn ряда (3.1) имела предел 
при ∞→n , необходимо и достаточно, чтобы при любом 0>ε  для всех 
достаточно больших n и для любого 0≥k  выполнялось неравенство  

ε<−+ nkn ss . 

Так как ∑
+

+=
+ =−

kn

ni
inkn uss

1
, то мы непосредственно приходим к 

следующему предложению. 
Необходимое и достаточное условие сходимости (Коши)3. Для 

сходимости ряда (3.1) необходимо и достаточно, чтобы для любого 
0>ε  при  всех достаточно больших n  и любом натуральном k выпол-

нялось неравенство  
 

                                                 
2 См., например, доказательство в [5]. 
3 Французский учёный О. Коши внёс большой вклад в теорию рядов, 

сформулировав, например, как необходимое, достаточное, так и необходимое 
и достаточное условия их сходимости. 
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ε<+++ +++ knnn uuu ...21 .                            (3.3) 
 

Выражаясь образно, условие критерия Коши состоит в том, чтобы 
достаточно удалённый и как угодно длинный «кусок» ряда становился 
сколь угодно малым по абсолютному значению. Разумеется, как и в 
теории пределов, критерий Коши может только установить существо-
вание суммы ряда, но ничего не говорит нам о её величине.  

Критерий Коши, будучи очень плодотворным орудием общетео-
ретического исследования, сравнительно редко применяется к уста-
новлению сходимости индивидуальных, конкретных рядов; причиной 
этого является то, что обычно бывает нелегко установить, выполняется 
ли для данного конкретного ряда условие (3.3). 

Поэтому теория рядов строит большое число других признаков 
сходимости; эти признаки, не имея присущей критерию Коши харак-
теристичности (т.е. необходимости и достаточности одновременно), 
зато с несравненно большим удобством применяются к отдельным 
конкретным рядам. Большинство этих признаков относится к рядам с 
положительными членами (точнее сказать, со знакопостоянными чле-
нами). Этот простейший и вместе с тем важнейший класс рядов мето-
дологически удобно рассмотреть в самом начале, чтобы затем поста-
раться по возможности свести изучение произвольного ряда к иссле-
дованию рядов этого простейшего типа. 

Ряды с положительными членами. Если все члены ряда (3.1) не-
отрицательны, то sn, очевидно, есть неубывающая функция от п и воз-
можен, поэтому лишь один из двух случаев: либо ряд (3.1) сходится, 
либо +∞=nslim ; другими словами, ряд (3.1) сходится или расходится, 
смотря по тому, ограничена или не ограничена величина sn при ∞→n . 
Все признаки сходимости для рядов этого класса устанавливаются по-
этому таким образом, что доказывается ограниченность функции sn  
при соответствующих условиях.  

В основе большинства этих признаков лежит следующий, чрез-
вычайно мощный принцип сравнения: 

если все члены рядов 
 

......21 ++++ nuuu                                          (3.4) 
и 

......21 ++++ nvvv                                           (3.5) 
 

неотрицательны, и если при 0nn ≥  
 

nn vu ≥ ,                                                    (3.6) 
 

то из сходимости ряда (3.5) вытекает сходимость ряда (3.4) (и, зна-
чит, из расходимости ряда (3.4) вытекает расходимость ряда (3.5)). 
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Взяв в качестве ряда (3.5) какой-нибудь ряд, сходимость которого 
уже установлена, обычно затем доказывают, что в случае, когда ряд 
(3.4) подчиняется какому-либо определённому условию, члены его 
необходимо связываются с членами ряда (3.5) соотношением (3.6); 
всякое такое условие и может служить признаком сходимости для ряда 
(3.4). Так, если выбрать в качестве ряда (3.5) члены обыкновенной 
геометрической прогрессии 

...,,...,,, 2
311

n
n aqvaqvaqvav ==== , 0>q , 

 

то соответствующий ряд 
 

......2 +++++ naqaqaqa  

при 1<q  сходится и имеет своей суммой число 
q

a
−1

.  

То обстоятельство, что отношение двух соседних членов – после-
дующего и предыдущего остаётся одним и тем же (равным q ) для всех 
членов ряда может быть основой для формулировки достаточного при-
знака сходимости – признака Д’Аламбера. 

Пусть дан знакоположительный ряд (3.4) и r
u

u

n

n
n

=+

∞→

1lim . Если 

1<r , то ряд  сходится, если 1>r , то ряд расходится, если 1=r , то 
необходимы дополнительные исследования. 

Как эти, так и все другие признаки всегда представляют собой ус-
ловия, в той или другой конкретной форме высказывающие требова-
ние, чтобы члены ряда (3.4) достаточно быстро убывали с ростом п; 
так, известный признак Даламбера требует, чтобы отношение nn uu 1+  
при достаточно большом п оставалось не больше числа, меньшего 
единицы, что очевидным образом характеризует  собой именно доста-
точную быстроту убывания величины un  с ростом n. 

Здесь нам нет надобности останавливаться на признаках этого ти-
па; вы найдёте их в большом числе вместе с исчерпывающими доказа-
тельствами в каждом курсе анализа. Вместо этой, в основном фор-
мальной, теории постараемся повнимательнее вглядеться в наши пред-
ставления о быстроте сходимости ряда с положительными членами. 
Вопрос этот, как раз имеет, независимо от своего принципиального 
интереса, и непосредственно практическое значение. В самом деле, 
если ряд сходится медленно, т. е. если для получения суммы sn сколь-
ко-нибудь близкой к предельному значению s, приходится суммиро-
вать очень большое число n его членов, то такой ряд при всей своей 
теоретической полноценности не может служить инструментом для 
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приближённого вычисления числа s, и поэтому в практическом отно-
шении, по крайней мере непосредственно, не может принести значи-
тельной пользы. Заметим вскользь, что иногда приходится встречаться 
и с обратным положением вещей: расходящийся ряд при известных 
условиях может оказаться очень удобным орудием для практического 
вычисления некоторых величин. Это обстоятельство дало повод из-
вестному французскому учёному Анри Пуанкаре, занимавшемуся ис-
следованием этого явления, высказать парадоксальную мысль о том, 
что сходящиеся ряды иногда оказываются «практически расходящи-
мися» и, наоборот, расходящиеся ряды – «практически сходящимися».  

Для всякого сходящегося ряда «остаток»  
 

...21 ++=−= ++ nnnn uussr  
 

есть величина бесконечно малая при ∞→n ; быстрота сходимости 
ряда целиком зависит от порядка этой бесконечной малой, т. е. от того, 
насколько быстро она стремится к нулю при ∞→n . Обычно считают, 
что ряд сходится с хорошей быстротой, если при ∞→n  остаток rn 
убывает подобно члену геометрической прогрессии; для этого доста-
точно, чтобы члены un данного ряда при достаточно большом n сами 
не превосходили соответствующих членов некоторой геометрической 
прогрессии. 

Значительно медленнее сходятся ряды, у которых с ростом п ос-
таток убывает как некоторая отрицательная степень числа п, т. е., на-

пример, имеет порядок 
32

1 ,1
nn

 и т.п. Такие ряды часто представляют 

уже затруднения для практического использования.  
Возвращаясь теперь к вопросу о признаках сходимости, сделаем 

следующее замечание. Для всякого сходящегося ряда 0→nu  при 
∞→n ; однако даже для ряда с положительными членами это стремле-

ние «общего члена» un к нулю может не быть монотонным; простым 
примером может служить ряд, полученный из геометрической прогрес-
сии с помощью перестановки и1 с и2 , и3 с и4  и  т. д., т. е., например, ряд  

 

...
2

1
2
1...

2
1

2
1

2
1

2
1

122342
+++++++

−nn
 

 

Однако в подавляющем большинстве случаев конкретные число-
вые ряды с положительными членами, встречающиеся в анализе и его 
приложениях, обладают тем свойством, что nn uu ≤+1  (n = 1, 2, ...), т.е. 

0→nu  в этих рядах, монотонно убывая с возрастанием п. Поэтому 
заслуживает большого внимания группа специальных критериев схо-
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димости рядов с монотонно убывающими положительными членами, 
тем более что в этой группе имеются признаки характеристические 
(т.е. необходимые и достаточные) и в то же время часто находящие 
себе удобное применение к исследованию отдельных конкретных ря-
дов. Мы рассмотрим два из этого рода признаков. 

Теорема 3.1 (Интегральный признак Коши). Пусть f(х) – поло-
жительная, непрерывная и невозрастающая функция на полупрямой 

+∞<≤ х0 . Тогда для сходимости ряда 
 

f(1) + f(2 ) + … + f(n) …                                  (3.7) 
 

необходимо и достаточно, чтобы существовал конечный предел при 
+∞→а  интеграла  

∫
a

duuf
0

)(                                                 (3.8) 
 

(для чего, в свою очередь, необходимо и достаточно, разумеется, что-
бы этот интеграл оставался ограниченным при +∞<≤ а0 ). 

Абсолютная и условная сходимость. Мы переходим теперь к ря-
дам с членами произвольного знака; сходящиеся ряды этого общего 
типа принято разделять на два класса, действительно существенно 
различных по своим свойствам: ряды, абсолютно сходящиеся, и ряды, 
сходящиеся условно. Мы говорим, что ряд (3.1) сходится абсолютно, 
если сходится ряд  

...,...21 ++++ nuuu                                    (3.9) 
 
 

если же ряд (3.1) сходится, а ряд (3.9) расходится, то мы называем ряд 
(3.1) условно сходящимся. 

Здесь, прежде всего, надо обратить внимание на то, что абсолют-
ная сходимость данного ряда определяется как сходимость некоторого 
другого ряда; поэтому совсем нетривиальной является теорема: всякий 
абсолютно сходящийся ряд сходится. 

Смысл этой теоремы состоит, конечно, в том, что из сходимости 
ряда (3.9) вытекает сходимость ряда (3.1); доказательство её проще все-
го проводится на основе критерия Коши: так как при любых n > 0, k > 0 
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11
                                   (3.10) 

 

и так как, согласно необходимому и достаточному условию сходимо-
сти (Коши), в случае сходимости ряда (3.9) правая часть сколь угодно 
мала при всех достаточно больших n и любом k, то тоже справедливо и 
для левой части, откуда, в силу того же критерия Коши, вытекает схо-
димость ряда (3.1). 
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Абсолютно сходящиеся ряды обнаруживают в своих свойствах 
далеко идущее сходство с конечными суммами: их можно почленно 
перемножать как конечные суммы (распределительный закон); члены 
их можно произвольно перемещать (переместительный закон) и груп-
пировать (сочетательный закон), не нарушая этим сходимости ряда и 
не изменяя его суммы (в частности, всеми этими свойствами обладают, 
конечно, ряды с положительными членами, сходимость которых все-
гда имеет абсолютный характер). Мы не будем здесь останавливаться 
на доказательствах этих свойств; они чисто формальны, и те изложе-
ния, которые вы найдёте в учебниках, не вызовут у вас никаких за-
труднений.  

Вглядимся зато несколько подробнее в условно сходящиеся ряды; 
вот перед нами сходящийся ряд, известный как ряд Лейбница 
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1
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1

4
1

3
1

2
11 +−+−+− . 

 
 

Это знакопеременный ряд (идёт чередование знаков). Сходимость 
таких рядов исследуется с помощью признака Лейбница: если 0→nu  
при ∞→n  и, начиная с некоторого n , nn uu <+1 , то знакочередую-
щийся ряд сходится. 

Всё здесь обстоит благополучно, частичные суммы стремятся к 
пределу, остаток стремится к нулю (и даже не слишком медленно), как 
у всякого сходящегося ряда. Но как шатко это благополучие! Стоит 
только надлежащим образом изменить порядок членов, и ряд получает 
другую сумму, а то и вовсе перестаёт сходиться. И всё это потому, что 
ряд (3.9) (в нашем примере – это гармонический ряд) расходится. Вы 
понимаете, конечно, что такое суммирование, при котором результат 
зависит от порядка слагаемых, не может приводить к конструкциям, 
сколько-нибудь аналогичным конечным суммам; само наименование 
«условно сходящиеся ряды» имеет, по-видимому, своей психологиче-
ской предпосылкой желание называть такие ряды сходящимися только 
с известной оговоркой. 

Общий обзор алгоритма исследования рядов на сходимость.  
Всё сказанное о числовых рядах можно резюмировать следующим 
образом. 

1. Когда задан какой-нибудь числовой ряд 
 

 

...,...21 ++++ nuuu  
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необходимо прежде всего посмотреть, стремится ли его общий член un 
к нулю, когда +∞→n ; если мы не имеем равенства 0lim =

+∞→
nn

u , ряд 

расходится и его надо оставить4. 
2. Если же имеем 0lim =

∞→
nn

u , тогда надо посмотреть не есть ли 

это знакочередующийся ряд и не убывают ли по абсолютной величине 
его члены; если эти условия для данного ряда выполняются, тогда ряд 
сходящийся. 

3. Если данный ряд не оказывается знакочередующимся и моно-
тонно убывающим, тогда нужно посмотреть, не будет ли он абсолютно 

сходящимся; для этого надо отыскать предел ρ=+

+∞→
n

n

n u

u 1lim . Если 

1<ρ , то ряд абсолютно сходится; если 1>ρ , ряд расходится; если 
1=ρ , ряд ещё не раскрыл своей природы, ибо он может оказаться и 

сходящимся, и расходящимся, можно попытаться применить другие 
признаки сходимости. Например, в случае, когда 1=ρ  и когда nu  
монотонно убывает до нуля, надо попробовать применить интеграль-
ный признак Коши.  

Для знакоположительных рядов можно эффективно использовать 
принцип сравнения, о котором говорилось ранее. В качестве «эталон-

ных» рядов берут или ряд ∑
∞

=1n

naq , который сходится при 1<q , или 

∑
∞

=
α

1

1

n n
, где α  – любое вещественное число, который сходится при 

1>α . В принципе, допустимо и многократное последовательное ис-
пользование принципа сравнения. 

 
3.2. ПРИМЕРЫ ИССЛЕДОВАНИЯ СХОДИМОСТИ  

ЧИСЛОВЫХ РЯДОВ 
 

Пример 3.1. Исследовать ряд  
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nn
 

                                                 
4 Этот пункт не является обязательным, так как его выполнение бывает 

сопряжено с большими трудностями, чем проверка выполнения одного из из-
вестных достаточных условий. 
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Решение. Это знакоположительный ряд. 

0
!

1limlim ==
∞→∞→ n

u
nnn

 (легко проверяется). 

Находим предел 
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поэтому ряд сходится. Существует доказательство, что его сумма рав-
на числу e . 

Пример 3.2. Исследовать ряд 
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Решение. Найти 
nnnn

nu
10

!limlim
∞→∞→

=  не для всех просто. Поэтому 

переходим сразу к пункту 3. 
Здесь 
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следовательно, ряд расходится. 
Пример 3.3. Исследовать ряд 
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Решение. Здесь  

( )
0

212
1lim =
+∞→ nnn

 и 1lim 1 =+

∞→
n

n
n u

u , 
 

поэтому признак Д’Аламбера не отвечает на вопрос сходимости. В то 

же время функция 
( ) xx

xf
212

1)(
+

=  при +∞≤≤ x1  положительная, 

непрерывная и убывающая, т.е. удовлетворяет условиям интегрально-
го признака Коши. Интеграл 
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В то же время ряд 
 

( ) ( ) ( ) ......21 ++++ nfff  
 

является исходным для исследования рядом. Конечное значение инте-
грала гарантирует его сходимость. 

 
3.3. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 

 

До сих пор члены рассматриваемых нами рядов были числами. 
Но математическому анализу в первую очередь нужны функциональ-
ные ряды, т. е. такие ряды, члены которых являются функциями одной 
или нескольких независимых переменных. Для теории этих рядов всё, 
что мы до сих пор рассматривали, играет роль подготовительного ма-
териала. 

Пусть  
...)(...)()( 21 ++++ xuxuxu n                           (3.11)  

 

есть ряд, члены которого – функции одной и той же независимой пе-
ременной х, определённые на некотором отрезке [а, b]. Давая этой пе-
ременной какое-нибудь числовое значение α=x , мы превращаем ряд 

(3.11) в обыкновенный числовой ряд )(
1

α∑
∞

=т
nu ; поэтому, с точки зре-

ния теории числовых рядов, можно сказать, что формула (3.11) выра-
жает собой не один ряд, а целую совокупность различных рядов. 

Для функциональных рядов проблема сходимости ставится со-
всем иначе, чем для числовых; по отношению к ряду (3.11) не имеет 
смысла ставить вопрос о том, сходится он или расходится, так как, во-
обще говоря, он может сходиться при одних значениях х и расходиться 
при других значениях. Осмысленная постановка вопроса здесь гласит: 
при каких значениях величины х на данном отрезке [а, b] ряд (3.11) схо-
дится и при каких расходится? Условимся называть областью сходимо-
сти данного ряда множество тех значений х, при которых он сходится, и 
областью расходимости – совокупность значений, делающих его рас-
ходящимся. Проблема сходимости для функционального ряда состоит в 
первую очередь в отыскании его области сходимости.  

Для всех аналитических применений теории функциональных ря-
дов основное значение имеет понятие равномерной сходимости. Вот 
как лучше всего подойти к определению этого понятия. Если ряд (3.11) 
сходится в каждой точке некоторого множества М (т. е. для всех зна-
чений Мх∈ ), то остаток  

 

)()()( xsxsxr nn −=  



56 

этого ряда (будучи, конечно, подобно сумме ряда s(х) и частичным 
суммам sn(х), функцией от х) для любого Мх∈  стремится к нулю при 

∞→n . Для нашей цели нам потребуется более детально описать этот 
факт: каково бы ни было Мх∈  и каково бы ни было 0>ε , существу-
ет такое n0 (зависящее, конечно, как от ε , так и от х), что ε<)(xrn  для 
всех 0nn ≥ . Оставим теперь ε  неизменным, но заставим число х про-
бегать всё множество М; при этом для каждого х найдётся своё n0, т. е. 
своё «место» в данном ряде, начиная с которого ε<)(xrn ; но сущест-
вует ли в этом ряде такое «место», начиная с которого, неравенство 

ε<)(xr  выполнялось бы уже для Мх∈ ? Очевидно, это зависит от 
того, будет ли множество тех чисел n0, которые мы выше построили 
для различных х, ограниченным или нет; если среди этих чисел есть 
наибольшее, то оно, очевидно, и сможет служить тем «местом», начи-
ная с которого ε<)(xrn  для всех Мх∈ . Если же среди построенных 
нами чисел n0 встречаются сколь угодно большие, то это показывает, 
что, как бы далеко мы ни продвигались в нашем ряде, всегда найдутся 
такие Мх∈ , для которых искомое «место» ещё не достигнуто и ле-
жит дальше; в этом случае выбор такого n0, которое в указанном 
смысле годилось бы для всех Мх∈ , очевидно, невозможен.  

Степенные ряды. Бесспорно, наиболее важный для анализа спе-
циальный класс функциональных рядов составляют так называемые 
степенные ряды, т.е. ряды вида  
 

...,...2
210 +++++ n

nxахахаа                           (3.12) 
 

где а0, а1, а2,…, аn,… суть данные вещественные числа. Мы рассмот-
рим здесь некоторые важнейшие свойства этого класса рядов. 

Для степенного ряда всегда существует некоторый открытый от-
резок (–r, r) с центром в точке О, так называемый интервал сходимо-
сти, внутри которого данный ряд сходится, а вне – расходится; число r 
называется радиусом сходимости данного ряда; r может иметь любое 
значение от 0 до +∞ , включая оба этих крайних значения (так, r = 0 

при !nan = , r = +∞  при 
!

1
n

an = ); заданием радиуса сходимости об-

ласть сходимости данного ряда определяется с точностью до двух гра-
ничных её точек, именно область сходимости может быть либо закры-
тым, либо открытым отрезком, либо, наконец, «полузакрытым»,  
т.е. содержащим один из своих концов и не содержащим другого;  
так, каждый из трёх рядов с коэффициентами соответственно an = 1, 
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1
1
+

=
n

an , 2)1(
1
+

=
n

an  имеет радиус сходимости, равный единице. 

Первый из этих рядов расходится при х = 1 и х = – 1, т. е. в обоих кон-
цах интервала сходимости (этот ряд есть геометрическая прогрессия со 
знаменателем х), второй ряд при х = 1 обращается в гармонический 
ряд, а при х = –1 в «ряд Лейбница» 
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он, следовательно, расходится при х = 1 и условно сходится при  
х = – 1; третий ряд абсолютно сходится в обоих концах интервала схо-
димости.  

Укажем, как устанавливается эта специальная форма области 
сходимости для степенных рядов. Вывод её основан на замечательной 
теореме: если ряд (3.12) сходится при х = α, то он абсолютно сходит-
ся при любом значении х, для которого α<х . Вот её доказательство: 

из сходимости ряда (3.12) при α=x  вытекает, что 0→αn
nа  при 

∞→n ; значит существует такое c > 0, что ca n
n <α (n = 1, 2, …); 

пусть теперь α<х  тогда 
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так как правая часть от п не зависит, то левая остаётся ограниченной 
при ∞→n , т. е. ряд (3.12) абсолютно сходится. Из этой теоремы сразу 
вытекает специальная форма области сходимости для степенных ря-
дов, так как вместе с точкой х этой области принадлежат и все точки, 
лежащие к нулю ближе, чем х. Другим следствием этой теоремы явля-
ется то, что в каждой внутренней точке интервала сходимости ряд 
(3.12) сходится абсолютно. Что касается равномерной сходимости, то 
для всего интервала сходимости мы её утверждать не можем, как пока-
зывает уже пример геометрической прогрессии (аn = 1): как бы велико 

ни было n, rn(x) = ∑
∞

+= 1nk

kx  становится сколь угодно большим, если х 

достаточно близко к единице. Но легко сказать, что степенной ряд 
сходится равномерно на любом отрезке, концы которого лежат внутри 
интервала сходимости. Из этой теоремы, между прочим, вытекает то 
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весьма важное следствие, что сумма степенного ряда есть функция 
непрерывная в каждой внутренней точке интервала сходимости.  

В случае, когда ряд (3.12) сходится при х = r, можно, впрочем,  
утверждать, что он равномерно сходится на отрезке [0, r] (и значит 
сумма его непрерывна на этом отрезке); эта замечательная теорема 
Абеля играет важную роль в теории функций. 

На практике радиус сходимости степенного ряда находят по пра-

вилу: если для ряда (3.13) l
a

a

n

n
n

=+

∞→

1lim , то 
l

r 1
= . 

 
3.4. ПРИМЕРЫ ИССЛЕДОВАНИЯ СХОДИМОСТИ 

ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ РЯДОВ 
 

Пример 3.5. Найти область сходимости ряда 
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Решение. 
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Следовательно при 1<x  или 11 <<− x  ряд сходится. 
При 1−=x  имеем числовой ряд: 

...1...
3
1

2
11 −−−−−−

n
, это умноженный на ( )1−  гармонический 

ряд, и следовательно, расходящийся. 
При 1=x  имеем числовой ряд: 

( ) ...11...
3
1

2
11 1 +−+−+− +

n
n  – это сходящийся ряд Лейбница. 

Окончательно область сходимости ряда определена неравенством  
 

11 ≤<− x . 
 

Пример 3.6. Найти область сходимости ряда 
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Решение. 
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Следовательно, при 11 <<− x  ряд сходится. 
При 1=x  имеем числовой ряд 
 

......2516941 2 +++++++ n  . 

Это расходящийся ряд, так как общий член 2nan =  при ∞→n  не 
стремится к нулю. 

При 1−=x  имеем числовой ряд 
 

( ) ...1...16941 21 +−++−+− + nn , 
 

который также не удовлетворяет необходимому признаку сходимости. 
Окончательно область сходимости ряда определена неравенством  
 

11 <<− x . 
 
3.5. РЯДЫ В РОЛИ АППАРАТА ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ 

ФУНКЦИЙ 
 

Когда мы даём синусу и косинусу их первоначальное геометриче-
ское определение, то целый ряд важнейших свойств этих функций мы 
выводим непосредственно из их определения. Когда мы затем вводим 
для этих функций общепринятые обозначения sin x и cos x, то эти «ана-
литические выражения» ничего нового к нашим сведениям о выра-
жаемых ими функциях, разумеется, не прибавляют. Но когда мы нахо-
дим для тригонометрических функций новые аналитические выраже-
ния, представляющие их в виде степенных рядов 
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то с помощью этих представлений мы легко обнаруживаем целый ряд 
таких свойств этих функций, которые мы совсем не могли бы или 
могли бы лишь очень сложным путём получить из их первоначальных 
определений; и прежде всего, эти разложения дают нам возможность с 
максимальной принципиальной простотой вычислять значения триго-
нометрических функций при любых значениях аргумента. 

Аналитическое выражение, если мы с самого начала подойдём к 
нему в роли хозяев, а не покорных и немудрствующих подчинённых, 
если мы будем видеть в нём лишь то, что оно есть на самом деле, – 
послушное нашим целям и замыслам орудие исследования функций, – 
может сыграть в этом исследовании огромную решающую роль и при-
нести чрезвычайно много пользы. Более того, можно считать нормаль-
ным и естественным такое положение вещей, когда исследователь, 
стоящий перед задачей определения какой-либо функции, прежде все-
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го ищет для неё удобное аналитическое выражение; из деталей такого 
выражающего данную функцию аналитического аппарата в большин-
стве случаев и удаётся наиболее рациональным способом вычитать 
нужные свойства этой функции. 

Среди различных аналитических аппаратов, могущих в этом 
смысле служить орудиями исследования функций, первое место по 
своей простоте, гибкости, прозрачности и удобству употребления, без 
сомнения, занимают функциональные ряды. Идея этого важнейшего 
аналитического аппарата очень проста: функция, которую мы хотим 
исследовать, представляется как предел последовательности других, 
более простых и доступных исследованию функций (частичных сумм 
изображающего ряда); если такая частичная сумма на всём рассматри-
ваемом участке весьма близка к изучаемой функции, то мы имеем ос-
нование рассчитывать из свойств этой приближённой частичной сум-
мы узнать, хотя бы приближённо, некоторые свойства изучаемой 
функции; в частности, умея приближённо вычислять, при тех или дру-
гих значениях аргумента, значения этих частичных сумм, мы тем са-
мым имеем метод для приближённого вычисления соответствующих 
значений изучаемой функции. 

Какими же функциями всего удобнее и выгоднее пользоваться в 
качестве элементов разложения, т. е. членов того ряда, который при-
зван изображать собою изучаемую функцию и помочь нам в её иссле-
довании? На этот вопрос, как и естественно ожидать, нельзя дать еди-
ного ответа, пригодного для всех случаев; здесь почти всё зависит от 
природы изучаемой функции и  характера тех задач, которые мы по 
отношению к ней себе ставим. Необходимо только отметить, что су-
ществует несколько важнейших типов функциональных рядов, в такой 
степени зарекомендовавших себя в этой своей роли, что применение 
их совершается на каждом шагу и естественно вызвало создание соот-
ветствующих общих теорий; сюда относятся в первую очередь сте-
пенные ряды (где элементами разложения служат целые, в первую 
очередь неотрицательные степени независимой переменной) и триго-
нометрические ряды (с элементами вида sin kx, cos kx, где k = 0, 1, 2, ...). 
Однако в очень многих случаях в качестве элементов разложения быва-
ет удобное выбрать не эти простейшие, универсальные, а совсем дру-
гие функции, хотя и не столь простые, но зато по своим свойствам бо-
лее тесно связанные с изучаемой функцией (например, так называемые 
собственные функции в краевых задачах). Вообще при выборе типа 
разложения основным руководящим принципом должно служить от-
сутствие всякой предвзятости, которое в максимальной степени позво-
лило бы учесть в каждом отдельном случае всю специфику поставлен-
ных вами перед собою задач.  
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Ряд Маклорена. Пусть степенной ряд (3.12) имеет своей суммой 
f(x) на промежутке сходимости (– r, r), r > 0: 

 

......)( 2
210 +++++= n

nxaxaxaaxf                       (3.13) 
 

Нетрудно показать (см., например [3, 5]), что если безгранично 
дифференцируемая функция f(x) является суммой степенного ряда 
(3.12), но не зная его коэффициентов, мы можем их все определить по 
формуле Маклорена: 
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В этом случае говорят, что функция f(x) разложима в промежутке 
(–r, r) в степенной ряд и имеет место тождество 
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которое называется рядом Маклорена. 
Не следует думать, что бесконечный ряд Маклорена сам по себе 

чрезвычайно ясен и что не стоит, поэтому, спрашивать о его законно-
сти. Здесь кроется большая тонкость. 

На первый взгляд, кажется, что когда мы имеем какую-нибудь 
безгранично дифференцируемую функцию f(x), то весьма просто её 
«разложить в степенной ряд».  И на первый взгляд кажется, что здесь 
нет места никаким сомнениям, ибо представляется, что бесконечный 
ряд Маклорена должен сходится и должен иметь суммой разлагаемую 
функцию f(x). Но в действительности дело обстоит гораздо сложнее и 
тоньше. 

Во-первых, составленный по правилу Маклорена для заданной 
функции  f(x)  бесконечный ряд (3.141) может оказаться расходящимся 
всюду (кроме точки х = 0).  

Во-вторых, составленный по правилу Маклорена для заданной 
функции f(x) бесконечный ряд (3.14), хотя и может оказаться сходя-
щимся в его промежутке сходимости ( ) 0,, >+− rrr , однако суммой 
этого степенного ряда может оказаться вовсе не заданная функция f(x),  
а совершенно посторонняя. 

Все, что можно извлечь из формулы Маклорена, это только то, 
что если рассматриваемая функция f(x) способна служить суммой сте-
пенного ряда, то такой ряд имеется только один и его коэффициенты 
должны тогда определяться по правилу Маклорена. Но на основной 
вопрос: может ли данная безгранично дифференцируемая функция f(x) 
быть суммой степенного ряда, т. е. возможно ли её разложение в ряд 
степеней, бесконечный ряд Маклорена ответить не может. 
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В целях решения этого вопроса обычно прибегают к конечной 
формуле Маклорена, устанавливающей оценку разности между рас-
сматриваемой функцией f(x) и суммой n первых членов бесконечного 
ряда Маклорена; эту разность обозначают через Rn(x): 
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Ясно, что для того чтобы сумма бесконечного ряда Маклорена 
была равна функции f(x) в промежутке сходимости ( )rr +− ,  этого 
ряда, необходимо и достаточно, чтобы имели 
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всюду в промежутке ( )rr +− , . 
Так как равенство (3.14) можно переписать в виде 
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то называют это равенство конечной формулой (не рядом) Маклорена, 
а количество Rn(x), стоящее последним в правой части, дополнитель-
ным членом (или, неправильно, «остатком»). 

Для того чтобы безгранично дифференцируемая функция разла-
галась в промежутке ( )rr +− , , в сходящийся ряд степеней, необходи-
мо и достаточно, чтобы дополнительный член стремился к нулю 
всюду в этом промежутке, когда  n  безгранично возрастает. 

В целях наибольшего удобства ему дают различные формы. Одни 
из этих форм удобны для одних функций f(x), другие – для других. 
Общих правил здесь нет. Мы здесь укажем простейшую из форм до-
полнительного члена Rn(x), а именно:  
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где ξ есть величина средняя, находящаяся между 0 и х. 
Правую часть этого равенства принято называть остаточным чле-

ном в форме Лагранжа. Пользование этой формой во многих случаях 
затруднительно, так как неизвестно, в каком месте отрезка [0, х] нахо-
дится средняя величина ξ. Однако для трёх функций: ех, sin x и cos x 
остаточный член в форме Лагранжа довольно быстро приводит к цели.  

Пример 3.7. Разложить в степенной ряд f(x) = ex. 
Решение. Имеем xnxx exfexfexf ==′′=′ )(,...,)(,)( )( ,… Значит 

f(0) = 1, ,1)0( ,1)0( =′′=′ ff  и остаточный член в форме Лагранжа будет 
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n ⋅= ξ , где ξ промежуточное число между 0 и х. Отсюда сле-
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Поэтому ,0)( →xRn  когда +∞→n  для любого х. 
Окончательно, для всякого х:  
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Пример 3.8. Разложить в степенной ряд f(x) = sin x. 
Решение. Имеем xxfxxfxxf cos)(,...,sin)(,cos)( −=′′′−=′′=′ и  

xxf VI sin)( = . Дальше производные, очевидно, повторяются периоди-

чески. Общая формула для n-й производной: .
2

sin)()( ⎟
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+= nxxf n  

Для х = 0 имеем ,0)0( =f  ,1)0( =′f  ,0)0( =′′f 1)0( −=′′′f  и т. д. Сле-
довательно, мы имеем период из четырёх чисел: 0, 1, 0, – 1. Остаточ-
ный член в форме Лагранжа будет 
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Окончательно, имеем сходящееся всюду разложение:  
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Пример 3.9. Разложить в степенной ряд f(х) = cos х. 
Решение. Можно было бы проделать такое же исследование оста-

точного члена в форме Лагранжа, какое было сделано для sin х. Но яс-
но, что делать это не стоит, потому что можно воспользоваться правом 
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дифференцировать сходящиеся степенные ряды (см., например, [3, 5]). 
Таким образом, дифференцируя почленно разложение (3.15), мы сразу 
получаем разложение Маклорена для cos х:  
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сходящееся для всякого х.  
Для того чтобы произвести разложение в степенные ряды других 

функций, необходимо сначала придать остаточному члену Rn(х) дру-
гую форму, ибо форма Лагранжа оказывается уже недостаточной, и 
уже затем, пользуясь этими другими формами, устанавливать сходи-
мость рядов Маклорена к заданным функциям f(х) в их промежутке 
сходимости. Но такое исследование даже для элементарных функций 
представляется затруднительным. 

 
3.6. ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

 

3.6.1. Применив признак Д’Аламбера, показать, что нижесле-
дующие ряды сходятся5: 
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3.6.2. Путём сравнения рядов показать сходимость нижеследую-
щих рядов.  

У к а з а н и е. Первоначально необходимо записать формулу об-
щего члена )( nu  и осуществить его сравнение с соответствующими 

членами рядов ∑
∞

=1n

nq  или ∑
∞

=
α

1

1

n n
, условия сходимости которых из-

вестны. 

                                                 
5 Здесь мы не указываем формулы для общего члена ряда ( )nu , предоста-

вив это читателю как дополнительное задание. 
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3.6.3. Выяснить, какие из нижеследующих рядов сходятся абсо-
лютно и какие условно: 
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3.6.4. Найти области сходимости следующих рядов: 
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4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
 

I. Учебные цели. Раскрыть сущностные основы теории диффе-
ренциальных уравнений и основных методов их решения. Научить 
решать типовые дифференциальные уравнения. Привить элементар-
ные навыки моделирования простейших физических явлений с помо-
щью дифференциальных уравнений. 

II. Формирование компетенций: способность к обобщению, 
анализу, восприятию информации, постановке цели и путей её дости-
жения; способность выявить естественнонаучную сущность проблем, 
возникающих в профессиональной деятельности, привлекать для их 
решения соответствующий математический аппарат (дифференциаль-
ных уравнений); способность применять математический аппарат для 
решения профессиональных задач. 

III. Введение в тему. Дифференциальные уравнения занимают 
особое место в математике и используются во многих науках. Иссле-
дование природных явлений и изучение закономерностей обществен-
ных процессов приводит к построению математических моделей, ос-
нову которых составляют дифференциальные уравнения. 

В дифференциальных уравнениях неизвестная функция содер-
жится вместе со своими производными. Главная задача теории диффе-
ренциальных уравнений – изучение функций, представляющих собой 
решение этих уравнений. 

В данном учебном курсе излагаются элементы теории обыкно-
венных дифференциальных уравнений (неизвестные функции зависят 
от одной переменной). Теория дифференциальных уравнений в част-
ных производных (неизвестные функции зависят от нескольких пере-
менных) является более сложной и изучается в других курсах. 

Вопросы для контроля качества усвоения изложенного материала: 
1. Что называют дифференциальным уравнением, его решением? 
2. Решение уравнений с разделяющимися переменными. 
3. Какие уравнения называются однородными? 
4. Методы решения линейных однородных и неоднородных урав-

нений. 
5. Виды дифференциальных уравнений, допускающих понижение 

порядка. 
6. Дифференциальные уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами. 
 

4.1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ,  
ИХ ПОРЯДОК И СТЕПЕНЬ 

 

Дифференциальным уравнением называется такое уравнение, ко-
торое содержит производные или дифференциалы неизвестной функ-
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ции. С дифференциальными уравнениями мы уже имели дело при изу-
чении неопределённых интегралов, в частности при решении практи-
ческих задач.  

Пример 4.1. Найти уравнение кривой, в каждой точке которой  
угловой коэффициент касательной равен x2 . 

Решение. Так как угловой коэффициент касательной к кривой в 

любой точке равен 
dx
dy , то по условию задачи имеем  

x
dx
dy 2=  или xdxdy 2= .                                (4.1) 

Получили простейшее дифференциальное уравнение первого порядка. 
Очевидно, что  

Cxxdxy +== ∫ 22  – 

общий интеграл (неопределённый интеграл), который называют об-
щим решением дифференциального уравнения (4.1). 

Уравнение 

02

2
=+ y

dx
yd                                          (4.2) 

называют дифференциальным уравнением второго порядка, согласно 
порядку производной. 

Вообще, порядком дифференциального уравнения называется по-
рядок наивысшей производной, содержащейся в нём. 

Порядок дифференциального уравнения следует отличать от его 
степени. Мы далее будем изучать в основном линейные уравнения, 
когда неизвестная функция y  и все её производные, содержащиеся в 
уравнении, входят в него в первой степени. Но, например, 

( ) ( )32 1 yy ′+=′′  
уже не является линейным. 

 
4.2. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  

УРАВНЕНИЙ. ПОСТОЯННЫЕ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
 

Решением или интегралом дифференциального уравнения назы-
вается такое соотношение между переменными величинами ( )yиx , 
следствием которого является данное дифференциальное уравнение. 

Поясним это на примерах. 
Пример 4.2. Соотношение xCy sin1= , где 1C  – некоторая посто-

янная величина, есть решение дифференциального уравнения 
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02

2
=+ y

dx
yd  или 0=+′′ yy ,                               (4.3) 

ибо, находя последовательно xCy cos1=′ , xCy sin1−=′′  и подставляя 
в (4.3), мы получаем тождество 

 
 

0sinsin 11 ≡+− xCxC . 
 

 

Значит уравнение (4.3) тождественно удовлетворено и притом 
при произвольном 1C . 

Точно также xCy cos2=  является решением уравнения (4.3) при 
всяком постоянном 2C .  

Соотношение же  
 

xCxCy cossin 21 +=                                 (4.4) 
 

является ещё более общим решением дифференциального уравнения 
(4.3), ибо решения xCy sin1=  и xCy cos2=  включаются в это реше-
ние (при определённых значениях 1C  и 2C ). 

Произвольные постоянные 1C  и 2C , содержащиеся в (4.4), назы-
ваются постоянными интегрирования. Всякое решение вроде (4.4), 
которое содержит столько же произвольных постоянных, сколько еди-
ниц содержится в порядке уравнения (в рассматриваемом примере – 
две), называются общим решением6. 

Решения, выводимые из общего решения путём задания произ-
вольных постоянных, называются частными решениями. На практике 
частное решение ищется из общего не прямым заданием произволь-
ным постоянным определённых численных значений, а исходя из тех 
условий, которым должно удовлетворять искомое частное решение. 

Так, если потребовать для уравнения (4.3), чтобы 2=y  и 1−=′y  
при 00 =x , то из системы условий: 

221 0cos0sin2 CCCy =+== , 
 

121 0sin0cos1 CCCy =−=−=′  
находим, что 11 −=C , а 22 =C  и  

xxy sincos2 −=   – 
 

искомое частное решение. 
                                                 

6
 Здесь имеются в виду лишь независимые друг от друга произвольные 

постоянные; число их уже нельзя изменить; высказанные утверждения об об-
щем решении Н. П. Пучков считает наиболее приемлемым для студентов не-
математических специальностей. 
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Задача поиска решения дифференциального уравнения, удовлетво-
ряющего заданным начальным условиям, называется задачей Коши. 

Пример 4.3. Соотношение C
x
yxy =+ ln  есть общее решение 

дифференциального уравнения 
 

( ) ( ) 022 =−++ dxyxydyxyx , 
 

в чём нетрудно убедиться, продифференцировав обе части исходного 
соотношения. 

Мы дали определение решения, используя понятие «соотношение» 
(между x  и у), т.е. переменная y  не обязательно должна явно выражать-
ся через переменную x , как это формулируется в некоторой учебной ли-
тературе при определении решения дифференциального уравнения. 

Обычно считается, что решение дифференциального уравнения 
доведено до конца, если его удалось получить в виде выражения, со-
держащего неопределённые интегралы («квадратуры»), при этом счи-
тается ненужным рассуждать о том, можно ли их «взять» или нет. 

Пример 4.4. Соотношение  

Cdx
x

xyy += ∫
sinln  

есть общее решение дифференциального уравнения 
 

( ) 0sin1ln =−+ xdxdyyx . 
 

Прежде чем приступить к задаче решения дифференциальных 
уравнений, необходимо, на наш взгляд, самостоятельно освоить мето-
дику проверки решений дифференциальных уравнений. 

Дифференциальные уравнения Решения 

02
2

2
=+

dx
dy

xdx
yd ; 2

1 C
x

Cy += ; 

027128
23

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dx
dy

x
y

dx
dy ; ( ) 32 xCyC =+ ; 

022 =−+− yxxy
dx
dyx ; xC

x
y

−=arcsin ; 

xx
xy

dx
dy 1

1
2
2 =
+

+ ; 
1
ln5,0

2

2

+

+
=

x
xxy ; 

0
2

2

2
=−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

dx
dyy

dx
dyx

dx
ydxy . 1

2

2

1

2
=+

C
y

C
x . 
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Процесс решения дифференциальных уравнений часто (и не слу-
чайно) называют их интегрированием (с целью избавиться от диффе-
ренциалов). Поэтому алгоритм нахождения решения обязательно со-
держит действия (преобразования исходного уравнения) «подведения» 
дифференциалов под интегралы вида ∫ dxxf )(  и ∫ϕ dyy)( , которые 

могут быть как «берущимися», так и «не берущимися». Но в любом 
случае переменные x  и y  должны быть разделены. Рассмотрим мето-
дику разделения переменных на примере дифференциальных уравнений 
первого порядка с разделёнными переменными 0)()( =ϕ+ dyydxxf . 

 
4.3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
 

4.3.1. Дифференциальные уравнения с разделяющимися  
переменными 

 

Общий вид таких уравнений 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 02211 =ϕ⋅+ϕ⋅ dyyxfdxyxf .                    (4.5) 
 

В предположении, что ( ) ( ) ,011 ≠ϕ⋅ yxf  это уравнение сводится к виду  
 

( )
( )

( )
( )

0
1

2

2

1 =
ϕ

ϕ
+ dy

y
ydx

xf
xf . 

В этом случае  
( )
( )

( )
( )

Cdy
y
ydx

xf
xf

=
ϕ
ϕ

+ ∫∫
1

2

2

1 , 

 

что уже можно считать общим решением  исходного дифференциаль-
ного уравнения. 

 
4.3.2. Однородные уравнения 

 

Дифференциальное уравнение 
 

( ) ( ) 0,, =+ dyyxNdxyxM                               (4.6) 
 

называется однородным, когда ( )yxM ,  и ( )yxN ,  суть однородные 

функции от x  и y  одной степени: ( ) ( )yxMyxM m ,, λ=λλ ; 

( ) ( )yxNyxN m ,, λ=λλ  и таким образом  
 

( )
( )

( )
( )yxN

yxM
yxN
yxM

,
,

,
,

=
λλ
λλ . 
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В частности, если 
x
1

=λ , то ( )
( ) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=

x
yN

x
yM

yxN
yxM

,1

,1

,
, . 

Последняя дробь является функцией одной переменной 
x
yv = . 

Такие дифференциальные уравнения всегда можно интегрировать 
посредством подстановки xvy ⋅= , где ( )xvv = . 

Эта подстановка приводит к дифференциальному уравнению от-
носительно v  и x , в котором эти переменные отделимы. 

В самом деле из (4.6) имеем: 
 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )vf
vN
vM

vNx
vMx

xvxN
xvxM

yxN
yxM

dx
dy

m

m
====−=

,1
,1

,1
,1

,
,

,
, . 

 

С другой стороны, 
( )

dx
dvxv

dx
vxd

⋅+=
⋅ . 

 

Поэтому получается уравнение 
 

( )vfv
dx
dvx =+⋅  

и значит переменные v  и x  легко отделимы: 
( ) x

dx
vvf

dv
=

−
. 

Проинтегрировав последнее уравнение и найдя соотношение ме-
жду v  и х, можно найти и соотношение между y  и x . 

 
4.3.3. Линейные уравнения 

 

Линейное дифференциальное уравнение первого порядка относи-
тельно y  имеет вид 

( ) ( )xQyxP
dx
dy

=⋅+ .                                  (4.7) 
 

Если ( ) 0≡xQ , то соответствующее уравнение называется линей-
ным однородным уравнением. «Однородность» проявляется в том, что, 
если )(* xy  – решение этого уравнения, то )(* xyλ  также является ре-
шением. В учебниках встречаются и несколько другие (по форме) объ-
яснения этого факта. Очевидно, что однородное уравнение  
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0)( =⋅+ yxP
dx
dy  – 

 

уравнение с разделяющимися переменными: 
 

0)( =⋅+ dxxP
y

dy . 

 

Чтобы интегрировать уравнение (4.7), полагают vuy ⋅= , где u  и 
v  неизвестные функции независимого переменного x , подлежащие 
определению. 

В этом случае 
 

( )
dx
duv

dx
dvuvud

dx
dy

⋅+⋅=⋅= . 
 

Уравнение (4.7) записывается в виде 
 

( ) ( )xQvuxP
dx
duv

dx
dvu =⋅⋅+⋅+⋅  

или  

( ) ( )xQuxP
dx
duv

dx
dvu =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅++⋅ .                            (4.8) 

 

Мы всегда имеем право предположить, что первая неизвестная 
функция )(xu  уничтожает круглую скобку этого равенства, обращая 
её в ноль, т.е. что  

( ) 0=⋅+ uxP
dx
du .                                     (4.9) 

 

Тогда имеет место второе уравнение 
 

( )xQ
dx
dvu =⋅ .                                       (4.10) 

 

Уравнение (4.9) – однородное уравнение, соответствующее дан-
ному неоднородному (4.7), где вместо переменной y  фигурирует пе-
ременная u ; после нахождения )(xu  уравнение (4.10) будет содержать 
только одну неизвестную функцию )(xv , находящуюся под знаком 
дифференциала. Здесь перемененные v  и x  также разделены. 

Ясно, что найденные )(xu  и )(xv  удовлетворяют уравнению 
(4.8), решение линейного уравнения (4.7) будет дано формулой 

)()( xvxuy ⋅= . 
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В таком порядке идеи некоторых видов дифференциальных урав-
нений первого порядка сводятся к уравнениям с разделёнными пере-
менными. 

Примеры нахождения решений дифференциальных уравнений 
первого порядка. 

Пример 4.5. Решить уравнение  
 

( ) 2
5

1
1

2
+=

+
− x

x
y

dx
dy . 

 

Решение. Запишем соответствующие уравнения (4.9) и (4.10): 
 

0
1

2
=

+
−

x
u

dx
du , ( ) 2

5

1+=⋅ x
dx
dvu . 

 

Решение первого 

∫∫ +
=

1
2

x
dx

u
du , 

откуда ( )21+= xu . 

Тогда второе уравнение ( ) 2
5

1+= x
dx
dvu  при найденной ( )21+= xu  

представляется как  

( ) 2
1

1+= x
dx
dv , или ( ) dxxdv

2
1

1+= , а ( ) Cxv ++=
2
3

1
3
2 . 

 

Находим искомую функцию vuy ⋅=  

( ) ( )21
3

12
2
7

++
+

= xCxy . 
 

Пример 4.6. Решить уравнение 
 

dx
dyxy

dx
dyxy =+ 22 . 

 

Решение. Преобразуем данное уравнение к виду 
 

( ) 022 =−+ dyxyxdxy  
 

Переменные x  и y  здесь не разделены и не могут быть разделе-
ны, так как выражение в круглых скобках нельзя представить как про-
изведение функции только от x  на функцию только от y . Но нетруд-
но заметить, что это однородное уравнение: 
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2

2

xxy
y

dx
dy

−
= . 

В результате, подставим vxy ⋅=  

v
vv

dx
dvx

−
−=+

1

2
 или ( ) 01 =−+ dvvxvdx . 

 

Чтобы отделить переменные, делим на xv ⋅ . Это даёт 
 

01
=

−
+ dv

v
v

x
dx ; 

 

Cdv
v
dv

x
dx

=−+ ∫∫∫ ; 
 

Cvvx =−+ lnln  или vCxv +=ln . 
 

Возвращаясь к переменной xvy ⋅= , имеем  

y
x

Cey =  – 
общее решение. 

Если заданы начальные условия: 4=y  при 0=x , то оно имеет 
место при 4=C  и, таким образом, 

y
x

ey 4=  – 
частное решение. 

 
4.4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 
 

К этому классу уравнений относят дифференциальные уравнения, 
содержащие производные (дифференциалы) – начиная со второго по-
рядка и выше. Методы их решения разнообразны, с ними можно по-
знакомиться, например, по учебникам [3, 5]. Среди них имеются те, 
которые путём замен переменных понижают порядок исходного диф-
ференциального уравнения или сводят решение дифференциальных 
уравнений к уравнениям алгебраическим. 

Рассмотрим некоторые примеры уравнений второго порядка. 
1. Уравнения, допускающие понижение порядка. 
Предположим, что дифференциальное уравнение второго прядка 

задано в общем виде 
( ) 0,,, =′′′Φ yyyx  
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и не содержит самой функции y , а только x  и производные y′  и y ′′ , 
то его можно заменить другим, на порядок ниже. Будем рассматривать 

в качестве неизвестной функции производную y′ , тогда 
dx
ydy
′

=′′ , и 

мы будем иметь уравнение первого порядка относительно y′ . После 
того, как удастся найти эту неизвестную функцию y′ , выраженную че-
рез x , то само y  получается уже взятием одного неопределённого ин-
теграла. 

Пример 4.7. Найти общее решение дифференциального уравнения 
 

( )21 yy ′+=′′ . 
 

В этом уравнении нет самой неизвестной функции y . Поэтому 
его (второй) порядок можно понизить на одну единицу, взяв за неиз-
вестную функцию y′ . Таким образом, имеем 

 

( )( )dxyyd 21 ′+=′  
или  

( )
dx

y
yd

=
′+

′
21

. 

Отсюда, интегрируя один раз и обозначая через 1C  произвольное 
постоянное, находим 

1arctg Cxy +=′ . 
Решаем это уравнение относительно y′ , получаем 

 

)tg( 1Cxy +=′ , 
значит  

dxCxdy ⋅+= )(tg 1 . 
 

Отсюда неизвестная функция y  находится при помощи одной 
квадратуры 

( ) )ln(cos)tg( 211 CCxdxCxy ++=+= ∫ , 
 

где 2C  есть вторая произвольная постоянная. 
Разрешимыми аналогичным образом являются ситуации, когда 

дифференциальное уравнение не содержит явным образом независимого 
переменного x  или когда оно однородно относительно x , y′  и y ′′ . 

2. Линейное дифференциальное уравнение второго порядка с по-
стоянными коэффициентами. 
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Рассмотрим уравнение 
)(xfqyypy =+′+′′ ,                                   (4.11) 

 

где p  и q  – суть постоянные и )(xf  непрерывная функция только x . 
Нахождение общего решения этого уравнения основывается на 

следующих, доказанных, например, в учебниках [3, 5], положениях. 
Правило отыскания общего решения однородного уравнения. 
1. Рассматривается однородное уравнение 

 

0=+′+′′ qyypy ,                                       (4.12) 
 

соответствующее данному неоднородному (4.11). 
Структура общего решения уравнения (4.12) одy  следующая: 

 

( ) ( )xyСxyСy 2211од ⋅+⋅= ,                              (4.13) 
 

где ( ) ( )xyxy 21 ,⋅  – суть два любые линейно независимые между собой 
частные решения, а 21, СС  – произвольные постоянные. 

Две функции ( ) ( )xyxy 21 ,  считаются линейно независимыми, если 
составленный на их основе определитель Вронского (вронскиан) не 
равен нулю: 

[ ] ( ) ( )
( ) ( )

0,
21

21
21 ≠′′=

xyxy
xyxy

yyW . 
 

Общее решение неоднородного уравнения (4.11) складывается 
как решение (4.13) и *y  – любое частное решение уравнения (4.11) 

*однеод yyy += . 
 

При таких условиях проблема нахождения общего решения урав-
нения (4.11) сводится к двум проблемам: проблеме нахождения линей-
но независимых функций ( ) ( )xyxy 21 ,⋅ , являющихся решением уравне-
ния (4.12), и проблеме нахождения функции )(** xyy = , являющейся 
решением уравнения (4.11). 

В целях иметь частное решение уравнения (4.12) ищется такое 
постоянное r , чтобы (4.12) было удовлетворено функцией rxey = . Её 

производные: rxrey =′ , rxery 2=′′ . 
Подставляя в (4.12) найденные величины и сокращая на неунич-

тожающийся (не равный нулю) множитель rxe , мы получаем квадрат-
ное уравнение  

02 =++ qprr .                                   (4.14) 
 

Его корни 1r  и 2r  – суть нужные нам значения постоянной r . 
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Уравнение (4.14) называется характеристическим уравнением 
для (4.12). 

Итак, функции xrey 1
1 = , xrey 2

2 =  могут рассматриваться как ча-
стные решения уравнения (4.12). 

Соответствующий им вронскиан: 
 

[ ] ( ) ( )xrr
xrxr

xrxr
xrxr err

erer
eeeeW 21

21

21
21

12
21

, −−== . 

 

Условие 21 rr ≠  гарантирует линейную независимость функций 

1y  и 2y , поэтому, если корни 21, rr  уравнения (4.13) действительные и 
различные, общее решение уравнения (4.12) записывается в виде 

 

xrxr eCeCy 21
21од += , 21 rr ≠ .                              (4.15) 
 

Если же корни 21, rr  характеристического уравнения суть ком-
плексные числа, то общее решение (4.15) уравнения (4.12) надо немно-
го преобразовать, чтобы оно могло быть применено к задачам естест-
вознания и техники. 

Так как коэффициенты p  и q  дифференциального уравнения 
(4.11) суть действительные, то комплексные корни 21, rr  квадратного 
уравнения (4.14) суть сопряжённые, т.е. имеющие вид 

 

biar +=1  и biar −=2 . 
 

Поэтому при действительном x  по формуле Эйлера7 имеем 
 

( ) ( )bxibxeee axxbiaxr sincos1 +== + , 
( ) ( )bxibxeee axxbiaxr sincos2 −== − . 

 

Отсюда общее решение (4.15) получит вид 
 

( ) ( )( )bxCCibxCCey ax sincos 2121 −++= . 
 

Вводя обозначения 21
*

1 CCC +=  и ( )21
*

2 CCiC −= , мы можем 
написать общее решение уравнения (4.12) в виде 

( )bxCbxCey ax sincos *
2

*
1 += . 

Из этой формы общего решения следует, что  
 

bxey ax cos1 =  и bxey ax sin2 =  

                                                 
7 xixeix sincos +=  
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суть два действительные частные решения уравнения (4.12). Нетрудно 
убедиться, что [ ] 0, 21 ≠= byyW , т.е. найденные решения линейно неза-
висимые и  

bxeCbxeCy axax sincos 21од += . 
 

Если корни 21, rr  характеристического уравнения равны, то тогда 

они обязательно действительны  и оба 
2
pr −= . В этом случае в каче-

стве частных решений рекомендуют брать rxey =1 , rxxey =2 , так как 

2y  является решением уравнения (4.12) (при 
4

2pq = ) и, кроме того,  

[ ] 011, ≠=−+=
+

= xrxr
xreere

xeexeeW rxrxrx

rxrx
xrrx . 

 

Примеры решения линейных однородных уравнений второго по-
рядка. 

Пример 4.8. Решить уравнение 032 =−′−′′ yyy . 
Решение. 
Составим характеристическое уравнение, соответствующее дан-

ному линейному однородному уравнению 
 

0322 =−− rr . 
 

Корни этого уравнения  
 

1,3 21 −== rr  – 
 

действительные и различные. Следовательно, общее решение исходно-
го уравнения записывается в виде 

 

xx eCeCy −+= 2
3

1 . 
 

Пример 4.9. Решить уравнение 04 =+′′ yy . 
Решение. Составим характеристическое уравнение, соответст-

вующее данному линейному однородному уравнению 
 

042 =+r . 
Корни этого уравнения  

ir 22,1 ±=  – 
комплексно-сопряжённые, при этом 2,0 == ba . Следовательно, об-
щее решение уравнения исходного уравнения записывается в виде 

xCxCy 2sin2cos 21 += . 
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Пример 4.10. Решить уравнение 02 =+′+′′ yyy  и найти такое его 
частное решение, что 4=y  и 2−=′y  при 0=x . 

Решение. Требуется найти решение задачи Коши. Составим ха-
рактеристическое уравнение, соответствующее данному линейному 
однородному уравнению 

 

0122 =++ rr . 
 

Корни этого уравнения  
 

12,1 −=r  – 
 

действительные и равные. Следовательно, общее решение уравнения 
исходного уравнения записывается в виде 

 

xx xeCeCy −− += 21 .                                (4.16) 
 

Найдём частное решение линейного однородного уравнения, со-
ответствующее заданным начальным условиям. Для этого необходимо 
найти y′ : 

xxx xeCeCeCy −−− −+−=′ 221 .                         (4.17) 
 

Подставляя в уравнения (4.16) и (4.17) начальные условия 4=y  и 
2−=′y  при 0=x , получаем систему двух линейных уравнений с дву-

мя неизвестными 1C  и 2C : 
 

⎩
⎨
⎧

−=+−
=

.2
,4

21

1

CC
C

 
 

Решая систему, получаем 41 =C , 22 =C . Подставив значения 1C  
и 2C  в общее решение, получим частное решение 

 

xx xeey −− += 24 . 
 

Правило отыскания частного решения неоднородного уравнения. 
1. Метод Лагранжа вариации постоянных. 
Этот метод изобретён для отыскания частного решения )(* xy  

неоднородного уравнения (4.11), когда известно общее решение одно-
родного уравнения (4.12), соответствующего неоднородному (4.11). 

Пусть 2211 yСyСy ⋅+⋅=  – общее решение однородного уравне-
ния (4.12). 

Метод вариации произвольных постоянных состоит в том, что на 
1C  и 2C  мы перестаём смотреть как на постоянные и, предполагая их 
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функциями от x , определяем их так, чтобы искомое частное решение 
)(* xy  было бы дано формулой 

)()()()()( 2211
* xyxСxyxСxy ⋅+⋅= .                      (4.18) 

 

Подставляя )(* xy  в (4.11) и производя его преобразование так, 
как указано, например, в [3, 5], можно, по крайней мере, в квадратурах, 
найти )(1 xC , )(2 xC , а, следовательно, и )(* xy . 

2. Отыскание частного решения в случаях определённой формы 
функции, стоящей в правой части неоднородного уравнения. 

 

Форма функции )(xf   
в уравнении (4.11) 

Форма решения )(* xy  

bxaxf +=)( ; BxAy +=* ; 
bxaexf =)( ; bxAey =* ; 

bxabxaxf sincos)( 21 += . bxAbxAy sincos* 21 += . 
 

Специальные случаи: 
I. Форму решения *y  надо умножить на x . 
1) если 0=x  есть простой корень характеристического уравнения 

(4.14) и bxaxf +=)( ; 
2) если bx =  есть простой корень характеристического уравне-

ния и bxaexf =)( ; 
3) если bix ±=  есть суть корни характеристического уравнения и 

bxabxaxf sincos)( 21 += . 

II. Форму решения *y  надо умножить на 2x , если:  
1) 0=x  есть двойной корень характеристического уравнения 

(4.14) и bxaxf +=)( ; 
2) если bx =  есть двойной корень характеристического уравне-

ния и bxaexf =)( ; 
Сам же метод отыскания решения *y  состоит в подстановке ука-

занных выражений для *y  в неоднородное уравнение (4.11) и далее, в 
определении постоянных 21,,, AABA  так, чтобы уравнение (4.11) бы-
ло удовлетворено. 

Пример 4.11. Решить уравнение xyyy 232 =−′−′′ . 
Решение. Общее решение линейного неоднородного уравнения 

имеет вид  
*однеод yyy += . 
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Характеристическое уравнение соответствующего однородного 
уравнения 0322 =−− rr  имеет корни 1,3 21 −== rr  и общее его реше-

ние равно xx eCeCy −+= 2
3

1од . 
Найдём частное решение неоднородного уравнения. Правая часть 

уравнения имеет вид xxf 2)( = . Следовательно, частное решение надо 
искать в виде BAxy +=* , так как 0=x  не является корнем характе-
ристического уравнения. 

Для отыскания коэффициентов А и В, продифференцируем дваж-
ды *y  

 

Ay =′* , 0* =′′y  
 

и подставим *y , *′y  и * ′′y  в исходное уравнение 
 

xBAxA 2332 =−−− . 
 

Это равенство должно выполняться при всех x , тогда  
 

⎩
⎨
⎧

=−
=−−
,23

,032
A

BA
 

 

откуда получаем 
3
2

−=A , 
9
4

=B . Частное решение неоднородного 

уравнения будет иметь вид 
 

xy
3
2

9
4* −= . 

 

Следовательно, общее решение неоднородного уравнения равно 
 

xx eCeCxy −++−= 2
3

1неод 3
2

9
4 . 

 

Пример 4.12. Решить уравнение xeyyy −=−′−′′ 232 . 
Решение. Общее решение линейного неоднородного уравнения 

имеет вид  
*однеод yyy += . 

 

Характеристическое уравнение соответствующего однородного 
уравнения 0322 =−− rr  имеет корни 1,3 21 −== rr  и его общее реше-

ние равно xx eCeCy −+= 2
3

1од . 
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Найдём частное решение неоднородного уравнения. Правая часть 
уравнения имеет вид xexf −= 2)( . 1−=α   является однократным кор-
нем характеристического уравнения. 

Следовательно, частное решение надо искать в виде xAxey −=* , 
тогда  

( )xAeAxeAey xxx −=−=′ −−− 1* , 
 

xx AexAey −− −−−=′′ )1(*  
 
 

и подставим *y , *′y  и * ′′y  в исходное уравнение и, сокращая затем 

обе части уравнения на xe− , получаем: 
 

.22232

,23)1(2)2(

=−−−+

=−−−−

AAAxAxAx

AxxAxA
 

 

После приведения подобных и решения линейной системы двух 

уравнений с двумя неизвестными, получаем 
2
1

−=A . Частное решение 

неоднородного уравнения будет иметь вид 
 

xxey −−=
2
1* . 
 

Следовательно, общее решение неоднородного уравнения равно 
 

xxx eCeCxey −− ++−= 2
3

1неод 2
1 . 

 

Пример 4.13. Решить задачу Коши xyy 2cos24 =+′′ , 0=y , 
2=′y  при 0=x . 
Решение. Общее решение линейного неоднородного уравнения 

имеет вид  
*однеод yyy += . 

 

Характеристическое уравнение соответствующего однородного 
уравнения имеет вид 042 =+r . Его корни ir 22,1 ±= , следовательно, 
общее решение равно 

xCxCy 2sin2cos 21од += . 
 

Найдём частное решение неоднородного уравнения. 
Правая часть уравнения имеет вид xxf 2cos2)( = . 2,0 =β=α , 

следовательно, ii 2±=β±α  – являются корнями характеристического 
уравнения. 
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В таком случае частное решение необходимо искать в виде  
 

xxAxxAy 2sin2cos* 21 += . 
 

Для отыскания коэффициентов 1A  и 2A , продифференцируем 
дважды *y  

xxAxAxxAxAy 2cos22sin2sin22cos* 2211 ++−=′ , 
 

xxsosAxA

xAxxAxAxxAy

242cos2

2cos22cos42sin2sin2*

22

2111

−+

++−−−=′′
 

 

и подставим *y , *′y  и * ′′y  в исходное уравнение. После приведения 
подобных, получаем 

 

( ) .2cos22sin2cos2cos4

2cos22cos22cos42sin2sin2

212

22111

xxAxAxxxA

xAxAxxAxAxxA

=++−

−++−−−
 

 

После приведения подобных и решения линейной системы двух 

уравнений с двумя неизвестными, получаем 01 =A , 
2
1

2 =A . Частное 

решение неоднородного уравнения будет иметь вид 
 

xxy 2sin
2
1* = . 

 

Следовательно, общее решение неоднородного уравнения равно: 
 

xCxCxxy 2sin2cos2sin
2
1

21неод ++= , тогда 
 

xCxCxxxy 2cos22sin22cos2sin
2
1

21неод +−+=′ . 
 

Подставив в неодy  и неодy′  начальные условия 0=y , 2=′y  при 
0=x , получаем 01 =C , 222 C= , т.е. 01 =C , 12 =C . 
Отсюда решение неоднородного уравнения, удовлетворяющее 

начальным условиям 0=y , 2=′y  при 0=x , равно 
 

xxxy 2sin2sin
2
1

+= . 
 

Пример 4.14. Решить уравнение xy 2=′′ . 
Решение. Общее решение линейного неоднородного уравнения 

имеет вид  
*однеод yyy += . 
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Характеристическое уравнение соответствующего однородного 
уравнения 02 =r  имеет корни 02,1 =r  и его общее решение равно 

xCCyод 21 += . 
Найдём частное решение неоднородного уравнения. Правая часть 

уравнения имеет вид xxf 2)( = . 0=α  является двукратным корнем 
характеристического уравнения. 

Следовательно, частное решение надо искать в виде 
( )BAxxy += 2* . 

Для отыскания коэффициентов A  и B , продифференцируем 
дважды *y  

BxAxy 23* 2 +=′ , BAxy 26* +=′′  
 

и подставим *y , *′y  и * ′′y  в исходное уравнение  
 

xBAx 226 =+ . 
 

После приведения подобных и решения линейной системы двух 

уравнений с двумя неизвестными, получаем 3

3
1 xA = , 0=B . Частное 

решение неоднородного уравнения будет иметь вид 
 

3

3
1* xy = . 

Следовательно, общее решение неоднородного уравнения равно 
 

xCCxy 21
3

неод 3
1

++= . 

 
4.5. ПРИЛОЖЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

Очень многие задачи механики и физики решаются методами 
теории дифференциальных уравнений. 

Например, задачи прямолинейного движения очень часто приво-
дят к дифференциальным уравнениям первого и второго порядков так, 
что решение этих задач зависит от решения названных уравнений. 

Пусть действуют обозначения: t  – время, s  – расстояние движу-
щейся точки от фиксированного начала по траектории в момент вре-
мени t , v  – скорость этого движения, a  – ускорение. 

Тогда ( )ts  – зависимость пройденного пути от времени, 
dt
dsv = , а  
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ds
dvv

dsdt
dsdv

dt
dv

dt
sda ==== 2

2
.                             (4.19) 

 

Пример 4.15. Известно, что ускорение обратно пропорционально 
квадрату расстояния s  и равно 1−  для 2=s . При этом 5=v  и 8=s  
для 0=t . 

а) Найти v , когда 24=s ; 
б) Найти время T , затраченное точкой во время пробега от 8=s  

до 24=s . 
Решение.  
а) Согласно первому условию, имеем:  

ускорение равно                         2
4
s

a −= . 

Согласно равенству (4.19) 
 

2
4
sds

dvv −=⋅  – 
 

дифференциальное уравнение первого порядка. Неизвестная функция 
)(sv . 
Переменные s  и v  разделяются: 

 

2
4
s
dsvdv −=  и C

s
v

+=
4

2

2
, т.е. 1

2 8 C
s

v += . 
 

Согласно второму условию, 5=v  и 8=s , тогда 241 =C  и  
 

2482 +=
s

v                                          (4.20) 

при 24=s  93,424
3
1

≅+=v . 

б) Разрешая (4.20) относительно v , получаем: 
 

s
ssv

dt
ds 238 +

== . 
 

Разделим переменные s  и t  и интегрируем 
 

20,3
322

1 24

8
2
=

+
== ∫∫

ss

sdsdtT . 
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4.6. ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 
 

4.6.1. Проверить следующие решения соответствующих диффе-
ренциальных уравнений:  

 

Дифференциальные уравнения Решения 

1. 022
22

2
=+−

x
y

dx
dy

xdx
yd ; 2

21 xCxCy += ; 

2. 01272

2
=+− y

dx
dy

dx
yd ; xx eCeCy 4

2
3

1 += ; 

3. 02
2

2
=+ yk

dx
yd ; ( )21sin CkxCy += ; 

4. xy
dx

yd 2sin842

2
=+ . ( ) xxy 2cos12 −= . 

 

4.6.2. Найти общее решение каждого из следующих дифференци-
альных уравнений: 

 

1. ( ) ( ) 011 =−−+ dyxdxy ; 2. 01 2 =−+ dyxxydx ; 

3. dyxdxy 22 11 +=− ; 4. ( ) dxydyx 22 11 −=+ ; 

5. ( ) ( ) 0121 2 =+++ dyxxdxy ; 6. ( ) 0=++ xdydxyx ; 

7. ( )dxyxdyxy 332 += ; 8. ( ) 022 22 =+− xydydxyx ; 

9. 011 22 =−+− dxydyx ; 10. ( ) ( ) 022 =−++ dxyxydyxyx . 
 

4.6.3. Решить задачу Коши:  

1. 4,3,0 00 ===+ yx
x

dy
y

dx ;  

2. ( ) 1,1,02 00
2 ===−+ yxdxydyyxx ;  

3. ( ) 0,1,01 00
2 ===−+ yxxydydxy ;  

4. ( ) ( ) 1,0,0 00 ===−++ yxdxyxdyyx . 
 

4.6.4. Найти общее решение каждого из следующих дифференци-
альных уравнений:  

1. xey
dx
dy −=+ ; 2. nxxe

x
ny

dx
dy

=− ; 3. 1sincos =⋅+ xyx
dx
dy ; 

4. xxy
dx
dy 2sin

2
1cos =⋅+ ; 5. ( )31

1
2

+=
+

− x
x

y
dx
dy . 
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4.6.5. Решить задачу Коши:  

1. 0,1,2 00
3 ===− yxexy

dx
dyx x ;        2. 0,1,3 00 ===+ yxy

dx
dyx ;  

3. 0,0,
cos

1tg 00 ===+ yx
x

xy
dx
dy ;     4. 3,2,1 00 ==+=+ yxxy

dx
dyx . 

 

4.6.6. Найти общее решение дифференциального уравнения 

xx
dx

yd 22
2

2
−= .  

4.6.7. Найти общее решение каждого из следующих линейных од-
нородных дифференциальных уравнений: 

 

1. 0342

2
=+− y

dx
dy

dx
yd ; 2. 062

2
=−− y

dx
dy

dx
yd ; 

3. 0442

2
=+− y

dx
dy

dx
yd ; 4. 042

2
=+ y

dx
yd ; 

5. 092

2
=− y

dx
yd ; 6. 032

2
=+

dx
dy

dx
yd ; 

7. 01342

2
=+− y

dx
dy

dx
yd ; 8. 0842

2
=++ y

dx
dy

dx
yd . 

 

4.6.8. В следующих примерах отыскать частные решения, удовле-
творяющие данным условиям:  

 

1. 1)0(,
2
1)0(,0,065 02

2
=′===+− yyxy

dx
dy

dx
yd ;  

2. 0)0(,3)0(,0,02 02

2
=′===−+ yyxy

dx
dy

dx
yd ;  

3. 0)0(,6)0(,0,04 02

2
=′===− yyxy

dx
yd ;  

4. 10)0(,0)0(,0,04 02

2
=′===+ yyxy

dx
yd ;  

5. 0)
2

(,
2

;4)0(,0;0 212

2
=

ππ
====+ yxyxy

dx
yd ; 

6. 2)0(,0)0(,0,096 02

2
=′===+− yyxy

dx
dy

dx
yd ;  
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7. 3)0(,3)0(,0,022 02

2
−=′===++ yyxy

dx
dy

dx
yd ;  

8. 1)0(,1)0(,0,052 02

2
=′===++ yyxy

dx
dy

dx
yd . 

 

4.6.9. Найти общее решение каждого из следующих дифференци-
альных уравнений:  

 

1. ;
2
192

2
+=+ xy

dx
yd  2. 12322

2
+=−− xy

dx
dy

dx
yd ; 

3. 391362

2
=+− y

dx
dy

dx
yd ; 4. xey

dx
dy

dx
yd 2
2

2
32 =−− ; 

5. xey
dx
dy

dx
yd 2
2

2
2 =−− ; 6. xey

dx
yd 3
2

2
99 =+ ; 

7. xy
dx

yd 2cos592

2
=+ ; 8. xy

dx
yd 3cos392

2
=+ ; 

 
9. xy

dx
dy

dx
yd 2cos8322

2
=−− . 

 

 

4.6.10. В следующих задачах разыскать частное решение, удовле-
творяющее поставленным условиям: 

1. 0)0(,1)0(,0,44 02

2
=′===− yyxy

dx
yd ;  

2. 4)0(,0)0(,0,84 02

2
=′===+ yyxxy

dx
yd ;  

3. 1)0(,1)0(,0,63 02

2
=′===− yyx

dx
dy

dx
yd ; 

4. 1)0(,1)0(,0,265 02

2
=′===+− yyxxy

dx
dy

dx
yd ;  

5. 0)0(,0)0(,0,2sin 02

2
=′===+ yyxxy

dx
yd ;  

6. 0)0(,2)0(,0,cos2 02

2
=′===+ yyxxy

dx
yd . 
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ВОПРОСЫ К ЭКЗАМЕНУ 
 

1. Первообразная. Неопределённый интеграл. Свойства. Теорема 
существования. 

2. Таблица интегралов. 
3. Методы интегрирования: непосредственное интегрирование, 

метод подстановки, интегрирование по частям. 
4. Рациональные дроби. Простейшие дроби и их интегрирование. 
5. Метод неопределённых коэффициентов разложения дроби на 

простейшие. 
6. Интегрирование рациональных дробей. 
7. Интегрирование тригонометрических функций. 
8. Интегрирование иррациональных функций. Тригонометриче-

ские подстановки. 
9. Определение определённого интеграла. 
10. Задача о площади криволинейной трапеции. Геометрический 

смысл определённого интеграла. 
11. Свойства определённого интеграла. 
12. Интеграл с переменным верхним пределом. Производная ин-

теграла с переменным верхним пределом. 
13. Формула Ньютона–Лейбница. 
14. Метод интегрирования по частям в определённом интеграле. 
15. Замена переменной в определённом интеграле. 
16. Определённый интеграл на симметричном интервале. 
17. Приложения определённых интегралов: вычисление площа-

дей, длины дуги, объёма. 
18. Числовые ряды.  
19. Необходимый признак сходимости ряда.  
20. Знакоположительные ряды: признаки сравнения, признак 

Даламбера и интегральный признак Коши.  
21. Признак Лейбница сходимости знакочередующегося ряда. 

Абсолютная сходимость знакопеременного ряда.  
22. Функциональные ряды. Область сходимости.  
23. Степенные ряды. Радиус сходимости.  
24. Ряд Тейлора. 
25. Обыкновенное дифференциальное уравнение первого поряд-

ка. Задача Коши для дифференциального уравнения первого порядка.  
26. Дифференциальные уравнения первого порядка: с разде-

ляющимися переменными, однородные, линейные.  
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27. Уравнения, допускающие понижение порядка. 
28. Линейное дифференциальное уравнение второго порядка. 

Однородное и неоднородное. 
29. Структура общего решения линейного однородного диффе-

ренциального уравнения. 
30. Структура общего решения линейного неоднородного диф-

ференциального уравнения. 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Реализация принципов компетентностного подхода в образова-
тельной деятельности вузов требует соответствующего методического 
обеспечения, целенаправленного на формирование особых умений – 
компетенций. Одним из показателей профессиональной компетентно-
сти выпускника вуза является его способность самостоятельно осваи-
вать новые знания, используя соответствующую специальную литера-
туру. Учебное пособие «Применение математических знаний в про-
фессиональной деятельности» способствует, на наш взгляд, формиро-
ванию этой способности за счёт оригинальной, в определённом смыс-
ле, методики изложения, не дающей прозрачного набора знаний, а тре-
бующей их самостоятельного поиска. В то же время это пособие даёт 
полное отражение образовательной программы по математике для ин-
женерного бакалавриата. Эффект его использования наиболее прояв-
ляется при подготовке к контрольным испытаниям, предполагающим 
интегрированный, систематизированный подход ко всему вузовскому 
курсу математики. 

Предлагаемое учебное пособие целесообразно также использо-
вать магистрам первого курса для восстановления математических 
знаний, необходимых при изучении специальных предметов. 
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ОТВЕТЫ К ЗАДАНИЯМ  
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

 

2.7.1. 
6
1 .  2.7.2. 1.  2.7.4. 1) 

7
11ln

2
52− ;  2) 

6
1 ;  3) 

72
19 ;  4) 

8
52ln − .  

2.7.5. 1) 
25
1 ;  2) 

4
52 +e ;  3) 

2
π ;  4) 

8
1

1664

2
−

π
+

π . 2.7.6.  
2
3ln . 2.7.7. 2ln .  

2.7.8. 1.  2.7.9. 
3
4ln .  2.7.10.  3.  2.7.11.  4,5.  3.6.5. 1) 11 <<− x ;  

2) 11 ≤≤− x ; 3) 11 <≤− x ; 4) Rx∈ ; 5) Rx∈ ;  6) Rx∈ ; 7) 33 <≤− x ;  

8) 
2
1

2
1

≤≤− x ; 9) 66 ≤≤− x ; 10) 22 ≤≤− x .  4.6.2. 1) ( )( ) Cxy =−+ 11 ; 

2) 
21 xCey −= ; 3) ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++= 21lnarcsin xxCy ; 4) 

Cx
Cx

y

y
−
+

=
− 11 2

;  

5) ( )( ) 0121 2 =++ xy ; 6) Cxyx =+ 22 ; 7) Cxxy ln3 23 = ;  

8) 0ln22 =+ Cxxy ; 9) Cyxxy =−+− 22 11 ; 10) C
x
yxy =+ ln . 4.6.3. 

1) 2522 =+ yx ; 2) xyxy 22 =+ ; 3) 122 =− yx . 4.6.4. 1) ( ) xeCxy −+= ; 

2) ( )Cexy xn += ; 3) xCxy cossin += ; 4) xCexy sin1sin −+−= ;  

5) ( ) ( )24 112 +++= xCxy .  4.6.5. 1) ( )eexy x −= 2 ; 2) ( )13 −= xxy ;  

3) xy sin= ; 4) 1
2

2
++=

x
x

y . 4.6.7. 1) xt eCexCy 3
21 += ;  

2) xx eCeCy 3
2

2
1 += − ; 3) xx xeCeCy 2

2
2

1 += ; 4) xCxCy 2sin2cos 21 += ; 

5) xx eCeCy 3
2

3
1

−+= ; 6) xeCCy 3
21

−−= ; 7) ( )xCxCey x 3sin3cos 21
2 += ; 

8) ( )xCxCey x 2sin2cos 21
2 += − . 4.6.8. 1) xey 2

2
1

= ; 2) xx eey 22 −+= ;  

3) xx eey 22 33 −+= ; 4) xy 2sin5= ; 5) xy cos4= ; 6) xxey 32= ;  

7) xey x cos3 −= ; 8) ( )xxey x 2sin2cos += − . 4.6.9. 1) += xCy 3cos1  

18
1

9
3sin2 +++

xxC ; 2) 
9
1

3
22

2
3

1 +−+= − xeCeCy xx ; 3) ( += xCey x 2cos1
3  
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) 32sin2 ++ xC ; 4) 
3

2

2
3

1

x
xx eeCeCy −+= − ; 5) 

3

2

2
2

1

x
xx xeeCeCy −+= − ; 

6) xexCxCy 3
21 2

13sin3cos ++= ; 7) xxCxCy 2cos3sin3cos 21 ++= ;  

8) xxxCxCy 3sin
2
13sin3cos 21 ++= ; 9) −−+= − xeCeCy xx 2sin

65
32

2
3

1  

x2cos
65
56

− . 4.6.10. 1) 122 −+= − xx eey ; 2) xxy 22sin += ;  

3) xey x 23 −= ; 4) xey = ; 5) xxy 2sin
3
1sin

3
2

−= ; 6) xxxy sincos2 += . 
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