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ВВЕДЕНИЕ 
 

 
Качество функционирования современного производства во многом оп-

ределяется качеством решений, принимаемых на этапах календарного плани-
рования. Качество управления непосредственно влияет на объём и издержки 
производства, на себестоимость продукции и в конечном счёте определяет 
эффективность работы предприятия в целом. Расширение номенклатуры, уве-
личение сложности и сменяемости выпускаемой продукции, развитие рыноч-
ных механизмов усложняют решение задач диспетчеризации и управления.  

Основу этих задач составляет планирование процессов производства. 
Временная увязка всего множества необходимых действий, необходимых для 
достижения заданной цели, уже сама по себе сложная задача. Если же речь 
идёт о построении наилучшего календарного плана, да ещё и в кратчайший 
срок, то сложность задачи возрастает неизмеримо. Применение математиче-
ских методов и вычислительной техники значительно помогает в преодоле-
нии возникших затруднений. 

Теоретические основы решения задачи диспетчеризации и управления 
производством сформировались в прошлом столетии. Однако, как показывает 
имеющийся отечественный и зарубежный опыт в данной области, поиск ме-
тодов и средств построения систем диспетчеризации и управления, математи-
ческих моделей производства остаётся актуальным и в настоящее время. Это 
объясняется тем, что для большинства практически важных задач отсутству-
ют эффективные методы решения, а их чёткая математическая формулировка 
зачастую вызывает существенные трудности. 

Круг вопросов, связанных с построением наилучших календарных пла-
нов, изучается в рамках теории расписаний, посвящённой разработке методов 
оптимизации оперативно-календарного планирования. Трудоёмкость алго-
ритмов значительно возрастает в определённых условиях. В связи с этим осо-
бую практическую ценность имеют алгоритмы, позволяющие за приемлемое 
время получать оптимальное расписание. 

Теория расписаний использует характерный для исследования операций 
модельный подход. Разнообразие моделей, степень их общности и универ-
сальности постепенно увеличиваются. По мере усложнения моделей услож-
няются и методы принятия решений. Задачи теории расписаний – один из 
видов задач исследования операций, объединяемых в классе задач упорядоче-
ния. Они состоят в определении оптимальной очерёдности обработки изделий 
на различных станках или других рабочих местах, составлении программы 
диспетчера для управления производством. 

Для решения задач используется ряд методов линейного программиро-
вания, дискретного программирования, методы ветвей и границ, сетевого 
планирования и управления и др. Типовая задача состоит в составлении плана 
изготовления всех изделий, в котором не нарушались бы технологические 
ограничения, ограничения по мощности оборудования, а также сроки запуска 
и выпуска продукции. 



 

4 

1. ЗАДАЧИ И МЕТОДЫ ДИСПЕТЧЕРИЗАЦИИ И  
УПРАВЛЕНИЯ ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ СИСТЕМОЙ 

 

 
1.1. АНАЛИЗ РАБОТ ПО ПЛАНИРОВАНИЮ РЕСУРСОВ И 
УПРАВЛЕНИЮ В ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ СИСТЕМАХ 

 

Модель производственной системы. Рассматривается модель про-
изводственной системы (ПС) [1], содержащая элементы, которые фикси-
руют основные показатели результатов её функционирования.  

В данной работе производится попытка разработки универсальной 
модели ПС, отражающей инфраструктуру, свойственную большинству 
предприятий, и моделирования производственных ситуаций в зависимо-
сти от задаваемых внутренних связей и начальных условий. 

Модель ПС должна позволить исследовать зависимость работы 
предприятия при изменении начальных условий и моделировать некото-
рые условия функционирования. 

Модель ПС включает следующие элементы: 
1. Сырьё (материалы и комплектующие) отражает наличие на скла-

де материальных ресурсов (1.1), поступающих от поставщика, а затем 
передаваемых в производство. 

2. Незавершённое производство учитывает притоки и оттоки мате-
риальных ресурсов (1.2). 

3. Оборудование производит заданное количество операций. 
На основе представленной модели можно записать следующую сис-

тему уравнений: 
 

imm+M=M i+i+i )()(1 −− ;                                 (1.1) 
 

i
N
i

N
i

N
iiii nAmHH −++++=+ ЗЗЗ/П)()(1 ,                   (1.2) 
 

где i+m )(  – приток сырья от поставщика в день i ; im )( −  – отток сырья со 

склада в производство; N
iA  – начисленная и списанная на себестоимость 

продукции амортизация; N
iЗЗ/П)(  – заработная плата (с начислениями), 

отнесенная на себестоимость; N
iЗ  – все прочие затраты, списываемые на 

себестоимость; in  – себестоимость готовой продукции, ушедшей в день i  

из производства на склад готовой продукции. 
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Недостатки модели ПС, представленной в данной работе. 
1. При построении модели приняты следующие допущения: 
– предложение о выпуске предприятием одного вида изделий; 
– использование ограниченного числа параметров, описывающих 

структуру ПС. 
2. Расчёт уравнений модели производится с минимальным шагом во 

времени, равным одному дню.  
3. В основу модели положен «бухгалтерский принцип» учёта акти-

вов, пассивов, материальных и финансовых потоков, протекающих через 
ПС. Сбор информации осуществляется раз в сутки на основе бухгалтер-
ской отчётности, следовательно, решения и корректировка планов произ-
водства производится не оперативно. 

Достоинства представленной модели ПС 
1. Моделирование материальных и финансовых потоков, проте-

кающих через предприятие, в динамике.  
2. Наличие стационарного решения в системе показывает, что рас-

сматриваемая ПС способна работать в режиме простого воспроизводства 
и при этом генерировать прибыль. Расчёты на модели с отклонением па-
раметров от заданных (в том числе с различными начальными условиями) 
должны показать, насколько это решение устойчиво и каковы траектории 
выхода на это решение. 

3. Рассмотренная модель содержит довольно много параметров, что 
позволяет не просто исследовать зависимость работы ПС при изменении 
одного из них, но и моделировать некоторые условия функционирования.  

4. В расчётах задействованы как физические, так и стоимостные 
(количественные) показатели. 

5. Модель позволяет работать с каждым элементом отдельно, пре-
образовывать информацию и передавать её для дальнейшей обработки. 

Данную модель можно использовать для моделирования загрузки 
производства, варьируя параметр, который определяет материальный по-
ток. Однако в финансовых показателях точная пропорция не соблюдается, 
поскольку, например, амортизационные начисления, включаемые в себе-
стоимость продукции, постоянны внутри каждого периода и от загрузки 
производства не зависит. 

Представленная модель ПС способна отобразить широкий спектр 
процессов, анализировать результаты, к которым приводят те или иные 
изменения параметров функционирования (как задаваемые внешние усло-
вия, так и реализующиеся в результате решений, принимаемых руково-
дством (директором)), требует дальнейшего совершенствования и расши-
рения в части управления интеллектуальными потоками. 
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1.2. СИСТЕМА МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ ОСНОВНЫХ 
ПРОЦЕССОВ ЖИЗНЕННОГО ЦИКЛА ИЗДЕЛИЯ 

 

Рассматривается система математических моделей процессов жиз-
ненного цикла изделия [2]. 

Данная система математических моделей (рис. 1.1) должна быть при-
годна для имитационного исследования и решения задачи оптимального 
планирования основной деятельности инновационного предприятия. 

Данная система включает следующие элементы: 
1. Маркетинг. 
2. Управление предприятием. 
3. НИОКР. 
4. Производство. 
Построенная модель процессов полного жизненного цикла изделия 

состоит из двух частей: модели «внешней» и «внутренней» среды по от-
ношению к предприятию. Модель «внешней» среды описывает статисти-
ку поведения субъектов рынка. 

Информационно-логическая модель «внешней среды» построена для 
нахождения множества заказов ψΩ ⊂′  на плановый период ],[ 0 Ttt .  

 

 
 

Рис. 1.1. Процессы управления наукоёмким предприятием 
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Элемент smtψ  может входить в портфель заказов Ωψ ′∈smt , если время 

заключения сделки попадает в плановый период Tsmt ttt ≤≤0 . Количество 

элементов в портфеле заказов на плановый период – z . 
Модель «внутренней» среды содержит модели ресурсов ПС, модели 

технологий изготовления изделий и статистическую информацию выпол-
нения процессов жизненного цикла за предыдущие периоды. 

Модель описания ресурсов представлена кортежем 

>RRRR ELM ,,<= , где MR  – множество сырья; LR  – множество пер-

сонала; ER  – множество оборудования. Элементы кортежа R  представ-
ляют собой множество векторов, которое устанавливает стоимость экс-
плуатации ресурса в условных единицах.  

Задача планирования заключается в распределении Oq0  во времени 

для реализации объёма заказов Ω′ , принятого на плановый период 
],[ To tt . Для формализации расписания (распределения) используются 

динамические множества: временной интервал выполнения процессов 
O
ot

O
ot tt=τ ],[ 21 , где 1t – начало интервала; 2t – его окончание, которое зада-

ёт выполнение процесса o . Множество интервалов выполнения процес-

сов { }O
otτ  называется расписанием. Интервалы построены так, что в тече-

ние интервала процесс, для которого он задан, не изменяет своих свойств 
(выполняется одним сотрудником с использованием одного оборудова-

ния). Для интервала введено обозначение: | | O
ot

O
ot

O
ot tt=tt )()( 1212 −− , которое  

определяет продолжительность временного интервала O
otτ . Для уста-

новления динамического соответствия интервалам выполнения операций 
ресурсов предприятия используются булевы трёхмерные матрицы: 

{ } 1, =dd=D DE
oet

DE
oet

DE – процесс o  выполняется на оборудовании e  

в интервал { }O
otτ ; { } 1, =dd=D DE

oet
DE
oet

DE  – процесс o  выполнялся сотруд-

ником 1 в интервал { }O
otτ . Описанная система моделей процессов жизнен-

ного цикла изделия предназначена для решения задачи поддержки приня-
тия решения при разработке всех видов планов основной деятельности 
предприятия. 

В работах [3 – 11] моделируется движение изделий по её узлам обра-
ботки для технологической линии (ТЛ) дискретного производства. При-
водятся постановка задачи и метод оптимального управления материаль-
ными потоками в условиях структурно перенастраиваемого производства. 
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Используется представление производственного процесса в виде 
движения материального потока, составленного из изделий, проходящих 
через узлы обработки протяжённой ТЛ. 

Рассматривается следующая задача управления для случая обобщён-
ной модели ТЛ дискретного производства: каждый узел (УО) ТЛ в про-
цессе функционирования подвергается воздействиям различного рода 
возмущений, которые могут вызывать нежелательные последствия – сбои. 
Ими являются возмущения, приводящие к браку в производстве, т.е. вы-
ходу части числа изделий )(tDi  из процесса производства вследствие их 

непригодности по каким-либо причинам для дальнейшей обработки; при-
водящие к изменению пропускной способности )(tAi  в отдельном i-м УО, 

связанные, например, с выходом из строя оборудования, падением произ-
водительности труда, изменением качества сырья, недостатком энергии  

n=itAtu ii 1,),()(0 ≤≤ . 
 

Обобщённо, каждый элемент ТЛ представляется складом для изде-
лий, подлежащих обработке и следующим за ним обрабатывающим цен-
тром. Состояние склада характеризуется количеством изделий, находя-
щихся на нем и выраженных в единицах трудоёмкости Wi (t) и ёмкостью 

склада )(tWc
i . Обрабатывающий элемент характеризуется интенсивно-

стью обработки ui (t) и максимальной пропускной способностью Ai (t). 
Производственные элементы дополнены переменными, характеризующи-
ми возмущение – брак (различные варианты) Di (t), поставку изделий на 
ТЛ (различные способы задания) u0 (t). В ряде случаев элементом возму-
щения является потребление потока готовых изделий на выходе ТЛ un (t). 

Обрабатывающие узлы соединены между собой в ТЛ связями: ин-
тенсивность обработки i-го узла является интенсивностью поставки изде-
лий на входной склад (i + 1)-го узла, количество изделий на ограниченном 
складе (i + 1)-го узла и его ёмкость передаётся в качестве информации для 
корректировки производительности i-го узла. Структурно модели произ-
водства отражают четыре вида топологий: прямоточное производство; 
ветви притока и оттока изделий на другие ТЛ; сложные микроструктуры 
собственной ТЛ (сборка, слияние, разделение, петли) и многономенкла-
турное производство (параллельное или последовательное), объединённое 
общностью используемых ресурсов. 

Базовое уравнение модели – уравнение сохранения труда, связы-
вающее между собой формы существования себестоимости (живого труда 
и труда, выраженного в изделии). 
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Рис. 1.2. Структура узла обработки 
 
 
В качестве критериев управления предлагается рассматривать: вели-

чину незавершённого производства 2P  (1.3) и неравномерность его рас-

пределения вдоль ТЛ 3P  (1.4), отклонения от программы выпуска про-

дукции на последнем УО ТЛ )(4 tP  (1.5), ритмичность производства )(5 tP  

(1.6), отношение интенсивности обработки к величине незавершённого 
производства 6P (1.7): 

 
 

)(...)()( 212 tW++tW+tW=P n ;                               (1.3) 
 
 

| | | | | |)()(...)()()()( 132213 tWtW++tWtW+tWtW=P nn −−− − ;         (1.4) 

 

( ) dttutu=P
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| | | | | |)()(...)()()()( 132215 tutu++tutu+tutu=P nn −−− − ;            (1.6) 
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изделий ui (t) 
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1.1. Математические модели УО ТЛ дискретного типа 
 

Узел обработки Математическая модель 

Основной закон  
сохранения )())(()())(()( tDtWedtutWedtu=

dt
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rrc

cpp
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dt
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dt
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−
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Поступление внешне-
го потока на вход  
линии 

))(()(0 tWedtu(t)u=
dt
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−  

Операция слияния 
потоков 

))(()(

))()())()( 2211
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pppp

−
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Операция разделения 
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111111
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jjj
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dt
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Обработка партиями 
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1.2. Составные элементы задачи оптимального управления 
 

Синтезированная математическая  
запись элемента 

Роль элемента 

min10 →J+J=J ; 

2

1
10 ))()(( TWTWα=J n

ii

n

=i
+n −∑ ; 

∫∑ −−
T n

=i
ii+n dtWWα=J

0 2

2
111 )(  

Показатели неравномерности  
незавершённого производства J0  
и выполнения плана J1 

n=i

edtuted(Wtu=
dt

tdW
iii

i

1,

,)())()(
)(

11 −−−
 

Модель технологической линии 

n=itAtu ii 1,),()(0 ≤≤  Ограничения на вектор управле-
ния – ограничение пропускной 
способности i-го узла обработки;  
Ai – заданное возмущение 

TTWW n
ii ),((0),  Начальные и краевые условия 

∑∑
n

i

T

j
ijA

Tn
=L

1
 

Ресурс производительности  
обработки 

LC=Z  Затраты за предоставляемый  
ресурс 

 
Где )(tWi  – количество изделий, находящихся на складе i-го узла  

обработки в момент времени t , выраженное в единицах трудоёмкости; 

cW  – ёмкость склада; k  – индекс узла технологической линии смежного 

i-му узлу обработки; j  – индекс условия, ограничивающего интенсив-

ность работы i-го узла обработки со стороны смежного k-го узла; )(⋅ed  – 

единичная функция Хевисайда; )(tui  – интенсивность работы i-го узла 

обработки; )(tDi  – интенсивность выпуска бракованных изделий на  

i-м узле обработки; n  – число узлов обработки в составе ТЛ. 
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Результатом расчёта являются значения производительности каждого 
ОУ ТЛ в каждый момент дискретного времени )(tui  и соответствующие им 

состояния складов линии )(tWi , обеспечивающие экстремум критерия J. 

Достоинства представленной модели ПС. Рассматривается в ди-
намике движение материального потока. 

На основе полученной модели предоставляется возможность получе-
ния множества оптимальных решений и их исследования. 

Недостатки представленной модели ПС. 
1. Ограниченное количество параметров для моделирования и ими-

тации производственных процессов, близких к реальности. 
2. Отсутствие контура обратной связи для корректировки результата 

и интерактивного внесения изменений в процесс. 
3. Используемые ограничения не учитывают всех особенностей 

производства изделий. 
Рассматриваются задачи моделирования и проектирования ПС,  

в которых требуется выбрать наиболее выгодное оборудование для созда-
ваемой системы при заданных ограничениях на условия её функциониро-
вания и стоимость включаемого в её состав оборудования [12]. 

С помощью разработанных моделей удаётся оптимально выбрать  
состав оборудования проектируемой системы, наиболее выгодную произ-
водственную программу и технологию её изготовления при заданных  
ограничениях на стоимость включаемого в систему оборудования и  
прибыль (без учёта налогов), которая будет получена при обработке этой 
программы. 

В задачах проектирования ПС требуется в соответствии с заданными 
критериями выбрать тип и количество обрабатывающего оборудования, 
структуру транспортной системы для обслуживания этого оборудования, 
определить объёмы складов и накопителей для межоперационного хране-
ния деталей, необходимое количество паллет (устройство для закрепления 
деталей) и технологической оснастки, а также выбрать детали из заданной 
номенклатуры, которые целесообразно производить в проектируемой  
системе. 

Можно выделить следующие элементы ПС: 
1) оборудование;  
2) склад;  
3) накопитель для межоперационного хранения деталей; 
4) сырьё и материалы;  
5) транспортная сеть. 
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Для определения типов и необходимого количества обрабатывающе-
го оборудования в оптимизационную модель должны быть включены ог-
раничения каждого доступного для создания ПС типа, но это не позволяет 
выделять требуемое количество оборудования одного типа для парал-
лельной обработки различных партий деталей. 

Для определения этих затруднений предлагается включать в оптими-
зационную модель ограничения баланса по времени использования как 
групп оборудования тех типов, которые доступны для создания ПС, так и 
каждой единицы включенного в ПС оборудования (1.8 – 1.16). 
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∨∨
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Критерий оптимизации для задачи управления имеет вид (1.17): 
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где L – количество типов деталей, из которых формируется производст-
венная программа проектируемой системы; iK  – количество техноло-

гических маршрутов, по которым может быть изготовлена i-я деталь;  

in – средний размер партии деталей i-го типа; k
ijt  – время обработки  

i-й детали на оборудовании j-го типа для обработки i-х деталей по k-му 

технологическому маршруту; k
ijτ  – время переналадки оборудования  

j-го типа для обработки i-х деталей по k-му технологическому маршруту;  

jlt
∨

 – вспомогательные параметры; jly~  – целочисленные переменные 

типа { }10, ; jlV  – ресурс времени работы l-го оборудования j-го типа в 

течение планируемого периода T ; m – количество типов обрабатываю-
щего оборудования, из которого создаётся производственная система; 

jM – количество единиц j-го оборудования, которое следует включить в 

проектируемую систему; k
ijlθ~  – переменные ( 1

~
0 ≤θ≤ k

ijl ); β – достаточно 

большая постоянная величина, обеспечивающая требуемое значение iy  

при 1~ =y jl . Величина β  может быть выбрана, например, из условия 

j
j d

D
= ~

~
β axm , где D

~
 – финансовые средства, выделенные на создание ПС,  

а jd
~

 – стоимость j-го оборудования; ic  – цена i-й детали (отпускная на 

предприятии); c  – стоимость одного накопителя для межоперационного 

хранения деталей; jl

∨
η  – количество накопителей, которые следует раз-

местить перед l-м оборудованием j-го типа; c~ – стоимость одной ячейки 

склада; U  – объём склада проектируемой системы; 1
~

+md  – стоимость 

(1.17)
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транспортного средства; 1+my  – количество используемых транспортных 

средств; 2+my  – количество используемых паллет для размещения дета-

лей; 2
~

+md  – стоимость одной паллеты; gr
iJ  – множество типов оборудо-

вания, которое используется для изготовления i-й детали по групповому 

маршруту обработки r-й группы; gr
ijd – стоимость проектирования техно-

логической оснастки и инструмента для обработки i-й детали по группо-

вому маршруту обработки r-й группы деталей; ird
∧

 – стоимость разработ-
ки индивидуальной части оснастки, которая используется при обработке 
i-й детали по групповому маршруту r-й группы на общей для всей группы 

части оборудования, irr JJ
∧∧

,  – множества типов оборудования, которое 

используется только при обработке i-й детали по групповому маршруту  

r-й группы; rI
~

 – множество типов деталей, которые могут по некоторому 

маршруту обрабатываться в r -й группе. iα  – весовые коэффициенты 

( 17...,1,0, =iαi ≥ ); jb  – стоимость обслуживания j-го оборудования  

с учётом амортизационных отчислений (АО); k
ijb

~
 – стоимость хранения и 

обслуживания технологической оснастки для обработки деталей i-го типа 
на j-м оборудовании по k-му технологическому маршруту с учётом АО; 

jrb
∧

 – стоимость хранения и обслуживания общей части технологической 

оснастки для обработки деталей r-й группы на j-м оборудовании по груп-
повому маршруту с учётом АО; ub  – стоимость обслуживания ячейки 

склада с учётом АО. 
Достоинства представленной модели ПС 
1. При проектировании и моделировании ПС учитываются: 
– проблема согласования производительности системы для основных 

типов выпускаемых изделий на различных операциях обработки. Это вы-
звано необходимостью сократить простои оборудования в ожидании по-
ступления сырья, предотвратить скопление изделий на каких-либо про-
цессах;  

– проблема согласования производительности рассматриваемой ПС  
с производительностью смежных производственных участков; 

– учёт надёжности используемого оборудования и средств автомати-
зации, часто используемых для оснащения стандартного оборудования  
с целью повышения его возможностей. 

2. При выборе технологии изготовления изделий, включенных в 
производственную программу проектируемой системы, необходимо учи-
тывать принципы групповой технологии. Во многих случаях это позволит 
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существенно сократить затраты на изготовление технологической оснаст-
ки и инструментов. 

3. Рассмотренная модель позволяет решать проблему выбора груп-
пы, к которой следует отнести то или другое изделие, и оптимально раз-
делять изделия на группы с учётом обрабатываемой программы и возни-
кающей при этом загрузке оборудования. 

Предлагается строить двухуровневые системы проектирования ПС. 
На первом уровне подобных систем должно производиться проектирова-
ние набора альтернативных схем создаваемой ПС, из которого будет вы-
бираться наиболее подходящая схема. Набор таких схем необходим, по-
скольку качество проектирования значительно возрастает, когда произво-
дится анализ и сравнение различных проектов одного и того же изделия 
или объекта. Проектирование каждой из альтернативных схем произво-
дится в соответствии с имеющимися исходными данными. Затем на вто-
ром уровне такой системы проектирования генерируется модель управле-
ния или планирования работы полученной схемы. С помощью модели 
управления «отрабатывается» оптимальная стратегия управления прове-
ряемой схемой при поступлении различных заказов и выходе из строя на 
определённое время части её оборудования. 

На основе сравнения результатов такой модельной проверки работы 
различных схем проектируемой системы делается выбор окончательного 
варианта. В случае неудовлетворительного результата с учётом возник-
ших претензий проектируются новые схемы ПС, и этот процесс повто-
ряется. 

В общем виде модель выбора оборудования ПС содержит значитель-
ное количество ограничений и переменных, что несколько затрудняет 
проведение расчётов модели. С другой стороны, это позволяет с исполь-
зованием данной модели определить оптимальные значения для большого 
количества параметров проектируемой системы. В результате расчёта 
модели при постоянных значениях параметров выбирается оптимальный 
состав оборудования создаваемой системы, количество мест в накопите-
лях, которые целесообразно установить перед каждым оборудованием, 
необходимое количество комплектов технологической оснастки и инст-
рументов, наиболее выгодная производственная программа из некоторого 
заданного множества изделий и технологические маршруты обработки 
изделий, включенных в эту программу. Кроме того, выбирается необхо-
димое количество транспортных средств для обеспечения оборудования 
материальными ресурсами, определяются объёмы складов для хранения 
изделий и необходимое количество паллет для размещения на них загото-
вок. При этом учитывается возможность группирования изделий и обору-
дования в соответствии с принципами групповой технологии, и осуществ-
ляется согласование производительности проектируемой системы по за-
данным типам деталей с производительностью смежных ПС. 
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1.3. ЗАДАЧИ ПЛАНИРОВАНИЯ И  
ВЫБОРА МАРШРУТОВ ОБРАБОТКИ 

 

Рассматриваются задачи теории расписаний, в которых требуется 
выбрать из некоторого множества наиболее выгодные изделия для изго-
товления в течение заданного интервала времени и задачи планирования 
работы ПС [13]. 

Рассматриваются следующие задачи:  
Задача Джонсона. Пусть имеется L  деталей, которые должны быть 

последовательно обработаны на двух станках, причём каждая деталь об-
рабатывается сначала на первом станке, а потом на втором. Времена об-
работки любой детали i – на каждом из станков it1,  и it2,  ( L=i ...,1, ) 

известны. 
Требуется определить порядок обработки L  деталей на двух станках 

таким образом, чтобы общее время обработки всех деталей было мини-
мальным.  

Модифицированная версия задачи Джонсона отличается от описан-
ной выше тем, что для каждой детали ещё известна и прибыль от обра-
ботки ),...1,( L=ic i . В задаче требуется выбрать детали, обработка кото-

рых в течение заданного интервала времени T  принесёт наибольшую 
прибыль, а также определить порядок обработки выбранных деталей. 

Задача планирования работы производственного участка: Пусть из-
вестны состав оборудования производственного участка и множество за-
казов, которое составляет партии деталей различных типов и из которого 
требуется выбрать наиболее выгодные для обработки на этом участке в 
течение заданного интервала времени T  и определить порядок обработки 
выбранных партий. При этом каждая партия деталей состоит из заданного 
количества однотипных деталей, обрабатывается по одному технологиче-
скому маршруту и может быть включена для обработки только целиком. 

Под технологическим маршрутом обработки детали здесь понимает-
ся последовательность и время обработки детали на всех используемых 
типах оборудования.  

Рассматриваются следующие постановки задачи выбора оптималь-
ных маршрутов обработки: 

Задача  1 . Пусть известны состав оборудования производственного 
участка и множество заказов, которое составляют партии деталей различ-
ных типов. Для каждой партии деталей известны размер, цена, количество 
технологических маршрутов, по которым она может быть обработана, и 
стоимость её обработки по этим маршрутам.  

В задаче требуется выбрать такие партии деталей, порядок и техно-
логический маршрут обработки каждой выбранной партии, чтобы при-
быль от их изготовления в течение интервала времени T  была макси-
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мальной. При этом каждая партия деталей должна быть обрабатываться 
целиком по одному выбранному маршруту.  

Задача  2 .  Пусть выполнены все условия задачи 1. Требуется вы-
брать такие партии деталей, технологические маршруты обработки от-
дельных подпартий каждой партии деталей и порядок их обработки, что-
бы прибыль от изготовленных в течение заданного интервала времени T  
деталей была максимальной.  

Здесь каждая партия деталей может быть разбита на подпартии, раз-
мер которых требуется также определить, и каждая партия будет обраба-
тываться по своему технологическому маршруту. 

Для выбора наиболее выгодных деталей, которые следует обрабаты-
вать последовательно на двух станках в течение заданного интервала вре-
мени T , строится оптимизационная модель следующего вида. 

Критерий оптимизации для поставленной задачи управления имеет 
следующий вид: 

 

∑
L

=i
ii xc=J

1

,                                          (1.18) 

 

где )1,( L=ix i  – целочисленные переменные типа {0, 1}. При 1=xi   

i-ю деталь следует обрабатывать, а при 0=x i  её следует исключить из 

обработки.  
Для выбора наиболее выгодных деталей в модель включаются балан-

совые ограничения по времени следующего вида: 
 

21,,
1

=jTt+tx j

L

=i
iji ≤

∨

∑ ,                                (1.19) 

 

где ijt  – время обработки i-й детали на j-м станке; jt
∨

 – вспомогательные 

параметры. 
В данной модели можно выделить следующие элементы: 
1. Сырьё. 
2. Оборудование.  

В предлагаемом подходе с помощью параметров jt
∨

 изменяется  

время, отведённое на обработку деталей в ограничениях (1.19). Затем  
с использованием оптимизационной модели (1.18)–(1.19) определяется 

наиболее выгодная для этого набора параметров jt
∨

 номенклатура обраба-

тываемых деталей. После этого строится оптимальное расписание обра-
ботки выбранных деталей и определяется минимальное время окончания 
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их обработки. Если это время оказывается больше T , то по определённым 

правилам производится пересчёт параметров jt
∨

 и весь описанный выше 

процесс повторяется. В противном случае выбранные детали будут со-
ставлять допустимую производственную программу. Из допустимых про-
грамм и выбирается оптимальная программа, т.е. программа, позволяю-
щая получить максимальную прибыль от обработки выбранных деталей 
за время T . 

Оптимизационная модель для решения задачи планирования работы 
производственного участка. 

Критерий оптимизации данной задачи управления имеет следующий 
вид: 

i

L

=i
ii nxc=J ∑

1

,                                          (1.20) 

 

где in  – размер i-й партии деталей.  

Балансовые ограничения по времени могут быть представлены в сле-
дующем виде:  

{ } m=jTyt+τz+tnx jj

L

=i
ijijijii ,...1,,

1

≤
∨

∑ ,                  (1.21) 

 

где ijτ  – время переналадки j-го оборудования на обработку деталей i-го 

типа; ijz  – количество оборудования j-го типа, которое будет использова-

но для обработки деталей i-го типа; jy – количество единиц j-го оборудо-

вания, которое входит в состав производственного участка.  
В случаях, когда величину ijz  точно определить весьма сложно,  

а распределение каждой партии деталей по оборудованию одного типа 
требуется произвести наиболее выгодным образом оптимизационная  
модель изменяется и балансовые ограничения в ней принимают следую-
щий вид (1.22) – (1.25): 

 

{ } j

L

=i

jlij
l
ijij

l
ij y=lm=jTt+x+tu 1,,1,,τ~~

1
∑ ≤

∨
;               (1.22) 

 

m=jL=inx=u ii

jy

=l

l
ij 1,,1,,~

1
∑ ;                          (1.23) 

 

m=jL=izx ij

jy

=l

l
ij 1,,1,,~~

1

≤∑ ;                            (1.24) 
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,1,0,~~
j

l
ij

l
iji y=luxn ≥−    m=jL=i 1,,1, .                (1.25) 

 

Критерий оптимизации для такой модели имеет вид (1.26): 
 

∑∑∑∑ α−α
L

=i

m

=j

jy

=l

l
ijij

L

=i
iii xdxnc=J

1 1 1
2

1
1

~ ,                        (1.26) 

 

где ijz~ – максимальное количество оборудования j-го типа, которое может 

быть выделено для обработки деталей i-го типа; l
iju~  – определяют, какое 

количество деталей из i-й партии будет обрабатываться на l-м оборудова-
нии j-й группы; 1α  и 2α – весовые коэффициенты; ijd  – стоимость под-

готовки и установки одного комплекта технологической оснастки и инст-
румента для обработки деталей i-го типа на j-м оборудовании. 

В результате расчёта этой модели можно определить не только наи-

более выгодные партии деталей для текущего набора параметров jlt
∨

, но и 

наиболее выгодное распределение деталей из каждой партии для парал-
лельной обработки на оборудовании одного типа.  

В работах [19–20] рассматривается задача составления расписания по 
критерию равномерного использования ресурсов. Для решения задачи 
предлагается геометрический метод, согласно которому решение сводится 
к определению кратчайшей траектории в некоторой области, которая 
строится на основе сетевого графика. 

Рассматривается задача равномерного распределения ресурсов по 
множеству работ, для каждой из которых задан интервал (множество пе-
риодов), в котором она должна быть выполнена (предлагается, что работа 
может быть выполнена в течение одного периода). Для формальной по-

становки вводим переменные T=kn=iXik 1,,1,, , где n  – число работ,  

T  – число периодов времени. Положим 1=X ik , если i-я работа выполня-

ется в k-м периоде, 0=Xik  – в противном случае. Обозначим также:  

iR  – номеров периодов, в которых допускается выполнение i-й работы, 

kQ  – множество работ, которые могут выполняться в k-м периоде. Задача 

заключается в определении { }ikX , таких, что n=i=X
iRk

ik 1,1,∑
∈

 и вели-

чина критерия ∑∑∑ ∑
∈∈















kQi
ikk

T

=k
k

T

=k kQi
ik X=YY=X= ,ψ

1

2

1

2

 принимает мини-

мальное значение. Минимум критерия достигается, если Tn=Yk / . 
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Очерёдность выполнения процессов задана в виде графа (сети), вер-
шины которого соответствует работам, а дуги отражают очерёдность вы-
полнения работ. Выделяются два типа зависимостей. В первом случае (i, j) 
означает, что работа i  должна закончиться не позже, чем работа j.  

Зависимость первого типа. В управлении проектами это соответству-
ет зависимостям между операциями типа «финиш–финиш» (операция j не 
может закончиться раньше операции i), которые слабо исследованы. 

Операцию изменения интервалов проводим для всех зависимых пар 
(i, j) присутствует в сетевом графике. Преобразование iR  и jR , описан-

ное выше, приводит к тому, что если можно назначить работу j , то мож-

но назначить работу i  (если она ещё не назначена). Более того, работа i  
всегда будет иметь величину ib  меньше или равную, чем ib . Таким обра-

зом, работа i  всегда будет иметь приоритет в назначении перед работой j . 

Методы составления расписания для случая, когда зависимости меж-
ду работами относятся к типу «финиш–старт» (операция j  не может на-

чинаться, пока не закончена операция i ). В этом случае задача становится 
сложной комбинаторной задачей оптимизации, точные методы решения 
которой связаны с большим перебором. Поэтому для решения задачи 
предлагается алгоритм, являющийся модификацией описанного выше 
геометрического подхода. На первом этапе производится корректировка 
интервалов iR  для каждой пары зависимых операций.  

После завершения этапа корректировки интервалов строим область 
допустимых траекторий и определяем кратчайшую траекторию, нагруз- 
ку kY в периодах.  

В работе [21] приводится способ математического описания задач 
распределения однородного ограниченного ресурса в многоуровневых 
иерархических системах.  

Задача заключается в определении на заданный период планирова-
ния (месяц, квартал) плана производства для подразделений предприятия 
в объёмных показателях (нормо-часы, рубли, условные тонны). Особен-
ностью рассматриваемых систем является то, что показатели искомого 
плана делятся на два типа: «жёсткие» и «желательные». Отсюда рассмат-
риваемая задача является многокритериальной (учёт «желательных» пока-
зателей), ограничения которой (учёт «жёстких» показателей) в рассматри-
ваемой модели предполагаются линейными. 

Пусть m=i 1,  – номера подразделений предприятия, n=j 1,  –  

номера заказов, s=k 1,  – номера изделий. К началу планируемого перио-
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да предполагаются известными ijka  – объёмы работ по k-му изделию  

j-го заказа, которые остались невыполненными в i-м подразделении.  
К показателям искомого плана могут относиться, например, величины: 

jA  – объём работ, который должен быть выполнен всеми подразделе-

ниями по всем изделиям j-го заказа; jkB jkB  – объём работ, который 

должен быть выполнен по k-му изделию j-го заказа; ijC  – объём работ, 

который должен быть выполнен по j-му заказу в i-м подразделении.  
Тогда задача объёмного планирования формулируется следующим  
образом. Требуется определить такие величины ijkx  (объём работ, кото-

рый будет выполнен в планируемом периоде в i-м подразделении по  
k-му изделию j-го заказа), для которых выполняются следующие соотно-
шения (1.32) – (1.34): 

n=jAx
m

=i
j

s

=k
ijk 1,,

1 1
∑∑ ≥ ;                                (1.32) 

 

n=jm=iCx ij

s

=k
ijk 1,,1,,

1

≥∑ ;                            (1.33) 

 

s=kn=jm=iaxijk 1,,1,,1,,0 ijk≤≤                   (1.34) 
 

и принимают минимальные значения критерии  
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m

=i
ijkjk Bx ,

1

.                   (1.35) 

 

Здесь функции if  и jkϕ  являются функциями оценок отклонения 

объёмов выполняемых работ от заданных величин jkB  и iD .  

Рассматривается следующая задача: распределение однородного ог-
раниченного ресурса осуществляется в k-уровневой иерархической систе-
ме, которая моделируется (k – 1)-индексной системой линейных алгеб-
раических неравенств транспортного типа с двусторонними ограничения-
ми. Каждое неравенство определяет некоторый элемент системы – его 
предельные потребности в ресурсе. Центр системы моделируется двусто-
ронним неравенством, в котором суммирование происходи по всем (k – 1) 
индексам, а левая и правая границы определяют соответственно мини-
мальный и максимальный объёмы ресурса, который распределяется в сис-
теме. Перенумеровав переменные от 1 до N, можно рассмотреть одноин-
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дексную задачу, в которой каждому v-му элементу иерархической систе-
мы соответственно будет неравенство  

 

q=vRxAxA N+
v

vQj
jv 1,,, ∈≤≤ ∑

∈

− r
,                       (1.36)  

 

где vQ  – множество индексов, соответствующих v-му элементу системы, 

{ }NQv ,...2,1,⊆ ; −
vA  и +

vA (1.36) – соответственно минимальный и мак-

симальный объёмы потребления ресурса v-м элементом, ∞≤≤≤ − +
vv AA0 .  

Среди всех элементов иерархической системы выделим «контроли-
руемые», т.е. те, для которых необходимо ввести оценки отклонения ре-
сурса, полученного этим элементом, от заданных объёмов. Для каждого 
контролируемого элемента v  вводится совокупность из 1+p  вложенных 

друг в друга интервалов  
 

[ ]+
vv

p
v

+t
v

t
v

t
v AA=SSSpp=tS ,,1,,0,, )()1()()( −⊂≥ .           (1.37)  

 

Рассмотрим функцию  
 















∑
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принимающую значение t , p=t 0, , если ∑
∈

∈
vQj

t
vj Sx  и  

 

∑
∈

−∉
vQj

t
vj Sx )1( .                                        (1.39)  

 

Пусть для определённости контролируемыми являются элементы 

qqq=v ≤00,1, , тогда общая задача распределения однородного ограни-

ченного ресурса в q-уровневой иерархической системе ставится следую-
щим образом.  

Задана система линейных алгебраических неравенств транспортного 
типа с двусторонними ограничениями (1.35) 

 

q=vAxA +
v

vQj
jv 1,,≤≤ ∑

∈

− .                               (1.40) 

Требуется найти такой набор NRx∈
r

, для которого выполняются  
условия (1.35) и достигают экстремальных значений функции, определён-
ные для «контролируемых» элементов: 
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0
)()1()0( 1,min,,...,,,ψ q=vSSSx p
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.            (1.41) 

 

В данной модели можно выделить следующие документы: 
1. Заказы. 
2. Материальные ресурсы. 
3. Склады. 
Предложенная модель позволяет описывать широкий класс практи-

чески важных прикладных задач, решение которых может быть осущест-
влено с использованием разработанных программных средств. 

Рассматривается задача: необходимо сформировать процесс получе-
ния достоверных сведений о технологических параметрах и ущербах в 
условиях неопределённости [23 – 26]. С целью снижения её влияния сле-
дует объединить всю информацию, представленную как накопленной ста-
тистикой, так и экспертными оценками. 

Допустим технологический процесс, для которого определен центр 
технологической безопасности Os

~ , находящийся в области технологиче-

ской безопасности, т.е. области функционирования процесса, в которой 
значения технологических параметров процесса и ущербов ip  и Xd j ∈  

находятся в заданном диапазоне. 
Пусть в начальный момент времени 0t  рабочей точке процесса соот-

ветствует ситуация Sss ∈,~0 , характеризуемая состоянием процесса 0p   

и ущербом 0d , Xd ∈ . И пусть имеем однозначное отображение 
XUXf →×: , где S  – множество возможных ситуаций; X  – множество 

возможных состояний процесса; U  – множество возможных значений 
управляющих параметров. 

Вектор управления >uK,,u,uu w21=<  переводит технологический 

процесс из одного состояния в другое, причём такое функционирование 
системы, т.е. её переходы из состояния в состояние, описывается систе-
мой уравнений:  

 





∈
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.                           (1.42) 

 

Состоянию процесса (т.е. определённому набору технологических 
параметров и ущербов) в любой момент времени Kt tK=tp ,0,1,,  будет 

соответствовать нечёткая ситуация ts~ . 
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При таком подходе задача управления технологическим процессом 
будет заключаться в том, чтобы определить такой вектор управления про-

цессом Du , который переводит рабочую точку процесса ∗s~ в область 
технологической безопасности. 

Задача управления технологическим процессом заключается в выбо-

ре управления Du , осуществляющего переход к ситуации, имеющей ми-
нимальный индекс риска. 

В ходе решения по измененным входным параметрам модель управ-
ления технологическим процессом формирует оптимальный с точки зре-
ния технологической безопасности вектор управления. Координаты дан-
ного вектора являются установками задания при расчёте изменения соот-
ветствующих управляющих параметров процесса. 

В работе [27] рассматривается задача: для заданного множества до-
пустимых работ P , множества соответствующих процессов O , матрицы 

предшествования D  и множества ресурсов PE  требуется построить ва-
рианты графиков выполнения процессов T , которые обеспечат выполне-
ние работ, заданных множеством требующих выполнения работ Z . При 
этом должны быть соблюдены следующие условия:  

– каждый производственный ресурс в один момент времени может 
использоваться для выполнения только одного процесса; 

– соблюдается последовательность выполнения процессов; 
– учитывается выработка ресурсов предшествующих процессов. 
Сложность задачи заключается в том, что принимаемые решения и 

выбираемые стратегии деятельности ПС должны учитывать как текущую 
ситуацию, так и возможные будущие ситуации, которые могут иметь ме-
сто при реализации решений, поэтому рассмотренная задача детализиру-
ется на следующие: введение множества ситуаций, идентификация ситуа-
ции и прогнозирование изменения ситуаций. 

Введение множества ситуаций в интегрированной среде функциони-
рования ПС включает следующие этапы: выделение возможных состоя-
ний компонентов, формирование множества ситуаций, которые оказыва-
ют существенное влияние на принимаемые решения. 

В ходе решения задачи необходимо рассматривать разные варианты 
решения, что позволит проанализировать выполнение работ в различных 
условиях и сделать вывод о наиболее эффективном способе функциони-
рования ПС. 

Рассматривается задача управления технологическим процессом, ко-
торая заключается в выборе вектора управления, осуществляющего пере-
ход к ситуации, имеющий максимальный индекс безопасности. 
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Пусть состояние технологического процесса описывается ситуа-

цией ∗s~ . Вектор управления будем рассматривать как набор управляю-
щих параметров: ><= muuuu ...,,, 21 . 

Сформируем новый вектор управления следующим образом: дадим 
некоторое приращение одной из координат вектора управления 

m=kk ,...1,,δ . Тогда >δ+<= mkk uuuuu ...,,...,,, 21 . Соответствующее 

приращение можно дать как одной, так и сразу нескольким координатам 
вектора управления. Множество векторов управления, сформированных 
различными комбинациями приращений, определит некоторое множество 
альтернатив UAU ⊆  на множестве возможных значений управления.  

Каждый вектор управления, сформированный таким образом, будет 
осуществлять перевод процесса в соответствующую ситуацию. Конечное 

множество таких ситуаций совместно с текущей ситуацией ∗s~  образуют 
множество альтернатив на множестве возможных ситуаций процесса 

sAS
~⊆ . Из множества альтернативных ситуаций выберем ситуацию, 

имеющую максимальный индекс безопасности. Таким образом, вектор 
управления из множества альтернатив, приводящий к данной ситуации, 
максимально приблизит состояние процесса к области центра технологи-
ческой безопасности. 

На следующем шаге для текущей ситуации аналогичным образом 
строится множество альтернатив, из которых выбирается ситуация, 
имеющая максимальный индекс безопасности. 

Процесс итераций считается законченным, когда улучшения ситуа-
ции не происходит и дальнейшее уменьшение приращений координат 
вектора управления невозможно. 

 
1.4. КЛАССИФИКАЦИЯ ЗАДАЧ УПРАВЛЕНИЯ  

ПРОИЗВОДСТВЕННЫМИ СИСТЕМАМИ 
 

В ходе анализа работ выделен класс задач – задачи планирования  
и управления распределением материальных и финансовых потоков во 
времени.  

Задачи данного класса заключаются в нахождении оптимального 
распределения материальных и финансовых потоков, выборе из некоторо-
го множества наиболее выгодных заказов в течение некоторого интервала 
времени и планирования работы ПС. 

Целью задач данного класса является построение математической 
модели ПС, которая позволит составить оптимальное расписание выпол-
нения всех планируемых заказов в заданный промежуток времени. 
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Данный класс задач особенно актуален, так как в состав современ-
ных ПС входят оборудование, склад, транспорт, накопители для межопе-
рационного хранения деталей и т.д. В соответствии с заданным критерием 
требуется выбрать тип и количество обрабатывающего оборудования, 
определить объёмы складов и накопителей для межоперационного хране-
ния деталей и технологической оснастки, а также выбрать детали из за-
данной номенклатуры, которые целесообразно производить в проекти-
руемой системе. При этом на выбираемые параметры проектируемых сис-
тем накладываются ограничения. 

Из анализа задач рассматриваемого класса можно сделать следую-
щий вывод, что модели данного класса не решают поставленных перед 
ними задач управления. По этой причине необходим ввод новых элемен-
тов в модель ПС с полным их описанием и управлениями. В части работ 
присутствуют элементы ПС, которые позволят смоделировать ресурсную 
динамику ПС, отследить переходные процессы, выход предприятия на 
стационарный режим работы и определить параметры нормального функ-
ционирования ПС. 

 
Контрольные вопросы 

 

1. В чём заключаются задачи планирования и управления? 
2. Какие элементы включают рассматриваемые модели ПС? 
3. В чём состоят недостатки представленных моделей ПС? 
4. Каковы достоинства представленных моделей ПС? 
5. Какие этапы включает введение ситуаций в интегрированной сре-

де функционирования ПС? 
 

Интерактивные творческие задания 
 

1. Провести аналитический обзор математических моделей в зада-
чах диспетчеризации и управления производственными системами. 

2. Обосновать необходимость использования новой модели произ-
водственной системы, включающей идентифицирующую и прогнозную 
составляющие для оценки состояния. 

3. Провести анализ особенностей инновационно-производственной 
системы. 

4. Поставить задачу управления инновационно-производственной 
системой. 

5. Рассмотреть возможные постановки задач теории расписаний. 
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2. ОСНОВНЫЕ МОДЕЛИ И  
АЛГОРИТМЫ УПОРЯДОЧЕНИЯ РАБОТ 

 

 
2.1. ПОСТАНОВКИ ЗАДАЧ ПОСТРОЕНИЯ  

ОПТИМАЛЬНОГО РАСПИСАНИЯ 
 

Задачи упорядочения работ – это задачи оптимального распределе-
ния ограниченных ресурсов во времени. Математические модели и мето-
ды упорядочения работ изучаются в рамках теории расписаний. Рассмат-
риваемые в теории расписаний задачи обычно формулируются в терминах 
обслуживания требований в системе, состоящей из одного либо несколь-
ких обслуживающих приборов. Под термином «требования» подразуме-
ваются обрабатываемые детали, вычислительные программы, проекты, 
транспортные средства и т.п. Под термином «приборы» подразумеваются 
станки, вычислительные машины, группы исполнителей проектов, участ-
ки дорог и т.п. Приборы являются одним из ограниченных ресурсов.  
Требованиям сопоставляются некоторое множество приборов, каждый из 
которых может или должен обслуживать данное требование. Если каждое 
требование может быть полностью обслужено любым из этих приборов, 
то обслуживающая система называется одностадийной (с одним или не-
сколькими приборами). Если требование должно быть обслужено после-
довательно несколькими приборами, то говорят о многостадийных систе-
мах обслуживания. Многостадийные системы, в свою очередь, подразде-
ляются на три основных типа: системы flow-, job- и open-shop, описание 
которых приведено ниже. 

При групповых технологиях обслуживания предполагается, что тре-
бования обслуживаются группами либо партиями и при переходе от об-
служивания требования одной группы (партии) к обслуживанию требова-
ния другой группы (партии) необходима переналадка прибора. 

Построить расписание означает тем или иным способом указать для 
каждой пары «требование–прибор» интервал времени, в котором этот 
прибор обслуживает данное требование. При этом должен быть соблюден 
ряд ограничений, например, требование не может обслуживаться двумя и 
более приборами одновременно; на множество требований может быть 
задано отношение частичного порядка, которое нельзя нарушать, и т.п. 

Интерес обычно представляет построение не любых, а лишь тех из 
них, которые являются оптимальными относительно того или иного кри-
терия. Критерием может быть, например, минимальное значение общего 



 

29 

момента завершения обслуживания всех требований, среднего времени 
пребывания требований в системе, суммарных затрат, суммарного либо 
максимального отклонения моментов завершения обслуживания требова-
ний от заданных директивных сроков и т.п. 

Одна из наиболее общих постановок задачи построения оптимально-
го расписания состоит в следующем. Имеется множество, состоящее из n 
требований, которое должно быть обслужено т приборами. Обслужива-
ние требования прибором может происходить с прерываниями или без 
прерываний. В первом случае процесс обслуживания требования прибо-
ром может быть прерван и затем возобновлен в более поздний момент 
времени. Во втором случае такие действия запрещены. Каждый прибор 
может обслуживать не более одного прерывания в каждый момент време-
ни. Каждое требование может обслуживаться не более чем одним прибо-
ром в каждый момент времени. 

Поскольку, с точки зрения построения оптимального расписания, 
природа требований безразлична, сопоставим им числа, j = 1, …, n, кото-
рые далее будем использовать в качестве их идентификаторов. Аналогич-
но предположим, что приборам сопоставлены числа l = 1, …, m. 

Для требования j задана длительность его обслуживания plj прибо-
ром l, j = 1, …, n, числа l = 1, …, m. Кроме того, могут быть заданы другие 
характеристики, такие как момент поступления rj, ранее которого обслу-
живание требования не может быть начато, директивный срок dj, к кото-

рому необходимо либо желательно завершить обслуживание этого требо-
вания, весовой коэффициент (вес) wj, характеризующий относительную 

важность требования j, и неубывающий функционал fj (t), определяющий 

стоимость обслуживания этого требования при условии, что это обслу-
живание завершается в момент времени t. 

Предполагается, что эти и другие числовые параметры и значения 
функций являются целыми неотрицательными числами. 

На множестве требований может быть определено отношение пред-
шествования (порядка) – бинарное, транзитивное, антирефлексивное  
отношение. Если требование i предшествует требованию j, то обслужива-
ние требования j не может быть начато до завершения обслуживания i.  

Мы ограничиваемся рассмотрением ситуаций, в которых все парамет-
ры обслуживающей системы и требований являются детерминированными, 
т.е. заранее определёнными. Все числовые параметры и значения fj (t) пред-

полагаются неотрицательными целыми числами. 
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Под расписанием понимается функция, которая каждому прибору l 
и моменту времени t сопоставляет требование, обслуживаемое прибором l 
в момент времени t, либо указывает, что прибор l в момент времени t про-
стаивает. С целью корректного определения моментов завершения обслу-
живания требований, эта функция является полунепрерывной слева по t. 
Поскольку существуют различные формы представления функций, формы 
представления расписаний также различаются. Ими могут быть формулы, 
таблицы, графики и т.п. Наиболее известной графической формой пред-
ставления расписаний является диаграмма Ганнта. 

Критерием оптимальности расписания является соблюдение требо-
ваниями заданных директивных сроков, либо минимизация некоторого 
функционала стоимости, зависящего от моментов завершения обслужива-
ния требований. 

Задачи построения оптимальных расписаний могут быть условно 
разделены на несколько классов в зависимости от типа обслуживающей 
системы. Различают следующие типы обслуживающих систем. 

Одностадийные системы. Каждое требование может быть полно-
стью обслужено одним из m имеющихся приборов, о которых говорят, что 
они работают параллельно. 

Многостадийные системы. Каждое требование должно быть после-
довательно обслужено несколькими приборами. Предполагается, что  
после окончания обслуживания требование немедленно освобождает  
прибор. Кроме того, время перехода требования с одного прибора на дру-
гой мало и им можно пренебречь. Процесс обслуживания требования 
прибором называется операцией. Момент завершения обслуживания тре-
бования равен моменту завершения выполнения последней операции  
этого требования. Многостадийные системы, в свою очередь, разделяются 
на следующие: 

– система «flow–shop». Каждое требование должно быть обслужено 
каждым из приборов 1, …, m в порядке 1, …, m, т.е. до начала обслужива-
ния прибором l + 1 обслуживание этого требования должно завершиться 
на приборе l, l = 1, …, m – 1. 

– система «open–shop». Каждое требование должно быть обслужено 
каждым из приборов 1, …, m, проходя их в произвольном порядке. Мар-
шруты прохождения приборов требованиями являются частью принимае-
мого решения. 

– система «job–shop». В этой системе требования имеют заданные, 
не обязательно одинаковые маршруты прохождения приборов 1, …, m,  
в которых приборы могут повторяться. 
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2.2. ПОСТРОЕНИЕ ЭФФЕКТИВНЫХ  
ПРИБЛИЖЕННЫХ АЛГОРИТМОВ 

 

Рассмотрим задачу минимизации целевого функционала F(x) на 
множестве X. Обозначим F* = min{F(x)|x ∈ X}. Предположим, что F* > 0. 

Пусть приближенный алгоритм H отыскивает элемент множества X 
со значением FH целевого функционала. Введём в рассмотрение величину 
∆H = FH

 / F*. Эта величина зависит от алгоритма Н и от набора входных 
данных задачи. В данном разделе под гарантированной оценкой точности 
решения, получаемого при помощи H, будем понимать верхнюю оценку 
величины ∆H при любом наборе входных данных задачи. 

Построение эффективных приближенных алгоритмов с гарантиро-
ванными оценками точности имеет смысл для NP-трудных в сильном 
смысле задач и NP-трудных задач, для которых не известны быстродейст-
вующие ε-приближенные алгоритмы. 

В дальнейшем обозначении F*, FH и ∆H используются при рассмот-
рении конкретных задач и конкретных приближенных алгоритмов. Смысл 
этих обозначений не изменяется. 

Параллельные приборы. Минимизация ∑ jj Cw . Рассмотрим NP-труд-

ную в сильном смысле задачу ∑ jj CwP// . В этой задаче расписание од-

нозначно определяется разбиением множества требований на подмножест-
ва N1, …, .Nm, где требования множества Nl обслуживается прибором l,  
и указанием порядка обслуживания требований в каждом подмножестве. 
При помощи перестановочного приёма нетрудно показать, что достаточно 
ограничиться рассмотрением расписаний, при которых требования каждо-
го подмножества упорядочены по правилу SWPT, т.е. по неубыванию 
значений pj / wj. Таким образом, расписание однозначно определяется раз-

биением множества требований на т подмножеств. 

Опишем приближенный алгоритм А решения задачи ∑ jj CwP// ,  

который состоит в следующем. Перенумеруем требования в порядке 
SWPT так, что p1 / w1 ≤ … ≤ pn / wn. Организуем т подмножеств N1, …, Nm, 
полагая вначале N1 = … = Nm = ∅. Будем последовательно, начиная с пер-
вого, распределять требования 1, …, n по подмножествам. 

Пусть требования 0, …, k, k < п, распределены, где 0 – фиксирован-
ное требование, соответствующее начальной ситуации p0 = 0. Требова- 
ние k + 1 назначается следующим образом. Обозначим Pl = ∑ j ∈ N 

l
 pj,  

l = 1, …, m. Находим такое подмножество Nl, что Pl = min1 ≤ h ≤ m Ph. Пола-
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гаем Nl = Nl ∪ {k + 1} и, если k + 1 ≠ п, переходим к назначению требова-
ния k + 2. 

Обозначим через *
1F и *

nF минимальное значение функционала 

∑ jj Cw  при т = 1 и т = п, соответственно. Очевидно, что 

∑∑ ==
= j

i i
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j j pwF
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j jjn pwF
1

* . 

 

Найдём верхнюю и нижнюю оценки значения F*. Очевидно, что  
F* < FА. Поскольку на итерации j алгоритма А выполняется  
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Для получения нижней оценки значения F* понадобится ряд вспомо-
гательных утверждений. 

Рассмотрим NP-трудную в сильном смысле задачу об упаковке в 
контейнеры, которая в терминах теории расписаний может быть сформу-
лирована следующим образом. В условиях задачи P/dj = d/Cj ≤ dj предпо-

лагается, что m = n, d ≥ maxl pj и требуется отыскать минимальное число 

приборов и соответствующее расписание, при котором все требования 
будут обслужены к заданному директивному сроку d. 

Приведем описание четырёх приближенных алгоритмов решения за-
дачи об упаковке в контейнеры. В алгоритмах рассматривается некоторая 
перестановка π требований, требования последовательно выбираются из 
этой перестановки и назначаются на приборы в соответствии с некоторы-
ми правилами. Резервом времени прибора l, обозначаемым Rl, называется 
разница между d и суммарной длительностью обслуживания требований, 
назначенных на прибор l. 

В алгоритмах B1 и B2 перестановка π является произвольной.  
На шаге k алгоритма B1 или B2 выбирается требование, расположенное  
на месте k в перестановке π. В алгоритме B1 это требование назначается 
на прибор с наименьшим номером среди приборов с достаточным резер-
вом времени для завершения этого требования в срок. В алгоритме B2  
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это требование назначается на прибор с наименьшим достаточным резер-
вом времени. 

Алгоритмы B3 и B4 отличаются от алгоритмов B1 и B2 соответст-
венно лишь тем, что требования в перестановке π расположены в порядке 
LPT невозрастания значений pj. 

Алгоритм B1 должен быть реализован за время O(n log mi), где  
mi – количество приборов, найденное этим алгоритмом. Каждый из  
приборов обслуживает хотя бы одно требование. Очевидно, что mi ≤ n,  
i = 1, 2, 3, 4. 

Оценим точность полученных при помощи алгоритмов B1 – B4  
решений. Не ограничивая общности, будем считать, что d = 1 и pj ≤ 1,  

j = 1, …, n. 
Докажем ряд вспомогательных утверждений для алгоритмов B1 и B2. 

Введём в рассмотрение функцию φ (x), x ∈ [0, 1]: 
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Далее будем рассматривать расписания, построенные по алгоритмам 
B1 либо B2. 

 
2.3. ЗАДАЧИ УПОРЯДОЧЕНИЯ РАБОТ 

 

Многие задачи упорядочения работ, методы решения которых уже 
известны, являются, по существу, частными случаями известной задачи 
составления графика (расписания) выполнения работ производственным 
участком. Впервые процесс выполнения работ производственным участ-
ком был всесторонне проанализирован в работе [37]. 

Фундаментальным элементом процесса выполнения работ производ-
ственным участком является операция. Действительно, любая работа мо-
жет быть представлена как конечный набор необходимых операций. При 
этом каждая операция должна выполняться определённой машиной и за 
определённое время (время обслуживания), специфическое для данных 
работы и машины. 
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Производственный участок – это машины, которые предназначены 
для выполнения заданного множества работ, или, что то же самое, множе-
ства операций. Понятие процесса выполнения работ производственным 
участком включает машины, работы, операции и формулировку физиче-
ских ограничений, определяющих, какие операции могут быть выполнены 
каждой машиной. 

Обобщённая задача планирования графика выполнения работ произ-
водственным участком заключается в нахождении порядка работ, при кото-
ром достигается минимизация или максимизация некоторой измеримой 
функции такого порядка при условии, что операции выполняются каждой 
машиной производственного участка в соответствии с техническими требо-
ваниями, предъявляемыми к процессу выполнения работ на данном участке 
(равно как и любыми другими ограничениями). В любом случае для реше-
ния задачи необходимо выполнение по крайней мере следующих условий: 

− каждая машина эксплуатируется в течение непрерывного периода 
времени, т.е. исключается остановка или поломка машины; 

− последовательность операций строго упорядочена, т.е. существу-
ет, самое большее, ещё только одна операция как непосредственно до,  
так и непосредственно после данной операции; 

− каждая операция может выполняться только машиной одного  
типа из имеющихся на участке; 

− на участке имеется только одна машина данного типа; 
− процесс выполнения операций некоторой машиной должен быть 

непрерывен, т.е. следующая операция на этой же машине может выпол-
няться только после полного завершения предыдущей; 

− любая работа в каждый момент времени может выполняться 
только одной машиной; 

− каждая машина в данный момент времени выполняет не более 
одной операции. 

На практике любое из этих условий (ограничений) может не выпол-
няться, и поэтому большая часть аналитических результатов теории  
календарного планирования отражает идеальную ситуацию. 

Помимо перечисленных ранее показателями процесса выполнения 
работ производственным участком являются также любые дополнитель-
ные характеристики работ и операций (например, количество работ, спо-
соб их поступления на выполнение); любые дополнительные характери-
стики машин (например, их количество); дополнительные ограничения на 
порядок выполнения операций машинами; критерии оценки расписания. 
Именно в соответствии с данными показателями и проводятся классифи-



 

35 

кация задач упорядочения работ и разработка методов их решения. При 
этом предполагается, что указанные условия (или ограничения) имеют 
место во всех рассматриваемых случаях. 

Следует иметь в виду, что понятие «процесс выполнения работ про-
изводственным участком» не ограничивает наше рассмотрение планиро-
ванием деятельности только промышленных предприятий, выполняющих 
производственные заказы, или деятельности предприятия бытового об-
служивания. 

В зависимости от характера, показателей процесса выполнения  
работ производственным участком задачи упорядочения работ могут  
быть разделены на детерминированные и стохастические (рис. 2.1).  

 

 
 

Рис. 2.1. Схема классификации задач упорядочения работ 
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В первом случае все параметры системы (число работ, моменты их 
готовности к выполнению, длительность выполнения на машинах, техно-
логические маршруты и т.д.) и все показатели производственного участка 
(число машин, их доступность и т.д.) постоянны и заранее известны.  
Во втором случае каждый параметр системы и показатель производствен-
ного участка могут меняться случайным образом. 

При использовании нескольких машин можно выделить следующие 
основные задачи упорядочения работ: 

− все работы требуют выполнения только одной операции, которая 
может быть выполнена любой из имеющихся машин (главным образом 
однофазная система параллельно работающих машин); 

− все работы состоят из одних и тех же операций, последователь-
ность которых строго фиксирована для всех работ (многофазная система 
или конвейер); 

– все прочие (так называемые гибридные системы). Последующая 
классификация задач упорядочения работ в соответствии с используемым 
критерием оценки графика работ. Планирование производственного про-
цесса при наличии одной машины имеет ряд особенностей и будет рас-
смотрено позже. 

 
2.4. ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ ЗАДАЧИ УПОРЯДОЧЕНИЯ 
 

Основное различие между детерминированными и стохастическими 
задачами теории расписаний состоит в том, что в первом случае парамет-
ры системы считаются известными. В результате большинство детерми-
нированных задач теории расписаний сводятся к задачам упорядочения. 
Это означает, что если задача подобного типа, то достаточно знать мо-
мент начала первой операции из работ и последовательность выполнения 
операций каждой машиной. Если предположить, что каждая операция 
начинает выполняться тотчас, как только это становиться возможным, то 
расписание работ может быть определено однозначно. Именно по этой 
причине детерминированные задачи теории расписаний называются в 
литературных источниках детерминированными задачами упорядочения. 

На первый взгляд подобные задачи слишком элементарны. Тем  
не менее, их изучение представляет определённый интерес, особенно если 
принять во внимание следующие факторы. Во-первых, всегда существует 
вероятность того, что результаты анализа простой задачи могут оказаться 
полезными при решении более общих, сложных задач теории расписаний. 
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Следует отметить, что при решении задач упорядочения чаще всего 
предполагается, что все подлежащие упорядочению работы поступают в 
систему одновременно. Подобное предположение оказывается оправдан-
ным и в том случае, когда одна машина выполняет работы, время поступ-
ления которых в систему различно. В этом случае [37] требуется рассмат-
ривать прерывания операций или простои. Однако, если прерванные опе-
рации могут быть возобновлены с момента прерывания, то задача упоря-
дочения, по существу, сводится к задаче упорядочения для случая одно-
временного поступления всех работ. 

Решение некоторых детерминированных задач упорядочения работ, 
выполняемых одной машиной, довольно просты: выбор оптимального 
порядка работ сводится к упорядочению работ по некоторому набору зна-
чений показателей этих работ. Перечислим наиболее важные выводы, по-
лученные в результате анализа таких задач. 

Если перечень работ составлен в порядке неубывания времени выпол-
нения каждой работы, то минимизируются такие показатели, как среднее 
время прохождения работы, среднее время задержки работы, среднее время 
ожидания, минимальное время прохождения работы, минимальное время 
завершения работы, минимальное время ожидания и средний объём неза-
вершённого производства. Подобная дисциплина упорядочения обычно 
называется правилом «наименьшего времени обслуживания». 

Если перечень работ составлен в порядке невозрастания установлен-
ных сроков выполнения каждой работы, то минимизируются такие пара-
метры, как максимальное время задержки и максимальное время запаз-
дывания. 

Если каждой работе приписывается весовой множитель и перечень 
работ составлен в порядке неубывания отношения времени выполнения 
каждой работы к её весовому множителю, то минимизируются такие по-
казатели, как взвешенное среднее время запаздывания и взвешенное сред-
нее время ожидания. 

Естественно, что возможны и более сложные задачи упорядочения 
работ, выполняемых одной машиной. В частности, такая задача возникает 
при выполнении смежных работ. Если выполнение смежных работ требу-
ет переналадки оборудования, то для этого необходимо вполне опреде-
лённое время (время простоя). Поскольку время простоя будет зависеть не 
только от характера работы, но и от её места в перечне работ, то, следова-
тельно, критерий оценки расписания будет функцией не одной перемен-
ной. В этом случае главной целью упорядочения является минимизация 
общего времени простоя (переналадок). Для решения этой задачи, кото-
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рая, по существу, является вариантом известной «задачи коммивояжера», 
был разработан целый ряд методов, таких, как динамическое программи-
рование [38, 39] и метод ветвей и границ [40]. Для решения одной частной 
задачи создали эффективный алгоритм неявного перебора [41, 42], осно-
ванный на построении дерева решений. 

Ниже перечисляются наиболее интересные задачи упорядочения ра-
бот для одной машины и указываются дополнительные ограничения, на-
кладываемые на процесс выполнения работ производственным участком. 

• Минимизация времени прохождения при заданных связанных фик-
сированных последовательностях работ (называемых «цепочками») [43]. 

• Минимизация времени прохождения при ограничениях на после-
довательность выполнения работ [37]. 

• Минимизация общего штрафа при выполнении «взаимосвязан-
ных» работ [44].  

• Минимизация общих затрат на обработку, если машина характе-
ризуется одним общим параметром состояния [45]. 

• Минимизация общих потерь при невыполнении работ в установ-
ленные сроки при условии, что стоимость задержки есть произвольная 
неубывающая линейная функция времени задержки для данной работы 
[44, 46, 47]. 

• Минимизация числа переналадок при условии, что работами яв-
ляются партии продукции, размеры которых определяются графиком 
спроса [48]. 

• Минимизация общих потерь при невыполнении работ в установ-
ленные сроки при условии, что эти потери являются непрерывной, огра-
ниченной, неубывающей функцией времени выполнения работы [42]. 

• Минимизация максимальных потерь при невыполнении работ в 
установленные сроки [49]. 

• Минимизация общих затрат на производство и хранение запасов 
при условии, что работы представляют собой партии продукции, размер 
которых определяется графиком спроса [50 – 59]. 

• Минимизация числа работ, которые не выполняются в установ-
ленные сроки [49]. 

• Минимизация общего времени задержки работ [60]. 
• Минимизация взвешенного общего времени задержки и взвешен-

ного общего времени прохождения работ [61]. 
Вариантами задач упорядочения работ, выполняемых одной маши-

ной, являются вырожденные случаи однофазной системы параллельно 
работающих машин, а также многофазной системы машин. 
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Обобщённой задачей упорядочения работ, выполняемых одной ма-
шиной, является случай, когда все работы состоят только из одной опера-
ции, но имеется несколько машин, которые могут выполнять каждую ра-
боту. При решении этой задачи предполагается, что все работы поступают 
в систему одновременно и выполняются перечисленные ранее условия, за 
исключением, естественно, условия, согласно которому на производст-
венном участке имеется только одна машина данного типа. 

Наиболее простой вариант рассматриваемой задачи, т.е. использова-
ние идентичных машин, был проанализирован в работе [46], автор кото-
рой показал, что в данном случае упорядочение может быть осуществлено 
по правилу «наименьшего времени обслуживания». Если число т машин 
больше числа п работ, то п работ назначаются на любые т машин. В про-
тивном случае сначала составляется перечень работ в порядке неубывания 
времени выполнения каждой работы, а затем назначаются первые п работ 
из этого перечня на первые т машин (предполагается, что машины про-
нумерованы произвольным образом). Последующие работы, включённые 
в перечень, назначаются на освобождающиеся машины. При таком под-
ходе минимизируются среднее время прохождения работы, среднее время 
ожидания, среднее время задержки и среднее запаздывания. Однако это 
вовсе не означает, что обязательно минимизируется максимальное время 
прохождения и средний объём незавершённого производства. 

Следует отметить, что в [56] не только предложено назначать работы 
на любые из т имеющихся идентичных машин, но и заложены основы для 
составления расписания, минимизирующего суммарные штрафы за за-
держку выполнения работ. Однако, если все плановые сроки равны нулю, 
подобное назначение исключается.  

Определению нижнего уровня минимальных потерь при невыполне-
нии работ в установленные сроки посвящена статья [62], авторы которой 
пришли к следующему важному выводу: при наличии т идентичных ма-
шин уровень общих потерь при невыполнении работ в заданные сроки 
будет ниже, если при упорядочении работ предполагается, что они назна-
чаются не на т имеющихся идентичных машин, а на одну машину.  
По-видимому, именно этим можно объяснить тот факт, что при решении 
задач упорядочения работ, выполняемых параллельно работающими  
машинами, главное внимание уделяется минимизации потерь, связанных 
с невыполнением работ в установленные сроки. 

На основе результатов, полученных в работе [46], для решения дан-
ной проблемы разработан ряд сложных алгоритмов. Ниже перечисляются 
некоторые задачи упорядочения работ, выполняемых параллельно рабо-
тающими машинами, для которых получены алгоритмы решения. 
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• Минимизация общих потерь при невыполнении работ в установ-
ленные сроки при условии, что время прохождения для всех работ одина-
ково [63].  

• Минимизация общего времени задержки при условии, что плано-
вые сроки выполнения работ одинаковы [64]. 

• Минимизация суммы потерь, связанных с невыполнением работ в 
установленные сроки, затрат на переналадку оборудования и на обработку 
в случае, когда время выполнения каждой из работ может быть разным 
для всех машин [65]. 

• Минимизация суммы потерь, связанных с невыполнением работ в 
установленные сроки, затрат на переналадку и обработку [66]. 

• Минимизация взвешенного общего времени прохождения работ [67]. 
• Минимизация суммарного штрафа за задержку выполнения работ 

при условии, что все работы поступают в систему одновременно, плано-
вые сроки их выполнения одни и те же, а штрафы являются линейной 
функцией времени задержки [68]. 

• Минимизация суммы (линейной) затрат на прохождение и ожи-
дание [69]. 

• Минимизация длительности производственного цикла при одина-
ковой длительности выполнения работ [70]. 

• Минимизация длительности производственного цикла при одина-
ковой длительности выполнения всех работ и заданных ограничениях на 
последовательность их выполнения [71 – 74]. 

Следует ещё упомянуть работы [75–76], в которых исследовалась за-
дача определения допустимых расписаний при назначении п работ на т 
идентичных машин при наличии ограничений на последовательность  
выполнения работ, а также на имеющиеся в распоряжении ресурсы. Ряд 
исследований [77–78] посвящён проблеме определения минимальной дли-
тельности производственного цикла. 

Результаты многочисленных исследований алгоритмов решения  
задач упорядочения для параллельно работающих машин приводятся в 
работе [79]. 

В тех случаях, когда для выполнения определённой работы необхо-
димо осуществить более чем одну операцию, то такую работу называют 
упорядочение работ на конвейере. Задачам подобного типа уделялось 
большое внимание, по многим из предложенных методов их решения яв-
ляются эвристическими и не гарантируют оптимального решения с учё-
том возможностей ЭВМ. При детерминистическом подходе к решению 
таких задач предполагается, что все работы поступают в систему одно-
временно, целью упорядочения работ является минимизация производст-
венного цикла максимальной длительности. 
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Следует отметить, что в основе почти всех задач упорядочения работ 
на конвейере лежит одно из наиболее интересных, с точки зрения иссле-
дователя систем, свойство такого производства. Оказывается, что при 
упорядочении работ m-фазного конвейера при выполнении всех необхо-
димых условий достаточно рассмотреть только расписание, согласно  
которому устанавливается одинаковый порядок работ для 1-й и 2-й ма-
шин и одинаковый порядок работ для (n – l) – l и m-й машин (номера ма-
шин соответствуют заданной последовательно операции). Следовательно, 
для конвейера с числом фаз не более трёх оптимальная последователь-
ность операций на всех машинах обязательно будет одна и та же. Это  
показывает, что достаточно исследовать множество перестановок работ, 
не рассматривая возможность существования оптимальных последова-
тельностей операций на каждой машине. 

Если количество фаз больше трёх, то число потенциально оптималь-
ных расписаний резко возрастает, поскольку следует рассматривать по-
следовательность работ на каждой машине. Например, задача с 5 маши-
нами и 10 работами требует рассмотрения (10!) возможных расписаний.  
В результате для решения таких т-фазных задач при т ≥ 4 используются 
эвристические методы ограниченного перебора, аналогичные методам 
поиска приближенного решения. 

Таким образом, для решения проблемы упорядочения работ много-
фазной статистической системы имеются простые методы, обеспечиваю-
щие точное решение для двух- и трёхфазных задач. Методы, применяе-
мые к т-фазным (т ≥ 4) системам, обычно используют специальные 
предложения и являются либо неэффективными с вычислительной точки 
зрения, либо дают только приближенное решение. Конечно, многие из 
методов, предложенных для m-фазных систем, могут применяться для 
двух- и трёхфазных систем, хотя первоначально они были разработаны 
для систем большой размерности. 

Работа Джонсона [80], явилась прелюдией к интенсивным исследо-
ваниям задач упорядочения работ подобного типа. Прежде чем привести 
результаты, полученные Джонсом при решении задачи упорядочения  
работ, выполняемых двумя последовательно работающими машинами, 
введём следующие обозначения: Аj – время выполнения (включая на-
стройку, если она необходима) первой операции i-й работы и Bi – время 
выполнения (включая настройку, если она необходима) второй операции 
i-й работы. Тогда, если все работы поступают в систему одновременно и 
целью упорядочения работ является минимизация длительности произ-
водственного цикла, то оптимальная последовательность (напомним, что 
она должна быть одинаковой на обеих машинах) удовлетворяет условию 
min(Aj, Bj + 1) < min(Aj + 1, Bj) для любой пары j-й и (j – 1)-й смежных работ 

данной последовательности. По-видимому, логически оправданным было бы 
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распространить этот результат на случай трёх машин, тем более что опти-
мальная последовательность работ должна быть одинаковой на всех трёх 
машинах. Однако, как показал Джонсон, это справедливо только тогда, ко-
гда выполняется условие min(Aj + Bj, Cj + 1 + Bj + 1) < min(Aj + 1 + Bj + 1, Cj + Bj) и 

min Aj > max Вj (Сj – время выполнения j-й работы на третьей машине). 

Поскольку последнее условие ни в коем случае нельзя считать тривиаль-
ным, то именно это и побудило многих исследователей искать иное реше-
ние данной проблемы. К наиболее выдающимся работам в этой области 
можно отнести работу [81], в которой дается модель целочисленного про-
граммирования, и работы, авторы которых разработали алгоритмы метода 
ветвей и границ [82 – 84]. 

Необходимо подчеркнуть ещё раз тот факт, что если число последо-
вательно работающих машин больше трёх, то задача упорядочения работ 
практически не имеет точного решения. Согласно опубликованным дан-
ным, для её решения используются в основном три подхода: комбинатор-
ный анализ, математическое программирование и управляемый перебор 
по методу ветвей и границ. Фактически все исследования сводятся к ми-
нимизации длительности производственного цикла. Поскольку почти во 
всех случаях предполагается, что последовательности выполнения работ 
на всех машинах одинаковы (т.е. «обгон» запрещён), то, естественно, это 
исключает возможность оптимального решения, так как подобное пред-
положение справедливо только для системы, состоящей менее чем из че-
тырёх последовательно работающих машин. 

Предложено комбинаторное решение рассматриваемой задачи [75], 
которое, однако, оказалось исключительно сложным. В связи с этим  
Кэращ [86], а затем Смит и Дудек [87] попытались найти другое решение. 
Разработанный ими алгоритм действительно был более эффективным, но, 
к сожалению, не менее сложным, чем разработанный в работе [86]. 

Возможность решения данной задачи как задачи целочисленного 
программирования была проанализирована в работе [88]. Последующие 
исследования в этом направлении показали, что при таком подходе прак-
тически невозможно реализовать разработанные модели из-за громоздко-
сти и сложности вычислительных процедур. 

На основе метода ветвей и границ разработано не менее шести алго-
ритмов [89 – 92], результаты сравнения пяти из которых после их реали-
зации на ЭВМ приведены в работе [89]. На основе полученных данных  
(в частности, затраченного машинного времени) был сделан вывод о 
предпочтительности метода, предложенного в работе [93]. Висмер [94], 
Сальвадор [95] показали, что если промежуточное накопление работ меж-
ду смежными фазами запрещено, то задача упорядочения работ может 
быть сведена к задаче коммивояжера. Кембелл и другие [96] предложили 
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разделить задачу на р(р ≤ т – 1) вспомогательных подзадач для т работ  
и двух машин, для которых может быть применен алгоритм Джонсона. 
Гупта [97] разработал алгоритм решения, который использует метод, на-
зываемый «лексиграфическим поиском». 

Все эти методы, однако, используют предположение о сохранении 
последовательности работ на всех машинах. Критерием оценки распи-
сания является минимизация длительности производственного цикла.  
На первый взгляд создаётся впечатление, что это предположение делается 
для удобства, например, чтобы уменьшить число возможных расписаний 
с (п!)т и сделать возможным применения комбинаторных методов и схе-
мы прямого перебора или составить расписание, более удобное с точки 
зрения его реализации, но всё это можно сделать только за счёт потери 
оптимальности. Подобные рассуждения не являются полностью неоправ-
данными, так как отклонение этого предположения действительно делает 
задачу неразрешимой с точки зрения любых практических целей. Тем не 
менее, исследования Хеллера [98] показали, что такое предположение 
может быть не только удобным, но и даёт также возможность получать 
решения, близкие к оптимальным. 

Для системы из десяти последовательных машин Хеллер сгенериро-
вал случайным образом 100 работ, время выполнения которых на каждой 
машине представляет собой целое число в диапазоне от 0 до 9 ед. Затем, 
используя только первые 20 работ из 100, он формировал 9037 расписа-
ний с независимыми перестановками целых чисел от 1 до 20, определяю-
щих порядок прохождения каждой работы на каждой машине, и нанес на 
график длительность производственного цикла для каждого расписания. 
Далее он составил ещё 12 000 расписаний для этих же 20 работ с произ-
вольно заданным одинаковым порядком выполнения работ на каждой 
машине. Оказалось, что при сохранении заданной последовательности 
работ не только уменьшается длительность производственного цикла, но 
и разница между максимальной длительностью производственного цикла 
для первого случая и минимальной длительностью для второго составляет 
более 400 ед. времени. Полученный результат, безусловно, является вес-
ким аргументом в пользу обоснованности предположения о сохранении 
последовательности выполнения работ на многофазной системе, не говоря 
уже о том, что он наглядно демонстрирует практическую целесообраз-
ность такого предположения. 

Наибольший интерес с точки зрения изучения гибридных систем 
представляет обобщённая задача упорядочения работ на многофазном 
конвейере с параллельными машинами на каждой фазе. При этом все ра-
боты характеризуются одинаковым числом и одинаковой последователь-
ностью операций, каждая из которых может выполняться на одной из не-
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скольких машин (их число не обязательно одинаково для каждой опера-
ции). Оптимальное решение подобной задачи при условии, что все работы 
поступают в систему одновременно, ни одна из них не может задержи-
ваться между фазами и последовательность работ на выходе фазы одна и 
та же для всех фаз, было получено в работе. Соответствующий алгоритм 
основан на использовании методов ветвей и границ и динамического про-
граммирования. Хотя результаты вычислений оказались не слишком об-
надеживающими для больших производственных систем, тем не менее 
этот метод был успешно применен в обрабатывающей и химической про-
мышленности. 

Каждая работа имеет специфический набор операций, которые 
должны быть выполнены, и имеется только одна машина, способная вы-
полнять операцию каждого вида. Решение задачи для производственного 
участка с двумя машинами, когда ни одна работа не содержит более двух 
операций, было дано Джексоном [99]. Существует также графический 
метод решения задачи для двух работ и п машин, впервые предложенный  
в [100]. Более эффективное решение предложено в [101–102]. 

Алгоритмы для решения общей задачи планирования работ участка 
без ограничений были сформулированы как модели целочисленного про-
граммирования [103–104], а алгоритмы, основанные на методе ветвей и 
границ, были даны в работе [105]. К сожалению, для задач достаточно 
большой размерности все эти алгоритмы оказались не очень эффектив-
ными. 

По-видимому, единственными методами решения детерминирован-
ной задачи упорядочения работ производственного участка, в общем слу-
чае дающими какую-либо надежду на получение практических (не обяза-
тельно оптимальных) результатов, являются эвристические методы, из 
которых наиболее известным и популярным является метод построения 
графика Гантта. 

Другие подобные методы используют правила диспетчирования,  
которые в своей основе довольно разумны для локальных задач упорядоче-
ния работ, например, для планирования операций, выполняемых на одной 
машине, либо просто операций, относящихся к одной работе, при котором 
оптимизируется некоторая локальная оценка расписания. Более сложные 
процедуры предусматривают составление локальных расписаний во взаи-
модействии с человеком, принимающим участие в их создании. 

Для выяснения потенциальных возможностей различных процедур 
построения расписаний хотя бы с точки зрения приближенной оптимиза-
ции, были проведены обширные исследования с помощью моделирова-
ния. Результаты оказались слишком громоздкими, чтобы их можно было 
изложить достаточно подробно.  
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2.5. АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ ЗАДАЧ 
 

Согласно результатам большинства исследований, детерминирован-
ное планирование использует известные априори показатели, характери-
зующие работы и машины, то множество последовательностей, из которо-
го должно быть выбрано расписание, также известно и фиксировано.  
Как отмечает автор работы [44], выбор оптимального или «близкого» к 
оптимальному расписанию до сих пор осуществляется с помощью одного 
из четырёх подходов: комбинаторного, математического программирова-
ния, эвристического и статистического моделирования. 

Комбинаторный подход в данном случае сводится к целенаправлен-
ной взаимной перестановке пар работ в некоторой исходной последова-
тельности, пока не будет получено оптимальное решение. Основы этого 
подхода получили дальнейшее развитие [106 – 108]. 

Что касается методов математического программирования, то они 
включают линейное, динамическое, квадратичное, выпуклое, целочислен-
ное программирование, а также некоторые методы теории сетей и метод 
неопределённых множителей Лагранжа. 

Наиболее перспективными, по-видимому, являются эвристические 
методы, использующие направленный перебор, также как метод ветвей и 
границ. Подобные методы обычно находятся ближе к процедурам полно-
го перебора всех возможных последовательностей, которые, очевидно, 
являются наименее эффективными для получения оптимальной последо-
вательности. Однако они обладают единственным в своем роде свойст-
вом, позволяющим с помощью определения границ критерия оценки до-
пустимости или доминирования исключать из рассмотрения определён-
ные последовательности ещё до того, как для этих последовательностей 
был вычислен критерий оценки расписания. 

Последний из указанных методов – это случайный поиск потенци-
ально оптимальной последовательности с помощью статистического мо-
делирования. Хеллер использовал этот метод и сформировал 3000 слу-
чайных последовательностей для участка с десятью последовательно ра-
ботающими машинами. В случае, когда время выполнения операций на 
каждой машине предполагалось распределенным по равномерному зако-
ну, длительность производственного цикла оказалась нормально распре-
деленной. Хотя случайная длительность операций – это прерогатива сто-
хастической теории расписаний, тем не менее, как показано в работе [44], 
подобный метод может быть полезен в детерминированных задачах упо-
рядочения работ общего вида благодаря использованию статистических 
свойств последовательностей (как, например, распределения длительно-
сти производственного цикла) для управления итеративным процессом 
выбора решения. Объём выборки можно было бы ограничивать таким 
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заранее заданным числом испытаний, которое позволило бы делать стати-
стически достоверные выводы относительно величины производственно-
го цикла для выбранной последовательности, он мог бы определяться не-
которым фактором, таким, как стоимость статистического моделирования. 
Когда предельные затраты на моделирование превышают предельную 
величину выигрыша от улучшения расписания, используется расписание с 
наименьшей длительностью производственного цикла, выбранное до это-
го момента. В зависимости от назначения конкретной задачи упорядоче-
ния работ можно было бы использовать другие «правила остановки». 

Естественно, что необходимы методы решения, которые дают  
«хорошие» расписания относительно эффективным способом. Из указан-
ных выше подходов только два последних подают в этом отношении  
какую-то надежду. 

Основные принципы этих подходов предполагают следующую по-
следовательность действий при анализе детерминированных задач упоря-
дочения работ, точное решение которых либо невозможно, либо затруд-
нительно. 

• Сокращение множества всех допустимых последовательностей 
выполнения работ обеспечивается за счёт исключения явно недопустимых 
последовательностей. Многие прикладные задачи связаны с такими про-
цессами, в которых технологические ограничения автоматически исклю-
чают определённые последовательности. Некоторые из них очевидны 
(например, нельзя нарезать резьбу в отверстии до того, как его просвер-
лили), а другие не настолько тривиальны (например, химические ограни-
чения процесса окраски). В некоторых случаях нетрудно построить мно-
жество допустимых последовательностей (вместо того, чтобы выявлять 
недопустимые), если ограничения достаточно строгие. Если сокращенное 
число последовательностей невелико, то можно прибегнуть к полному 
перебору. 

• Исключение последовательностей с явно плохими значениями 
критерия оценки расписания. Для этого определяется нижняя граница 
меры оптимального расписания, подобно тому, как это было сделано для 
случая параллельно работающих машин. Так же как и в предыдущем слу-
чае, желательно, хотя и не всегда возможно, построить потенциально оп-
тимальные последовательности. Джонсон предложил подобное решение 
для задач упорядочения работ, выполняемых двумя и тремя последова-
тельно работающими машинами. 

• Опробование какой-либо схемы направленного перебора, типа 
метода ветвей и границ или общего метода [109], если ни одна из указан-
ных выше операций не позволяет избежать полного перебора, т.е. число 
допустимых решений остаётся всё ещё очень большим. Последовательно-
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сти могут систематически оцениваться таким образом, чтобы можно было 
неявно отбрасывать большое число последовательностей путём исследо-
вания немногих. Подобные схемы иногда легко реализуются ввиду осо-
бенностей рассматриваемых задач. 

• Использование менее строгих или введение дополнительных ог-
раничений. Наиболее ярким примером такого подхода является конвейер 
из четырёх и более машин. Так, чтобы сделать задачу более обозримой, 
предположили, что последовательность выполнения работ на каждой ма-
шине должна быть одинаковой, хотя для получения оптимального реше-
ния это не обязательно. 

Также было показано [95], что в практических задачах упорядочения 
работ, выполняемых на конвейере, делает задачу разрешимой и приводит 
к улучшению расписаний значительно снижает объём капиталовложений, 
исключение потребности в межоперационных запасах. Следовательно, 
прежде всего, необходимо установить, какие из существующих ограниче-
ний следует ослабить либо какие новые ограничения наложить, чтобы 
сделать задачу более просто решаемой. Далее надо определить условия 
(например, ограничения на длительность операций), необходимые для 
того, чтобы выполнялись (или нарушались) ослабленные ограничения 
либо вновь вводимые ограничения. Иногда эти условия соответствуют 
реально существующим, что оправдывает изменение постановки задачи. 

• Разложение задачи на подзадачи. Например, можно рассмотреть 
возможность поиска оптимальных расписаний для каждой машины в от-
дельности или для некоторых подгрупп машин. 

• Построение расписания с помощью случайного поиска, т.е. фор-
мирование случайным образом множества всех возможных последова-
тельностей, или, что более предпочтительно, только множества допусти-
мых последовательностей, если можно выделить. При помощи вычисли-
тельной машины можно легко оценить тысячи расписаний и составить 
статистику оценок расписания. Затем можно, используя метод статисти-
ческого моделирования, как это описывалось ранее, построить приемле-
мые расписания. К подобному методу прибегают в тех случаях, когда все 
перечисленные ранее способы не дают желаемого результата. 

 
2.6. СТОХАСТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ УПОРЯДОЧЕНИЯ РАБОТ И 

АЛГОРИТМЫ ИХ РЕШЕНИЯ 
 

В отличие от детерминированных задач, в которых все параметры 
системы известны априори, стохастические задачи упорядочения работ 
относятся к системам, параметры которых меняются случайным образом, 
т.е. по некоторым законам распределения вероятностей. При анализе по-
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добных задач не накладываются никакие ограничения, хотя, как правило, 
исследуются задачи со случайным моментом поступления работ и неоп-
ределённым временем их выполнения. Кроме того, могут быть случайны-
ми размер производственного участка (число машин), технологические 
маршруты работ и плановые сроки окончания. 

Одно из существенных различий между детерминированным и сто-
хастическим подходами к решению задач упорядочения работ состоит в 
выборе критерия оценки эффективности расписания. Если в первом слу-
чае управляющие переменные, относящиеся к работам и производствен-
ному участку, могут быть измерены точно и целью планирования являет-
ся оптимизация некоторого обобщённого показателя, то во втором случае 
эти обобщённые показатели работ и производственного участка выража-
ются в статистических терминах и процедура оптимизации имеет совер-
шенно иную природу. При решении стохастических задач упорядочения 
работ сначала получают распределение вероятности интересующего нас 
обобщённого показателя, например времени прохождения работы, а затем 
оценивают характеристики этого распределения, например среднее время 
прохождения. Кроме того, стохастические модели упорядочения работ 
являются в основном дескриптивными, тогда как в детерминированном 
случае желательно строить нормативные модели. Заметим, однако, что 
последние достижения в приложении теории оптимизации к задачам тео-
рии массового обслуживания привели также к появлению нормативных 
вероятностных моделей. 

Кроме того, существенно отличаются методы построения расписа-
ния. Для детерминированных задач определяется последовательность по-
ступления работ на машины. В стохастическом случае, когда работы по-
ступают случайным образом, обычно имеют дело с постоянной очередью 
работ, ожидающих выполнения на каждой машине. Последовательность, в 
которой эти работы должны обрабатываться машиной, может быть опре-
делена только некоторой дисциплиной выбора из очереди (этот термин 
часто используется в теории массового обслуживания наряду с термином 
«правило приоритетов»), определяющей, какая одна из работ, ожидающих 
в очереди, должна обрабатываться, когда данная машина доступна для 
обработки. Следует иметь в виду, что стохастические задачи упорядоче-
ния работ, по определению, являются задачами теории массового обслу-
живания. Результаты исследований стохастических задач приводятся ни-
же в соответствии с представленной ранее схемой классификации. 

Исследованию задач упорядочения работ, выполняемых одной ма-
шиной, или, используя терминологию теории массового обслуживания, 
одноканальной системы массового обслуживания, посвящено довольно 
большое число работ [37 – 110].  
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Основная масса исследований по теории расписаний обычно при-
держивается ограничений простого процесса выполнения работ производ-
ственным участком, о котором говорилось ранее, за исключением тех  
моделей, при разработке которых делаются различного рода допущения  
о возможности прерывания работ. 

Ниже перечислены дисциплины обслуживания очереди (последо-
вательности работ), представляющие наибольший интерес для стохасти-
ческой задачи упорядочения работ при использовании одной работы.  
Здесь также даются ссылки на соответствующие работы. В некоторых 
случаях приводятся формулы для моментов результирующих распределе-
ний вероятностей времени ожидания, времени прохождения и числа работ 
в системе. 

• Обслуживание в порядке поступления, т.е. прямой порядок об-
служивания («первым прибыл – первым обслужен»): первой выполняется 
работа с большим временем ожидания. 

• Обслуживание в обратном порядке («первый прибыл – последним 
обслужен»): первой выполняется работа, которая ожидает меньше всего. 
При этой дисциплине обслуживания среднее время ожидания и среднее 
время прохождения такие же, как и в предыдущем случае. 

• Обслуживание в соответствии с установленным приоритетом ра-
бот без их прерывания: работы, поступающие в систему, относятся к од-
ному из конечного числа классов по приоритету; первой выполняется ра-
бота, которая из класса с наивысшим приоритетом имеет наименьшее 
время ожидания [111]. 

• Дисциплина обслуживания кратчайшей заявки: работы, посту-
пающие в систему, относятся к одному из классов по приоритету, кото-
рый устанавливается в зависимости от распределения времени выполне-
ния данной работы; первой выполняется работа с наивысшим приорите-
том (с наименьшим ожидаемым временем выполнения) [104]. 

• Обслуживание в соответствии с установленным приоритетом  
с прерыванием и возобновлением обслуживания: если поступает работа с 
более высоким приоритетом, чем работа, которая выполняется, выполне-
ние последней прерывается и она возвращается в начало очереди своего 
класса [112 – 115]. 

• Обслуживание в соответствии с установленным приоритетом с 
прерыванием и возобновлением прерванной работы с точки прерывания 
[115 – 117].  

• Обслуживание по принципу «наименьшего оставшегося времени 
обслуживания»: прерывание допускается, и длительность обслуживания 
после прерывания работы равна лишь времени, необходимому для её за-
вершения [118]. 
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Ниже приводятся наиболее интересные результаты, полученные при 
сравнении приведённых дисциплин по среднему времени прохождения с 
помощью моделирования. Эксперименты проводились при различных 
скоростях поступления работ и экспоненциальном и равномерном распре-
делении времени их выполнения. 

Дисциплина обслуживания по принципу наименьшего оставшегося 
времени обслуживания во всех случаях обеспечивает минимум среднего 
времени прохождения. Другие дисциплины, зависящие от времени выпол-
нения, по-видимому, также позволяют сократить среднее время прохожде-
ния до значений более низких, чем при прямом порядке обслуживания. 

Дисциплины с прерыванием обслуживания не обладают особыми 
преимуществами по сравнению с другими дисциплинами, и к тому же 
трудны для реализации на практике. 

Из дисциплин, по крайней мере, с двумя классами приоритетов в 
случае экспоненциального распределения времени выполнения работы 
дисциплины без прерывания, даёт лучшие показатели, чем дисциплина с 
прерыванием. Ситуация меняется при возрастании числа классов. 

При прямом порядке обслуживания и экспоненциальном распреде-
лении времени выполнения работ среднее время прохождения всегда 
больше, чем при равномерном распределении времени выполнения.  

Анализ плановых сроков окончания работ, который приводит к рас-
смотрению запаздывания и задержек, значительно более сложен, чем лю-
бой из приведённых до сих пор результатов [118 – 120].  

Стохастическая задача упорядочения работ для параллельно рабо-
тающих машин до сих пор подробно не исследовалась. Это справедливо и 
в отношении эквивалентной проблемы теории массового обслуживания – 
однофазной многоканальной системы массового обслуживания. Судя по 
имеющимся результатам, большинство авторов исследовали рассматри-
ваемую задачу при прямом порядке обслуживания очереди, т.е. когда на 
освободившуюся машину назначается первая из очереди работа. 

Более интересной является задача назначения работ в одну из не-
скольких очередей к машинам с возможным изменением очереди перед 
выполнением. При решении задач подобного типа, как правило, предпо-
лагается существование общей очереди, прямой дисциплины обслужива-
ния, наличие идентичных машин с отрицательным экспоненциальным 
распределением времени выполнения работ. 

Важнейшим результатом немногочисленных исследований стохасти-
ческой задачи планирования выполнения работ на многофазном конвейе-
ре является метод декомпозиции [121], разработанный в предположении, 
что выполняются следующие условия: 
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• работы поступают к машинам либо извне (в соответствии с пуас-
соновским распределением), либо от машины, выполнявшей предыдущую 
операцию; 

• работа с известной вероятностью может покинуть производст-
венный участок после любой машины; 

• дисциплина выбора из очереди для любой машины зависит от 
времени прохождения. 

При выполнении этих условий каждую машину участка можно рас-
сматривать независимо от других. Интенсивность пуассоновского потока 
поступления работы на каждую машину определяется как композиция 
интенсивности потока поступления работ извне и вероятностей их вывода 
из системы. 

Поскольку перечисленные условия не являются необычными для 
стохастических систем, то метод декомпозиции позволяет использовать 
для анализа многофазного конвейера методы планирования работ для од-
ной машины.  

Основным методом решения общей стохастической задачи упорядо-
чения работ является метод декомпозиции, который был разработан 
Джексоном в предположении, что «сеть массового обслуживания» или 
гибридная стохастическая система удовлетворяют следующим условиям. 

• Работы поступают на производственный участок из внешнего ис-
точника в соответствии с пуассоновским распределением. 

• Время прохождения для каждой машины имеет экспоненциальное 
распределение. 

• Работы распределяются между машинами либо покидают произ-
водственный участок в соответствии с заданным набором вероятностей. 

• Дисциплина обслуживания очереди для любой машины не зави-
сит от времени прохождения. 

При выполнении этих условий можно считать, что для каждой ма-
шины на производственном участке имеется независимая задача упорядо-
чения работ (массового обслуживания) с одной машиной. Соответственно 
при анализе гибридной системы, удовлетворяющей этим условиям, можно 
полностью использовать результаты, полученные для многочисленных 
моделей с одной машиной. 

Так же как и в случае стохастического конвейера, возможность де-
композиции приводит к тому, что сложный гибридный производственный 
участок практически всегда анализируется по частям. 

В силу природы стохастических задач упорядочения работ зависи-
мость между различными дисциплинами обслуживания очереди и крите-
риями оценки расписания, за исключением случая, когда рассматривается 
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одна машина, не может быть установлена аналитически. Эксперимен-
тальное определение подобной зависимости связано со значительными 
затратами денежных средств и времени, поэтому единственным эффек-
тивным методом исследования таких задач оказывается комплексное мо-
делирование, в частности статистическое моделирование с использовани-
ем ЭВМ для хранения, обработки и поиска данных. Статистическое моде-
лирование, как правило, предполагает выполнение следующих основных 
(сравнительно простых) операций. 

• Все переменные состояния системы хранятся в ЭВМ. В число пе-
ременных входят, например, состояние каждой работы (где она «находит-
ся»), число работ в очереди к машине и определяющие их характеристи-
ки, время, когда освободится каждая машина, и общее время ожидания 
для каждой работы. 

• Процесс наступления случайных событий, таких, как поступление 
работы в систему, завершение выполнения работы и распределение рабо-
ты на следующие машины, моделируется с помощью случайного выбора в 
соответствии с функцией распределения вероятностей, описывающей 
действительный процесс возникновения этих событий. 

• Наступление детерминированных событий, таких, как выбор из 
очереди к машине, когда машина становится доступной, контролируется с 
помощью хронологического перечня этих событий. Этот перечень посто-
янно обновляется при возникновении моделируемых случайных событий 
и изменении переменных состояния системы. Данные события осуществ-
ляются просто путём обновления переменных состояния системы в соот-
ветствии с влиянием, которое события оказывают на систему. Например, 
когда машина становится доступной, некоторая работа выбирается из 
очереди в соответствии с заданной дисциплиной обслуживания. Затем 
пересчитывается время ожидания для этой работы, время, когда машина 
освободится в следующий раз, и т.д. 

Когда такой процесс заканчивается, переменные состояния системы, 
соответствующие определённому интервалу времени, будут содержать 
интересующую исследователя информацию, например среднее время 
прохождения работ, среднее число работ в очереди, среднее время за-
держки работ, для которых установлены плановые сроки и т.д. 

При решении задачи обычно принимается предположение относи-
тельно простого процесса выполнения работ на производственном участ-
ке, пуассоновского распределения времени поступления работ в систему и 
вероятности выбора каждой машины на участке в качестве «следующей» 
для выполнения работы. Благодаря общности этого подхода отсутствуют 
какие-либо ограничения на показатели работ и производственный уча-
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сток, которые могут изменяться случайным образом, а также на модели-
руемую дисциплину обслуживания очереди или контролируемый крите-
рий оценки расписания.  

 
2.7. КЛАССИФИКАЦИЯ АЛГОРИТМОВ  
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ УПОРЯДОЧЕНИЯ 

 

Результатом многочисленных исследований в области упорядочения 
работ являются модели, алгоритмы, процедуры, и т.п., включая простей-
шие графики Гантта и сложнейшие модели оптимизации. Очевидно, что 
круг теоретических проблем, обусловленных этими исследованиями, 
столь же обширен. Поскольку, однако, большинство задач упорядочения 
является по своей природе комбинаторными, то и методы их решения 
оказываются громоздкими, как правило, итеративными и дорогими, тре-
бующими больших затрат машинного времени. Не исключено, что неко-
торые из этих «решений» никогда не будут реализованы. 

Согласно результатам работ по «теории сложности», определён- 
ные комбинаторные задачи могут быть подразделены на задачи  
«Р-временные» и «NP-временные» в зависимости от того, ограничено их 
«время» решения полиномиальной функцией или нет. Применяя эту тео-
рию к задачам упорядочения, Брукер и другие показали, что некоторые из 
этих задач относятся к NP-многообразию, следовательно, в данном случае 
оправданы только методы решения, основанные на переборе в виде обоб-
щённого метода ветвей и границ. 

Очевидно, что разработка и использование аналогичных методов яв-
ляется наиболее перспективным направлением дальнейших исследований 
в области упорядочения. Нам представляется, что поиск наиболее эффек-
тивных методов определения «хороших» графиков, а не самых неэффек-
тивных из числа возможных, но обещающих оптимальное решение, – вот 
основная задача, стоящая перед исследователями систем, на успешное 
решение которой так надеются практики. 

В общем случае статистические методы связаны с п-кратным моде-
лированием, в частности, календарных планов. С увеличением п возраста-
ет «точность» решения задачи, но величина п ограничена возможностями 
ЭВМ и располагаемым для решения задачи временем. Статистические 
методы как методы случайного поиска применяются для решения различ-
ных задач оптимизации, особенно сложных задач большой размерности с 
произвольным заданием целевой функции и ограничений, когда регуляр-
ные методы неприменимы. 

В процессе функционирования метода случайного поиска расписа-
ния можно выделить два важных этапа: 1) моделирование последова-
тельности случайных расписаний А1, А2, …, причём любое Ai может моде-
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лироваться многократно; 2) выделение из случайных реализаций наилуч-
шего расписания, которое является приближением к оптимальному.  
При этом, как и выше, различают: а) ненаправленный равновероятный 
случайный поиск; б) направленный случайный поиск без самообучения; 
в) направленный случайный поиск с самообучением. 

Ненаправленный случайный поиск. Ненаправленный случайный 
поиск, или так называемый метод Монте-Карло, заключается в построе-
нии последовательности независимых случайных расписаний при усло-
виях равномерного распределения в области D (здесь – без функций  
предпочтения). Далее определяются значения T(Ai) и находится  
T(Ai) = min T(Ai). Если р – вероятность получения оптимального плана при 
одном испытании, то вероятность обнаружить оптимальный план хотя бы 
в одном из k испытаний есть рk = 1 – (1 – p)k. Если задать уровень вероят-
ностей рk, то легко подсчитать число необходимых испытаний. Это об-
стоятельство приводит к всевозможным модернизациям методов нена-
правленного случайного поиска, к разработке специальных методов с пред-
почтительным характером поиска, используются сочетания методов Монте-
Карло и всевозможных правил приоритетов и т.д. 

Методы направленного случайного поиска. Другой характер носят 
методы направленного случайного поиска без самообучения. Под этим 
названием подразумевают группу методов, где улучшение сходимости 
достигается за счёт разумной организации поиска, при которой отдельные 
испытания становятся более зависимыми между собой, т.е. результаты 
уже проведенных испытаний используются для формирования после-
дующих. Примерами направленного случайного поиска без самообучения 
могут служить алгоритмы поиска с возвратом и поиска с перерасчётом.  
В первом случае моделируется следующая случайная точка (расписание) 
и определяется ∆T = T(Ai) – T(Ai – 1). Если ∆Т < 0, то шаг считается удач-
ным. Если ∆Т > 0, то возвращаемся в исходную точку и моделируем новое 
расписание. Во втором случае после неудачной попытки делается новый 
шаг из новой (плохой) точки, сравнение показателя качества производит-
ся с ранее рассчитанным (лучшим) показателем. 

Направленный случайный поиск с самообучением предполагает бо-
лее полное использование информации о прошлом. Если в предыдущих 
методах связь между последовательными шагами либо вовсе отсутствова-
ла, либо была достаточно определённой, то в методах с самообучением 
характер этой связи всё время меняется. Самообучение проявляется в пе-
рестройке вероятностных характеристик поиска с целью воздействия на 
последующий случайный выбор аналогично рассмотренному выше. Для 
составления расписаний случайный поиск с самообучением, как было 
указано ранее, сочетается с эвристическими методами. 
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Контрольные вопросы 
 

1. Что означает «Построить расписание»? 
2. В чём суть задачи об упаковке в контейнеры? 
3. В чём заключается обобщённая задача планирования графика вы-

полнения работ производственным участком? 
4. Каково различие между детерминированными и стохастическими 

задачами теории расписаний? 
5. Каковы достоинства эвристических методов? 
6. Что представляет собой график Гантта? 
 

Интерактивные творческие задания 
 

1. Обсудить общую постанову задачи построения оптимального 
расписания. 

2. Провести анализ приближенных алгоритмов с гарантированными 
оценками точности.  

3. Поставить задачу планирования графика выполнения работ про-
изводственным участком.  

4. Провести анализ особенностей составления расписаний с помо-
щью одного из четырёх подходов: комбинаторного, математического про-
граммирования, эвристического и статистического моделирования. 

5. Исследовать стохастическую задачу упорядочения работ для па-
раллельно работающих машин. 
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3. ОПТИМИЗАЦИЯ РАСПИСАНИЯ 
 

 
3.1. ВЫБОР ОПТИМАЛЬНОГО РАСПИСАНИЯ ЗАДАННОГО  
НАБОРА РАБОТ НА ИМЕЮЩЕМСЯ ОБОРУДОВАНИИ 

 

Выбор оптимального расписания заданного набора работ на имею-
щемся оборудовании исследуется уже давно, но оптимальные решения 
получены лишь для простейших случаев. Алгоритмы построения распи-
саний без проведения полного или частичного перебора вариантов явля-
ются решающими эвристическими правилами и играют важную роль в 
прикладной теории расписаний. Однако эвристические алгоритмы осно-
ваны на приёме, который называется «снижением требований». Он за-
ключается в отказе от поиска оптимального решения и нахождения вме-
сто этого «хорошего решения» за приемлемое время. Методы, применяе-
мые для построения алгоритмов такого типа, сильно зависят от специфи-
ки задачи, т.е. универсального алгоритма не существует и использование 
того или иного эвристического правила нужно начинать после того, как 
конкретная производственная задача была решена разными методами и 
выбрано более подходящее решение, согласно экспертным оценкам с учё-
том требуемых ограничений и критериев оптимальности. 

Научное направление Natural Computing, интенсивно развивающееся 
в последнее время, основано на принципах природных механизмов приня-
тия решений и включает генетические алгоритмы, нейросетевые вычис-
ления, клеточные автоматы, муравьиные алгоритмы, метод роящихся  
частиц, табуированный поиск и др.  

Генетические алгоритмы, используя аналогию между естественным 
отбором и процессом выбора наилучшего решения из множества возмож-
ных, являются одним из самых распространённых вариантов реализации 
эволюционных алгоритмов. Моделируя отбор лучших планов как процесс 
эволюции в популяции особей, можно получить решение задачи оптими-
зации, задав начальные условия эволюционного процесса. В современных 
условиях локальный поиск на базе генетических алгоритмов реализуется 
достаточно просто. Преимуществом генетических алгоритмов перед дру-
гими является простота их реализации, относительно высокая скорость 
работы, параллельный поиск решения сразу несколькими особями, позво-
ляющий избежать попадания в «ловушку» локальных оптимумов (нахож-
дения первого попавшегося, но не самого удачного оптимума). Недоста-
ток – сложность выбора схемы кодирования, т.е. выбора параметров и 
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вида их кодирования в «хромосомах», возможность вырождения популя-
ции, сложность описания ограничений планирования. В силу этих факто-
ров, генетические алгоритмы нужно рассматривать как инструмент науч-
ного исследования, а не средство анализа данных. 

Метод роящихся частиц (particle swarm) наиболее простой и один из 
самых молодых методов эволюционного программирования. Группа ис-
следователей пришла к выводу о возможности решения задач оптимиза-
ции с помощью моделирования поведения групп животных. Этот алго-
ритм благодаря своей простоте (менее десяти строк кода) и скорости счи-
тается очень перспективным для задач планирования. 

Табуированный поиск (Tabu Search) представляет собой вариацию 
известного метода градиентного спуска с памятью. В процессе поиска 
ведётся список табуированных (запрещённых для перехода) позиций из 
числа уже рассчитанных. Критическими параметрами алгоритма является 
диапазон запретов. В процессе поиска осуществляются операции включе-
ния в запрещённый список состояний вокруг текущего состояния, что 
добавляет фактор случайности в процесс поиска. 

С целью уменьшения времени ожидания обработки для всех деталей 
или узлов заказа, простоев оборудования, а также сокращения времени 
всего производственного цикла выполнения заказа решение задачи опти-
мизации производственного процесса можно выполнять в соответствии со 
следующими критериями: 

1) минимизация времени ожидания обслуживания, т.е. обеспечение 
комплектного выпуска деталей, улучшение структуры штучно-калькуля-
ционного времени; 

2) минимизация простоев оборудования (максимальная загрузка); 
3) минимизация времени выполнения всех работ по комплекту  

деталей. 
Сущность оперативно-календарного планирования отражает крите-

рий оптимальности – минимизация длительности выполнения плана или 
суммарного времени ожидания обслуживания деталей (изделий). Таким 
образом, поиск оптимального плана – это сведение к минимуму не столь-
ко простоя оборудования, сколько времени, в течение которого детали 
ожидают обработки. Сведение к минимуму времени ожидания обеспечи-
вается расчётом времени обработки всех деталей, при котором наилуч-
шим образом синхронизируется длительность технологических операций 
и повышается загрузка оборудования. В единичном производстве возни-
кают частые простои оборудования из-за сложности оперативного управ-
ления, которое включает построение календарных планов на короткие 
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промежутки времени (неделя, сутки, смена). При разработке планов необ-
ходимо учитывать состояния всех элементов производственной системы: 
работоспособность оборудования, обеспеченность материалами, наличие 
необходимых инструментов. 

Многие реальные производственные задачи формулируются как по-
иск оптимального значения, где значение – это сложная функция, завися-
щая от многих входных параметров. Оптимизация многопараметрических 
функций – наиболее популярное приложение генетических алгоритмов. 
При формировании расписания некоторые параметры имеют случайный 
характер, что влияет на ход производства и исполнение плана. Расписание 
является идеализацией технологического процесса. В реальных условиях 
возникают отклонения, которые могут быть связаны с поломками обору-
дования или инструмента, отсутствием сырья на складах, браком какой-
либо детали. Возникает необходимость внесения изменений в расписание. 
Поэтому качество составленного в процессе перепланирования расписа-
ния зависит от того, какие данные можно ввести в систему в рамках кон-
троля отклонений и сколько на это потребуется времени. Перепланирова-
ние является одним из важных элементов поддержания расписания в ак-
туальном состоянии. 

Использование эволюционных методов, например, муравьиного ал-
горитма, позволяет решить задачу минимизации переналадки и простоев 
оборудования при большом числе станков. Процесс переналадки занимает 
важное место в системе планирования, так как он занимает значительную 
часть общего календарного времени (от нескольких часов до целой сме-
ны). Чем чаще требуется переналадка (по условиям производства), тем 
больше оказываются потери времени. Поэтому одной из основных задач 
является совершенствование систем переналадки оборудования, а также 
использование методов, которые позволяют получить оптимальную по-
следовательность обработки деталей на станках с минимальными потеря-
ми времени на переналадку. По сравнению с другими методами данный 
алгоритм даёт наилучшие решения, но требует больше времени на вычис-
ления, чем, например, табуированный поиск, который находит хорошее 
решение (но не оптимальное) в пять раз быстрее. Использование генети-
ческого алгоритма для решения задачи распределения заказов по станкам 
и равномерной их загрузки позволяет получить решение, почти такое же, 
как и муравьиный алгоритм. При этом время поиска решения на 15% 
меньше, результат отличается не более чем на 2%. При малых объёмах 
задачи дают одинаковые результаты. Сравнивая муравьиный алгоритм с 
точными методами, например динамическим программированием или 
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методом ветвей и границ, можно сказать, что он находит близкие к опти-
мальному решению за значительно меньшее время даже для задач не-
большой размерности. 

Вышеописанные алгоритмы оптимизации для составления детальных 
производственных расписаний относятся к классу APS-систем (Advanced 
Planning & Scheduling), относительно молодому направлению корпора-
тивных информационных систем. Являясь инструментами имитационного 
моделирования производственной деятельности, APS-системы применя-
ются для поддержки принятия решений при оперативном управлении 
предприятием. 

В результате анализа существующих систем планирования выявлены 
следующие недостатки: 

− разработанные модели не позволяют учитывать многие факторы, 
влияющие на ход производства, которые для разных предприятий могут 
быть индивидуальны; 

− использование только математических методов ограничивается 
невозможностью быстрого реагирования на возникающие ситуации, тре-
бующие немедленной корректировки планов. 

Для исключения недостатков подобных разработок необходимо ис-
пользовать эволюционные методы, которые позволили бы получать опти-
мальные решения проблем реальных производственных ситуаций за ма-
лое время. При решении такие методы рассматривают систему планиро-
вания как чёрный ящик, когда на входе задаются различные значения па-
раметров планирования, после чего оценивается эффективность получае-
мых расписаний с точки зрения ключевых показателей эффективности. 

На основе анализа существующих разработок в области эволюцион-
ных методов перспективным решением сложных комбинаторных задач 
оптимизации является гибридное использование генетического и муравь-
иного алгоритмов. Это позволит существенно улучшить систему опера-
тивного планирования, тем самым сократив время получения оптимальных 
или приемлемых производственных расписаний. Также при появлении слу-
чайных событий, влияющих на процесс производства, позволит быстро реа-
гировать на изменение и внесение корректив в исходные данные. 

Метод комбинирования эвристик заключается в применении на каж-
дом шаге синтеза расписаний наилучшей из множества быстрых эвристик, 
каждая из которых строит допустимое расписание, а поиск оптимальной 
комбинации эвристик реализуется с помощью генетических алгоритмов. 

В основном варианте алгоритма хромосома (запись) состоит из  
N (полей). Значениями генов являются номера эвристик. В начале алго-
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ритма формируется исходное поколение, т.е. случайным образом генери-
руются значения генов в хромосомах. Для каждого экземпляра хромосо-
мы по заданным в ней номерам эвристик определяется расписание и для 
него рассчитывается значение функции пригодности. Далее организуется 
циклический процесс смены поколений. На каждом витке цикла много-
кратно выполняются следующие операторы: 

− выбор пары родительских хромосом, при этом вероятность выбо-
ра l-й хромосомы Р зависит от значения Рn(r), чем выше пригодность, тем 
выше вероятность выбора хромосомы l; 

− кроссовер, заключающийся в разрыве родительских хромосом  
в случайно выбранной позиции и в образовании хромосом-потомков  
путём рекомбинации частей хромосом; 

− вычисление значений функции пригодности F(p) для потомков; 
− селекция – выбор среди хромосом родителей и потомков канди-

датов на включение в новое поколение (например, включение только 
лучшего из двух потомков). 

Вместо кроссовера с некоторой вероятностью может производиться 
мутация – присвоение в выбранной хромосоме одному или более генам 
случайных значений. Способы выполнения операторов селекции, кроссо-
вера, мутации могут варьироваться. 

Специфика рассматриваемой задачи отражена в эвристиках построе-
ния расписания. Каждая эвристика включает в себя правило выбора оче-
редной работы и правило её назначения на определённую машину, на-
пример: 

− выбирается работа с наименьшим временем окончания обслужи-
вания на предыдущей стадии; 

− выбирается работа с наименьшим значением директивного срока Кi; 
− выбирается машина, на которой обслуживание данной работы за-

кончится раньше, чем на других машинах; 
− выбирается машина, на которой обслуживание будет самым де-

шёвым. 
 

3.2. ОПТИМИЗАЦИЯ ЗАГРУЗКИ  
ВЗАИМОЗАМЕНЯЕМОГО ОБОРУДОВАНИЯ 

 

Базовый вариант задачи оптимизации загрузки взаимозаменяемого 
оборудования соответствует производственной системе (участку), предна-
значенной для выполнения одной технологической операции и оснащён-
ной взаимозаменяемым производственным оборудованием (рис. 3.1). 
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Рис. 3.1. Структурная схема производственной системы  
с взаимозаменяемым оборудованием 

 
Задачу оптимизации загрузки взаимозаменяемого оборудова- 

ния сформулируем следующим образом. На участке, оснащённым m  
разнотипными взаимозаменяемыми машинами, планируется обработка n 
заказов. Известны фонды машинного времени (ч) для каждой машины аi,  
i = 1, …, m; производственные задания (уч. ед.) по каждому заказу bj,  

j = 1, …, n; время, затраченное на обработку одной учётной единицы каж-
дого заказа на каждой машине tij, i = 1, …, m, j = 1, …, n. Кроме того,  

определены удельные затраты (в ден.ед/уч.ед.), связанные с обработкой 
заказов на разных машинах cij, i = 1, …, m, j = 1, …, n. 

Требуется распределить заказы на машины, чтобы минимизировать 
суммарные затраты на выполнение производственных заданий по всем 
заказам, обеспечивая при этом работу каждой машины в пределах распо-
лагаемого фонда машинного времени. 

В данном случае, с позиции обобщения модели академика Л.В. Кан-
торовича, имеет место производственная система с накапливаемыми и 
потребляемыми ингредиентами. К накапливаемым ингредиентам относят-
ся обрабатываемые заказы, потребляемым – машинное время используе-
мого оборудования. Общее число ингредиентов равно m + n. Способы 
функционирования рассматриваемой системы определяются видами зака-
зов, обрабатываемых на разных машинах. Общее число способов функ-
ционирования равно mXn. Для обозначения интенсивностей способов 
функционирования рассматриваемой системы удобно применять пере-
менные с двумя индексами: xij, i = 1, …, m, j = 1, …, n. Первый индекс 

указывает тип машины, второй – вид заказа, а в целом xij обозначает чис-

ло учётных едениц j-го заказа, обрабатываемых на i-й машине. 
Математическая модель задачи оптимизации загрузки взаимозаме-

няемого оборудования имеет вид:  

 

1-я машна 

 

2-я машина 

 

n-я машина 

… 
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В качестве целевой функции в экономико-математической модели 
задачи оптимизации загрузки взаимозаменяемого производственного обо-
рудования могут использоваться: 

− суммарное время занятости оборудования ∑∑
= =

=
m

i

n

j
ijij xcf

1 1

, , ко-

торое минимизируется; 
− суммарная прибыль от реализации изготовленной продукции 
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, , где pij, i = 1, …, m, i = 1, …, n – прибыль от реализации 

продукции i-го вида, изготовленной на m-й машине; суммарная прибыль Р 
максимизируется при поиске оптимального плана загрузки оборудования. 

Если должно быть выполнено требование комплектности произво-
димой продукции и максимизируется количество изготовленных ком-
плектов продукции X, экономико-математическая модель рассматривае-
мой задачи преобразуется в следующий вид: 
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где kj,  j = 1, …, n – количество единиц продукции j-го вида, включаемых 

в один комплект продукции. 
Возвращаясь к базовой экономико-математической модели задачи 

оптимизации загрузки взаимозаменяемого производственного оборудова-
ния, отметим, что в литературе по математическому программированию 
подобные оптимизационные задачи называются распределительными. 
Частным случаем распределительных задач является транспортная задача. 

Постановка транспортной задачи сводится к следующему. В пунктах 
отправления (у поставщиков) сосредоточено ai, i = 1, …, m – единиц одно-
родного груза, который следует доставить в пункты назначения (потреби-
телям) с потребностями в грузе bj, j = 1, …, n. В базовой (закрытой) моде-

ли транспортной задачи предполагается, что суммарные запасы груза в 
пунктах отправления равны суммарным потребностям в грузе пунктов 
назначения:  

∑ =
=m

i ib
1

: ∑ =
n

j jb
1

. 

 

Известны затраты на перевозку единицы груза из каждого пункта от-
правления в каждый пункт назначения: cij, i = 1, …, m, j = 1, …, n. Необ-

ходимо составить план перевозки груза, при котором весь груз будет вы-
везен из пунктов отправления, в каждый пункт назначения будет достав-
лено требуемое число единиц груза и при этом общие за траты на пере-
возку груза будут минимальны. 

Обозначим xij, i = 1, …, m, j = 1, …, n – число единиц груза, подле-

жащих перевозке из i-го пункта отправления в j-й пункт назначения,  
ƒ – суммарные затраты на перевозку груза. Математическую модель  
закрытой транспортной задачи запишем в виде: 
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Данная модель представляет собой каноническую задачу линейного 
программирования сm×n неизвестными и (m + n) ограничениями. Первая 
группа ограничений (первые т уравнений) соответствуют условиям выво-
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за груза из каждого пункта отправления во все пункты назначения в коли-
честве, равном запасу груза данном пункте отправления. Вторая группа 
ограничений (последние уравнения) соответствует условиям доставки 
груза в каждый пункт назначения из всех пунктов отправления в количе-
стве равном потребности грузе данного пункта назначения. 

Если суммарные запасы груза в пунктах отправления превышают 
суммарные потребности пунктов назначения или, наоборот, меньше сум-
марных потребностей, имеет место открытая модель транспортной задачи. 
В первом случае ограничения первой группы, связанные с пунктами от-
правления, а во втором случае ограничения второй группы, связанные с 
пунктами назначения, записываются в виде неравенств. 

Частным случаем транспортной задачи является задача о назначени-
ях. Имеется n должностей и претендентов на эти должности. Известна 
полезность каждого претендента при назначении на каждую из должно-
стей, т.е. задана матрица сij, i, j = 1,…, n. Требуется провести назначение 

каждого претендента на одну из должностей, обеспечив при этом макси-
мальную суммарную полезность назначений. 

Обозначим xij, i, j = 1, …, n неизвестные, которые будут принимать 

значение, равное единице, если i-й претендент получает назначение на j-ю 
должность, и нулю – в противном случае; через ƒ обозначим суммарную 
полезность назначений. Тогда математическая модель задачи о назначе-
ниях запишется в виде:   
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Переменные, которые могут принимать одно из двух значений: ноль 
или единица, называют булевыми переменными. Задача о назначениях 
является задачей с булевыми неизвестными – частным случаем задачи 
целочисленного линейного программирования. 

Одно из свойств транспортной задачи состоит в том, что при цело-
численных значениях запасов груза в пунктах отправления и потребно-
стей в грузе пунктов назначения оптимальный план перевозок груза также 
будет целочисленным (если транспортная задача имеет не один, а множе-
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ство оптимальных планов, при целочисленных значениях запасов и по-
требностей хотя бы один из оптимальных планов будет целочисленным). 
Поэтому для решения задачи о назначениях применимы методы решения 
транспортной задачи. 

Рассматриваемая ниже методика решения и пост оптимизационного 
анализа задачи оптимизации загрузки производственного оборудования 
может быть применена и для таких важных приложений, как транспорт-
ная задача и задача о назначениях. 
 

3.3. ЗАДАЧА ОПТИМИЗАЦИИ ЗАГРУЗКИ  
НЕВЗАИМОЗАМЕНЯЕМОГО ОБОРУДОВАНИЯ 

 

При решении задачи о загрузке невзаимозаменяемого оборудования 
в качестве производственной системы рассматривается цех, включающий 
k участков, на k-м участке (k – 1, …, q) выполняется одна технологическая 
операция по обработке заказов. Для этого используется mk единиц взаимо-
заменяемого оборудования. Для каждой единицы оборудования (машины) 
каждого участка определен эффективный фонд машинного времени aki,  
k = 1, …, q, i = 1, …, mk в часах (ч). Требуется произвести обработку n за-
казов в заданных объёмах bj, j = 1, …, n, (уч. ед.) последовательно на каж-

дом из участков. Определены нормы времени на обработку учётной еди-
ницы каждого заказа на каждой машине каждого участка tkij, k = 1, …, q,  

i = 1, …, mk, j = 1, …, n в ч/уч.ед. и удельные затраты участка ckij,  

k = 1, …, q, i = 1,…, mk, j = 1, …, n на выполнение каждой операции  
в ден. ед. / уч. ед. 

Для рассматриваемой производственной системы необходимо рас-
считать такой план загрузки машин, чтобы в пределах имеющихся фондов 
машинного времени обеспечить обработку всех заказов в заданных объё-
мах на каждом участке и минимизировать при этом суммарные издержки 
производства. 

Если оптимизация плана загрузки машин каждого участка проводит-
ся независимо от загрузки машин на других участках, имеет место трёх-
индексная модель задачи о загрузке невзаимозаменяемого оборудования. 
Неизвестными в этой модели являются участки xkij, k = 1,…, q, i = 1, …, 

mk, j = 1 ,…, n-интенсивности (k, i, j)-x детале-операций. Их общее число 

равно n∑ =
q

k km
1

. 

Математическая модель задачи имеет вид  
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Часто по организационно-технологическим соображениям произво-
дят обработку заказов партиями. При этом, как правило, каждая партия 
проходит обработку на одной из машин участка, т.е. выделяется опреде-
лённый технологический маршрут для каждой партии изделий. Для каж-
дого заказа может быть выделено несколько маршрутов, поэтому возни-
кает задача о выборе оптимальных технологических маршрутов, обеспе-
чивающих выполнение заказов с минимальными издержками. Введём 
обозначения: 

nm – общее число технологических маршрутов; 
µ – индекс маршрута (µ = 1, …, nm); 
М j, j = 1, n – множество индексов маршрутов, связанных обработкой 

i-го заказа; 
М

ki, k = 1, …, q, i = 1, …, mk – множество индексов маршрутов, свя-
занных с использованием m-й машины k-го участка; 

'xµ, µ = 1, …, nm – количество учётных единиц заказа, обрабатывае-
мых с использованием р-го технологического маршрута; 

τkji, k = 1, …, q, i = 1,…, mk, µ = 1, …, nm – затраты машинного време-

ни m-й машины k-го участка при обработке одной учётной единицы про-
дукции на µ -м технологическом маршруте; 

sµ, µ = 1, …, n – затраты на обработку одной учётной единицы про-
дукции на µ-м технологическом маршруте; 

zkµ, k = 1, …, q, µ = 1, …, nm – затраты на обработку одной учётной 
единицы продукции на k-м участке для µ-го технологического маршрута. 

Сохраняя остальные обозначения, запишем в следующем виде мате-
матическую модель задачи выбора оптимальных технологических мар-
шрутов: 

найти min ƒ= ∑ = µµ= тm

i
xsf

1
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3.4. ОПТИМИЗАЦИЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ЗАПУСКА  
ЗАКАЗОВ В ПРОИЗВОДСТВО 

 

Задача определения оптимальной последовательности запуска зака-
зов в производство формулируется следующим образом. В плановый пе-
риод необходимо выполнить n-заказов, каждый из которых должен прой-
ти последовательную обработку на т видах оборудования различного 
производственного назначения. Известно время обработки каждого заказа 
на каждом виде оборудования. Необходимо определить такую последова-
тельность запуска заказов в производство, при которой обеспечивается 
минимальная длительность производственного цикла обработки всей пар-
тии заказов, иными словами, минимизируются простои оборудования. 

Алгоритм Джонсона позволяет найти оптимальную последователь-
ность обработки произвольного числа заказов на двух машинах. Пусть  
а1, а2, …, аn; b1, …, bn – продолжительности обработки заказов на первой и 
второй машинах соответственно. Тогда для минимизации общего времени 
от начала обработки на первой машине первого запущенного в производ-
ство заказа до конца обработки на второй машине последнего запущенно-
го в производство заказа (следовательно, для минимизации простоев вто-
рой машины) должно соблюдаться следующее правило: М1 заказ должен 
запускаться в производство раньше j-го, если min(ai, bj) < min(aj, bi).  

Для реализации этого правила составляют таблицу, в первую строку 
которой записываются значения bj, j = 1, n, во вторую строку – значения  

ai , i = 1, …, n. На первом шаге – во всей таблице, на последующих шагах – 
среди непомеченных столбцов отыскивается минимальный элемент. Если 
он принадлежит первой строке, соответствующий ему столбец меняется 
местами с первым из непомеченных столбцов, а затем отмечается. Если 
минимальный элемент принадлежит второй строке, соответствующий ему 
столбец меняется местами с последним из непомеченных ранее столбцов, 
после чего помечается. При наличии равных минимальных элементов в 
обеих строках выполняются обе указанные операции. Перестановка 
столбцов заканчивается, когда непомеченным остаётся единственный 
столбец. 

В общем случае для трёх и большего числа машин может быть реко-
мендован метод случайного поиска оптимальной последовательности об-
работки заказов. С помощью генератора случайных чисел формируется 
последовательность запуска заказов в производство и для неё подсчиты-
вается общее время обработки заказов, которое сравнивается с лучшим 
результатом предыдущих шагов поиска. Если время обработки заказов на 
текущем шаге оказалось меньшим лучшего из ранее выполненных реализа-
ций, оно запоминается вместе с соответствующей ему очерёдностью обра-
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ботки заказов. Проведя достаточно большое число шагов поиска, можно 
найти близкую к оптимальной последовательность обработки заказов. 

Опишем алгоритм случайного поиска оптимальной последователь-
ности обработки n заказов на т машинах при следующих предпосылках. 
Каждый заказ должен пройти последовательную обработку на каждой 
машине. Известна матрица Тmxn затрат машинного времени каждой маши-
ны на обработку каждого заказа: tij, i = 1, …, m, j = 1, …, n – продолжи-

тельность обработки i-го заказа на m-й машине. Требуется найти такую 
последовательность обработки заказов, которой соответствует минималь-
ная длительность производственного цикла Q, т.е. минимальное время от 
начала обработки на первой машине первого запущенного в производство 
заказа до конца обработки на т-й машине последнего запущенного в про-
изводство заказа. 

Рассмотрим вспомогательную матрицу Zmxn, (i, j)-й элемент которой 
zij, i = 1, …, m, j = 1, …, n равен времени от начала производственного 

цикла до окончания обработки на 1-й машине заказа, запущенного в  
производство. Таким образом, длительность производственного цикла  
Q = zmxn. 

Значения матрицы Z зависят от значений матрицы T и выбранной по-
следовательности обработки заказов. Если проведена перестановка столб-
цов матрицы T в соответствии с выбранной последовательностью запуска 
заказов в производство, значения матрицы Z определяются следующим 
образом: 

1. z11 = t11
* 

z1j = zij  – 1 + t1j, j = 2, …, n – в связи с тем, что при любой последова-

ельности обработки заказов имеет место непрерывная загрузка первой 
машины; 

2. zij = zi – 1 + ti – 1, i = 2, …, т – в связи с тем, что первый запущенный 

в производство заказ непрерывно обрабатывается на всех машинах (без 
задержек); 

3. Остальные значения матрицы вычисляются по формуле  
 

zij = max { zij  – 1, zi – 1j} + tij, i = 2, …, m, j =2, n,  
 

zij > zi – j1 означает, что 1-я машина освобождается от обработки предыду-

щего заказа позже, чем заканчивается обработка заказа на предыдущей 
машине; zij  – 1 < zi – 1j, означает, что обработка заказа на предыдущей ма-

шине заканчивается позже, чем i-я машина освобождается от обработки 
предыдущего заказа. На рисунке 3.2 представлена блок-схема алгоритма 
случайного поиска оптимальной последовательности обработки n заказов  
на т машинах. Параметр р задаёт число шагов поиска. 
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Рис. 3.2. Алгоритм случайного поиска  
оптимальной последовательности обработки заказов 

 
3.5. КРИТЕРИИ ПОСТРОЕНИЯ ОПТИМАЛЬНОГО РАСПИСАНИЯ 

 

При решении любой задачи упорядочения работ фактором более 
критичным, чем ограничения, накладываемые на процесс выполнения 
работ производственным участком, является способ (критерий) оценки 
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выбранного решения (в данном случае – графика или расписания). Тем не 
менее, обычно в первую очередь учитываются ограничения, т.е. возмож-
ность реализации предполагаемого расписания, а не его эффективность с 
точки зрения критерия оценки. Следует отметить, что возможность реали-
зации расписания часто более необходима, чем оценка его эффективности. 

Критерий оценки эффективности графика, как правило, выражается 
через показатели работы, значения которых определяются конкретным 
графиком или дисциплиной обслуживания. К числу показателей, характе-
ризующих работу, относятся следующие: 

1) время завершения, т.е. момент времени, к которому должна быть 
завершена последняя операция; 

2) время прохождения, т.е. общее время, в течение которого работа 
«находится» в пределах производственного участка; 

3) время ожидания, т.е. часть времени прохождения, в течение кото-
рого работа «ожидает» выполнения операций; 

4)  время задержки, т.е. разность между фактическим и плановым 
сроками завершения работы; 

5) время запаздывания, т.е. время, эквивалентное времени задержки, 
если оно положительное, и равное нулю – в противном случае. 

Из показателей, характеризующих производственный участок, рас-
сматриваются, как правило, только два, а именно коэффициент использо-
вания (или загрузки) машин, т.е. отношение времени, в течение которого 
машина занята выполнением работы, к общему времени, в течение кото-
рого эта машина может быть использована (это время обычно предпола-
гается равным максимальному времени выполнения работ), и незавер-
шённое производство, т.е. объём работ, процесс выполнения которых ещё 
не завершен (эта величина может измеряться различными способами, в 
частности числом работ, выполняемых производственных участком, и 
общей продолжительностью выполнения всех работ на участке). 

Независимо от того, включает критерий оценки расписания один или 
несколько из перечисленных показателей, конкретная задача состоит в 
минимизации или максимизации среднего, общего, максимального или 
минимального значения этих показателей, обусловленного расписанием. 
Наиболее распространённой задачей является минимизация длительности 
производственного цикла, т.е. минимизация максимального времени про-
хождения работ. Другая, не менее распространённая задача – это миними-
зация времени запаздывания, так как большинство реальных задач упоря-
дочения работ имеет дело с работами, сроки выполнения которых строго 
фиксированы, и за нарушение этих сроков (или задержку) налагаемся 
штраф. Если основной интерес представляют затраты, связанные с дан-
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ным расписанием, то задача сводится к минимизации таких затрат. В этом 
случае для оценки эффективности расписания каждому показателю при-
писываются постоянные удельные затраты, и критерий эффективности,  
за редким исключением, выражается как линейная сумма таких оценок. 
Например, при решении задач минимизации незавершённого производст-
ва, максимизации использования машин и минимизации общих задержек 
в качестве критерия оценки используются затраты, которые в этих случа-
ях прямо пропорциональны перечисленным выше показателям. 

Можно показать, что между различными критериями оценки графика 
работ существует определённая зависимость [44]. Так, например, среднее 
время прохождения работы прямо пропорционально среднему объёму 
незавершённого производства, измеряемому числом работ; среднее время 
прохождения работы отличается от среднего времени запаздывания и 
среднего времени ожидания на постоянную величину. Расписание, удов-
летворительное с точки зрения среднего времени прохождения одной ра-
боты, среднего времени доступности работы (равного разности между 
плановым сроком и временем её поступления на производственный уча-
сток, которое в статистическом случае равно нулю), числа машин или 
среднего коэффициента их использования является одновременно удовле-
творительным и с точки зрения других показателей. Расписание, согласно 
которому минимизируется среднее время прохождения работы, обеспечи-
вает также минимизацию среднего объёма незавершённого производства 
(измеряемого числом работ). Однако подобная взаимосвязь не всегда оче-
видна. Например, расписание, согласно которому минимизируется сред-
нее время прохождения работы, обеспечивает и минимизацию среднего 
времени запаздывания, а расписание, согласно которому минимизируется 
максимальное время прохождения работ, не обязательно обеспечивает 
минимизацию максимального времени запаздывания. 

Примеры целевых функций: 
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3.6. ПОСТРОЕНИЯ РАСПИСАНИЙ  
НА ОСНОВЕ МЕТОДОВ ИСКУССТВЕННОГО ИНТЕЛЛЕКТА 

 

Наиболее эффективным подходом для решения задач теории распи-
саний являются методы искусственного интеллекта. 

Применение этих методов основано на использовании решающих 
или приоритетных правил, которые весьма похожи на продукционные 
правила. 

Использование таких правил для решения задач теории расписаний 
можно весьма удобно пояснить с помощью схемы, представленной на  
рис. 3.3. 

Приоритетные правила условно можно разделить на два класса – 
простые и сложные. 

К простым правилам относят правила с одним предусловием. Преду-
словия простых правил нельзя представить в виде совокупности несколь-
ких предусловий. 

 

 
 

Рис. 3.3. Схема построения расписания с помощью решающих правил 
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Комбинированные приоритетные правила имеют предусловия, кото-
рые представляют собой комбинацию простых предусловий. Комбиниро-
ванные приоритетные правила обычно применяются в том случае, когда 
невозможен однозначный выбор по простому правилу или когда необхо-
димо расширить количество учитываемых параметров и характеристик 
обработки. 

В настоящее время известно более нескольких тысяч приоритетных 
правил. В данном курсе нет возможности рассматривать большое количе-
ство различных приоритетных правил, поэтому рассмотрим десять наибо-
лее известных из них. 

Простые приоритетные правила. Правило RANDOM – случайный 
выбор. Используется датчик случайных чисел. Порядок запуска деталей 
на обработку определяется с помощью датчика случайных чисел. Это 
обеспечивает однозначный выбор порядка запуска. Однако в этом прави-
ле не учитываются знания и информация об особенностях работы произ-
водственной системы и условиях обработки деталей. 

Данное правило используется в тех случаях, когда применение дру-
гих правил не даёт хорошего результата. Прекращение имитационных 
экспериментов с использованием этого правила происходит как по крите-
рию построения расписания, так и по времени моделирования. 

Правило FCFS (First Come First Service). Если первым пришел, то 
первым обслуживается.  

Правило SPT (Shortest ProcessingTime) – правило кратчайшей опера-
ции. Если время обработки детали на данной операции минимально, то 
эта деталь обрабатывается в первую очередь. 

Данное правило может быть использовано как для отдельного обо-
руования, так и для всей производственной системы.  

Правило LPT (Longest ProcessingTime) – максимально длинной опе-
рации. Если время обработки детали на данной операции максимально, то 
эта деталь обрабатывается в первую очередь. 

Это правило также может быть использовано как для отдельного 
оборудования, так и для всей системы. 

Такие правила, т.е. правила 3 и 4, при выполнении условий которых 
детали обрабатываются либо первыми, либо последними называются ан-
титетическими правилами. 

Их использование основано на идее того, что, если одно правило, за-
дающее какой-то порядок обработки, не привело к хорошему результату, 
то антитетическое правило, задающее противоположный порядок обра-
ботки, скорее приведёт к хорошему результату, чем другие правила. 
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Правило LUKR – выбор работы, для которой длительность всех ос-
тавшихся операций минимальна. Если длительность всех оставшихся опе-
раций обработки для детали минимальна, то данная деталь обрабатывает-
ся первой. Данное правило может быть использовано как для отдельного 
оборудования, так и для всей системы.  

Правило MWKR – выбор детали, для которой длительность остав-
шихся операций максимальна. Если у данной детали длительность всех 
оставшихся операций по обработке максимальна, то она обрабатывается 
первой. Данное правило также может быть использовано как для отдель-
ного оборудования, так и для производственного участка.  

Правило FOPNR – минимального числа оставшихся невыполненных 
операций. Если количество невыполненных операций по обработке дета-
ли минимально, то эта деталь обрабатывается первой. Данное правило 
также может быть использовано как для отдельного оборудования, так и 
для всего участка.  

Правило максимального количества оставшихся невыполненных 
операций.  

Если количество невыполненных операций по обработке детали мак-
симально, то эта деталь обрабатывается первой. Правило может быть ис-
пользовано как для отдельного оборудования, так и для всего производст-
венного участка.  

Правило DDATE – правило плановых сроков. 
Приоритет отдается деталям, плановые сроки готовности которых 

наступят раньше. Если директивный срок готовности детали наиболее 
ранний, то деталь обрабатывается первой. Правило может быть использо-
вано как для отдельного оборудования, так и для всего участка.  

Правило OPNDD – поэтапных плановых сроков. Приоритет опреде-
ляется путём деления планового срока на длительность выполнения опе-

рации, т.е. ij
ij

inn

t

TT τ=− тех . 

Возможны два варианта правила. 
Если величина ijτ  минимальна, то i-я деталь обрабатывается на  

j-м оборудовании первой. 
Если величина ijτ  максимальна, то i-я деталь обрабатывается на  

j-м оборудовании первой. 
Как видно из приведённых выше правил на их основе может быть 

построено большое количество новых правил. Кроме того, из этих правил 
видно, что они могут не давать однозначного порядка запуска деталей. 
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Для построения однозначного порядка запуска деталей после приме-
нения первого простого правила может быть применено второе правило, 
которое из множества альтернатив (выбранных первым правилом) выби-
рает одну. В качестве такого правила, дающего однозначный порядок за-
пуска, можно привести следующее. 

Если номер детали минимальный, то она обрабатывается первой. 
В качестве примеров комбинаторных правил рассмотрим следующие 

правила. 
1. Если время обработки детали на данной операции меньшее и при 

этом её номер меньше, то эта деталь обрабатывается в первую очередь. 
2. Если длительность всех оставшихся операций по обработке дан-

ной детали максимальна и при этом её номер меньше, то эта деталь обра-
батывается первой. 

3. Если количество невыполненных операций по обработке детали 
максимально и для таких деталей время оставшихся операций минималь-
но и номер детали меньше, то эта деталь обрабатывается первой. 

Для определения порядка запуска деталей на обработку может быть 
использован следующий алгоритм, в котором порядок запуска деталей на 
обработку определяется в соответствии с несколькими решающими пра-
вилами, а имитация обработки деталей производится всего один раз. По 
каждому решающему правилу в таком алгоритме определяется порядок 
запуска деталей на обработку. Полученный порядок для каждого правила 
заносится в таблицу, которая для двух правил представлена в виде табл. 2. 
Каждое правило может иметь свой рейтинг. Более эффективные правила 
имеют больший рейтинг. 

Эффективность правила оценивается обычно по результатам его ра-
боты. После определения порядка запуска деталей на обработку по каж-
дому правилу оценивается рейтинг детали по этому правилу. Чем раньше 
деталь запускается на обработку, тем выше её рейтинг. 

Обычно рейтинг первой по порядку запуска детали полагается рав-
ным количеству обрабатываемых деталей L, рейтинг второй по порядку 
запуска детали полагается равным L-1, третьей – L-2 и т.д. Рейтинг по-
следней по порядку запуска детали полагается равным 1. 

Если рейтинг правила отличен от единицы, то рейтинг каждой дета-
ли умножается на рейтинг правила и результат помещается в соответст-
вующий столбец таблицы. 

Затем рейтинги каждой детали, полученные по различным правилам, 
складываются и помещаются в таблицу, структура которой аналогична 
структуре табл. 3.1. После определения суммарного рейтинга каждой де-
тали определяется окончательный порядок запуска деталей на обработку. 
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Таблица 3.1 
 

№ 

Правило 1 
Рейтинг правила: 1 

Правило 2 
Рейтинг правила: 1 

Выбор порядка  
запуска 

Порядок 
запуска 

Рейтинг 
детали 

Порядок 
запуска 

Рейтинг  
детали 

Рейтинг  
детали 

Порядок 
запуска 

1.       

2.       

…       

L       

 
Первой запускается та деталь, суммарный рейтинг которой оказался 

больше. Остальные детали запускаются в порядке убывания суммарного 
рейтинга детали. Чем больше суммарный рейтинг детали, тем раньше она 
запускается на обработку. Если рейтинги нескольких деталей оказывают-
ся равными, то используются традиционные методы решения конфликт-
ных ситуаций. Например, из множества деталей с равными рейтингами 
первой запускается та деталь, номер которой меньше. Существуют также 
другие методы решения конфликтных ситуаций. 

 
Контрольные вопросы 

 

1. В чём сущность генетических алгоритмов?  
2. Каковы критерии оптимальности составления расписаний?  
3. В чём состоит задача оптимизации загрузки производственного 

оборудования? 
4. Какова сущность метода комбинирования эвристик? 
5. В чём смысл использования решающих или приоритетных правил? 
 

Интерактивные творческие задания 
 

1. Провести аналитический обзор нейросетевых алгоритмов, му-
равьиных алгоритмов, методов роящихся частиц.  

2. Обосновать необходимость использования математической моде-
ли задачи выбора оптимальных технологических маршрутов. 

3. Провести анализ базового варианта задачи оптимизации загрузки 
взаимозаменяемого оборудования. 

4. Рассмотреть Алгоритм Джонсона.  
5. Построить расписание с помощью решающих правил. 
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4. ОБСЛУЖИВАЮЩИЕ СИСТЕМЫ 
 

 
4.1. ОДНОСТАДИЙНЫЕ ОБСЛУЖИВАЮЩИЕ СИСТЕМЫ 

 

В данном разделе рассматриваются обслуживающие системы, со-
стоящие из одного либо нескольких параллельных приборов. Каждое тре-
бование может быть полностью обслужено любым из приборов. 

Поскольку функции стоимости неубывающие, случай r j = 0 и m ≥ n 

является тривиальным, и достаточно назначить каждое требование на от-
дельный прибор. 

Один прибор. Максимальный штраф. Рассмотрим задачу 
1/ prec / fmax . Поскольку моменты поступления требований равны нулю и 
прерывания процесса обслуживания запрещены, расписание однозначно 
определяется последовательностью требований. 

Пусть отношения предшествования заданы ориентированным бес-
контурным графом Gn(On , Y), где On – исходное множество требований. 
Следующий алгоритм предложен Е. Лоулером. 

Обозначим через N 

–(С 

п) множество всех висячих вершин графа Gn, 
т.е. множество всех требований не имеющих потомков в графе Оn.  

Вычислим момент завершения обслуживания всех требований ∑
=

=
n

j
jn PP

1

. 

Очевидно, что обслуживание одного из требований множества N 

–(Gn)  
завершается в момент времени Рп. Если этим требованием является требо-
вание i, то стоимость его обслуживания равна fi  (Pn) Поскольку функции 
стоимости являются неубывающими, нетрудно убедиться, что последним 
обслуживаемым требованием в оптимальной перестановке является такое 
требование i ∈ N 

–(Gn), что значение fi (pn) минимального пути in является 
таким требованием. Тогда момент завершения обслуживания оставшихся 
требований равен Рп – 1 = Рп – pin i. Построим график Gn – 1, определим вер-
шину (требование) Gn вершины аналогично тому, как была определена 
вершина in. Процесс повторяется до тех пор, пока не будет построена по-
следовательность (i1, …, in), являющаяся оптимальным решением задачи 
1/ prec / fmax. 

Задание. Решить задачу 1/ prec / fmax , в которой имеется 10 требова-
ний. Требование 3 предшествует требованию 4, которое, в свою очередь, 
предшествуют требованиям 1, 7, 9. Длительности обслуживания pj и  

директивные сроки dj заданы в таблице.  
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j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Pj 4 2 3 5 7 4 1 2 9 1 

dj 14 23 17 25 17 14 10 7 9 24 
 

Ответ: (8, 3, 4, 9, 7, {1, 6}, 5, 2, 10). 
 

4.2. МНОГОСТАДИЙНЫЕ ОБСЛУЖИВАЮЩИЕ СИСТЕМЫ 
 

В данном разделе рассматриваются обслуживающие системы flow-, 
open- и job-shop. 

Обслуживающая система flow-shop. В системе How-whop каждое 
требование обслуживается приборами 1, 2 …, m и этой последовательно-
сти. Обслуживание требования прибором l + 1 может быть начато не ра-
нее завершения его обслуживания прибором l. 

Обслуживающая система open-shop. В системе open-shop каждое 
требование обслуживается приборами 1, 2, …, m в произвольной последо-
вательности. Напомним, что в любой момент времени каждое требование 
обслуживается не более чем одним прибором и любой прибор обслужива-
ет не более одним требованием. 

Задачи для системы open-shop обладают симметрией, приборы и тре-
бования можно поменять ролями без изменения существа зачади. 

Рассмотрим задачу 02//Cmаx. Кaк и ранее, обозначим aj = p1j и bj = p2j. 

Для любого расписании справедлива следующая оценка снизу значе-
ния Сmax: 

Cmax ≥ max{∑ j  aj, ∑ j  bj, max{aj + bj}}.  

Построим расписание, для которого приведённая оценка достижима. 
Следовательно, такое расписание является оптимальным. 

Как и в задаче flow-shop с двумя приборами, множество требований N 
разобьём на два подмножества: N1 = { j|aj ≤ bj} и N2 = N\N1. Если эти мно-

жества не пусты, выберем требования k и r такие, что 
 

ak = max{aj|j ∈ N1},  br = max{bj|j ∈ N2}.  

Доказано, что расписание, для которого значение Сmax совпадает с 
приведённой нижней оценкой, является одним из следующих двух распи-
саний S и S'. Каждое из этих расписаний описывается последовательно-
стями π1 и π2 требований на приборах 1 и 2 соответственно. Для S имеем 

 

π1 = (k, πN1\k, πN2\r, r); 
π2=(r, k, πN1\k, πN2\r, r) 

а для S′ имеем 
π1 = (πN1\k, πN1\r, r, k); 
π2 = (k, πN1\k, πN2\r, r). 

 

Здесь πX –произвольная перестановка множества Х.  
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4.3. ГРУППОВЫЕ ТЕХНОЛОГИИ ОБСЛУЖИВАНИЯ 
 

В данном разделе изучаются задачи построения оптимальных распи-
саний обслуживания требований партиями. 

Многие современные производственные системы обслуживают схо-
жие либо идентичные требования партиями. Требования одной и той же 
партии обслуживаются прибором непосредственно друг за другом либо 
одновременно. Такая технология приводит к значительному снижению 
затрат на переналадки. 

Общая постановка задачи обслуживания требований партиями состоит 
в следующем. Имеется множество, состоящее из n требований, которое раз-
бито на g попарно не пересекающиеся группы, исходя из некоторых техно-
логических соображений. Эти требования должны быть объединены пара-
ми, и обслужены т приборами. Образование партий – это разбитие множе-
ства требований на попарно непересекающиеся подмножества, каждое из 
которых может включать лишь требования одной и той же группы. Партия – 
это подмножество в таком разбиении. Требования одной и той же партии 
обслуживаются прибором непосредственно друг за другом либо одновре-
менно. Предполагается, что разбиение множества требований на партии 
одинаково для всех. Кроме того, обслуживание требования прибором про-
исходит без прерываний. Такие предположения являются причинами для 
большинства практических ситуаций обслуживания требований партиями и 
известно лишь незначительное число результатов для задач, где допускает-
ся формирование различных партий на разных приборах либо допускается 
прерывание обслуживания различных партий на разных приборах либо до-
пускается прерывание обслуживания требований. 

Непосредственно перед началом обслуживания каждой партии необ-
ходима переналадка прибора. Возможны два типа переналадок. Если пе-
реналадка может начаться лишь после того, как хотя бы одно требование 
соответствующей партии поступило на прибор, то переналадка является 
не упреждающей. В противном случае она является упреждающей.  
В дальнейшем если не оговорено особо, предполагается, что все перена-
ладки являются упреждающими. 

Каждый прибор может обслуживать не более одной партии в каждый 
момент времени и может обслуживать требования во время выполнения 
переналадки. Каждое требование может обслуживаться не более чем одним 
прибором в каждый момент времени, если не оговорено обратное. 

На множестве групп также как и на множестве требований может 
быть определено отношение предшествования (порядок). Под моментом 
завершения обслуживания группы понимается момент завершения об-
служивания всех её требований. 
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Положим, что группа J состоит из qj требований, J = 1, …, g. Дли-

тельность переналадки для партии группы J равна 
Ij

i
s

)(
, если эта партия 

обслуживается непосредственно после партии группы I на приборе l. Если 
партии группы J являются первой партией, обслуживаемой прибором l,  

то длительность соответствующей переналадки (наладки) равна 
j

i
s

0

)(
. 

Предполагается, что длительность переналадок удовлетворяет неравенст-
ву треугольника для каждого прибора, т.е.  

 

Ij

i
s

)(
≤ 

Ik

i
s

)(
+ 

kj

i
s

)(
, l = 1, …, m, 

 

для всех групп I, K и J, включая случай I = 0. 
Переналадки называются независимыми от прибора, если s\LJ =  SIJ. i, 

для I = 1, …, m и зависящими от прибора в противном случае. Переналад-
ки называются не зависящими от последовательности, если sIJ

(i) = sJ
(i) для  

I, J = 0, 1, …, g, l = 1, …, m, и зависимыми от последовательности в про-
тивном случае. 

Под расписанием понимается пара «разбиение–функция». Здесь раз-
биение – это разбиение множества требований на партии, а функция это 
отображение, которое каждому прибору l и моменту времени l сопостав-
ляет требования партии, обслуживаемой прибором l в момент времени t. 
либо указывается, что прибор l в момент t простаивает или выполняется его 
переналадка. Для ряда задач расписание полностью определяется разбити-
ем множества требований на партии, последовательностями этих партий на 
приборах и порядком обслуживания требований каждой партии. 

Критерием оптимальности расписания является соблюдение требо-
ваниями заданных директивных сроков, либо минимизация некоторого 
функционала стоимости, зависящего от моментов завершения обслужива-
ния требований. 

 
4.4. РАСПИСАНИЕ ОБСЛУЖИВАНИЯ ТРЕБОВАНИЙ ПАРТИЯМИ 

 

Задачи построения оптимальных расписаний обслуживания требо-
ваний партиями могут быть условно разделены на несколько классов,  
в зависимости от того покидают ли требования одной и той же партии 
прибор одновременно или нет, как происходит обслуживание партии и 
имеется ли ограничение на максимальный размер партии. Изучаются сле-
дующие классы задач. 

Индивидуальное завершение обслуживания. В задачах этого класса 
предполагается, что требование покидает прибор в момент, когда прибор 
завершает работу по его обслуживанию. 
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Отдельно рассматривается важный подкласс таких задач, в которых 
предполагается, что все требования одной и той же группы всегда образуют 
одну партию. Следует отметить, что в общем случае обслуживание требо-
ваний каждой группы единой партией не всегда является наилучшей стра-
тегией решения задачи. Разбиение требований часто приводит к существен-
ному улучшению качества обслуживания. Например, рассмотрим линию 
для разлива безалкогольных напитков, где в соответствии с заявками заказ-
чиков заполняются различные типы бутылок. Предполагается, что запол-
ненные бутылки сразу же покидает линию разлива. Для переключения ли-
нии с одного типа бутылок на другой требуется переналадка (в силу раз-
личных размеров, объёма, расположения этикетки и т.д.). Бутылки могут 
рассматриваться как требования заявки, включающие бутылки одного типа, 
как группы требований. В напряженный летний период может возникнуть 
ситуация, когда все заявки не могут быть выполнены в запланированные 
сроки. Однако если продукция не поступит на рынок вовремя, это приведёт 
к нежелательному снижению количества продаж. Если бутылки привозить-
ся не будут до тех пор, пока не будет выполнена вся заявка, то другие за-
казчики могут исчерпать запасы в ожидании поставки. Качество обслужи-
вания заказчиков значительно улучшится, если часть заявок будет произве-
дена в ближайшем будущем с целью покрытия немедленных запросов и 
остальная часть будет удовлетворена в более раннее время. Таким образом, 
разбиение групп на партии приводит к лучшему расписанию с точки зрении 
качества обслуживания. 

Ещё одним примером практической ситуации, в которой возникает 
задача рассматриваемого класса, является трансляция набора заданий для 
ЭВМ, написанных на различных языках программирования. В том случае 
задания, написанные на одном и том же языке, образуют группу. Дли-
тельность переналадки связана с загрузкой соответствующего транслято-
ра. В случае однопроцессорной вычислительной системы задача состоит в 
определении последовательности, в которой необходимо загружать 
трансляторы и выполнять соответствующие задания. 

Фиксированные партии. Это подкласс класса задач с индивидуаль-
ным завершением обслуживания требований, который характеризуется 
дополнительным ограничением требования одной и той же группы всегда 
образовывать одну партию. 

В качестве примера рассмотрим линию для производства цветного 
пластика должен быть выполнен ряд заявок, включающих пластики раз-
личных цветовых оттенков. Эти заявки могут быть разбиты на основные 
цветовые группы, такие как красные, синие и т.д. Длительности перена-
ладок между цветами одной и той же группы являются небольшими,  
поскольку при производстве естественно переходить от более светлых к 
более тёмным оттенкам. Однако более значительные переналадки необхо-
димы при переключении на новую цветовую группу, так как между цве-
тами различных групп необходима; тщательная очистка производственной 
линии. Поэтому максимальная эффективность работы линии достигается 
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при непрерывном производстве пластика, относящегося к одной и гой же 
цветовой группе, с последующим переходом к группе другого цвета.  
Таким образом, разбиение групп на более мелкие партии не происходит, 
т.е. каждая группа образует одну партию. 

Одновременное завершение обслуживания. В задачах данного класса 
предполагается, что все требования партии покидают прибор одновременно 
в момент, когда прибор завершает работу по обслуживанию всех требова-
ний партии. Таким образом, момент завершения обслуживания требования 
некоторой партии прибором совпадает с моментом, когда прибор завершает 
работу по обслуживанию «последнего» требования этой партии. 

Задачи данного класса возникают при планировании работы произ-
водственных систем, и которых изделия перемещаются между обрабаты-
вающими устройствами в контейнерах. Множество изделий, назначенных 
в один и тот же контейнер, рассматривается как партия. Устройство не 
начинает обслуживание новой партии до тех пор, пока не завершено об-
служивание предыдущей партии. Все изделия одной и той же партии по-
кидают устройства одновременно в момент завершения обработки по-
следнего изделия этой партии. Переналадка необходима для удаления 
предшествующей партии и установки новой. 

Последовательное обслуживание. В задачах этого класса говорит-
ся, что требования каждой партии обслуживаются последовательно, и 
длительность обслуживания партии равна сумме длительностей обслужи-
вания входящих в неё требований. Последовательное обслуживание тре-
бований является естественным для систем, в которых прибор не может 
обслуживать более одного требования в каждый момент времени. 

Параллельное обслуживание. Требования одной и той же партии 
обслуживаются прибором одновременно (параллельно) и длительность 
обслуживания партии равна максимальной из длительностей обслужива-
ния входящих в неё требований.  

 

Контрольные вопросы 
 

1. Какие различают типы обслуживающих систем? 
2. В чём сущность задач параллельного обслуживания? 
3. В чём сущность обслуживающей системы flow-shop? 
4. В чём сущность обслуживающей системы open-shop? 
5. В чём сущность задач последовательного обслуживания? 
 

Интерактивные творческие задания 
 

1. Рассмотрение примеров задач параллельного обслуживания. 
2. Рассмотрение примеров задач фиксированных партий. 
3. Рассмотрение примеров задач последовательного обслуживания. 
4. Рассмотрение примеров задач индивидуального завершения обслу-

живания. 
5. Рассмотрение примеров задач одновременного завершения обслу-

живания. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

 
В работе рассмотрен ряд задач теории расписаний, используемых в 

системах диспетчеризации и управлении сложными экономическими и 
техническими объектами, как с точки зрения теории, так и с точки зрения 
практического их решения, представлены принципиальные вопросы раз-
работки алгоритмов. Большое внимание уделено усвоению и закреплению 
студентами практических навыков по решению данного типа задач.  

Трудности, с которыми приходится сталкиваться при разработке  
систем управления сложными объектами, стимулируют в последнее время 
разработку математических моделей основных процессов жизненного 
цикла изделия. Именно поэтому в работе были представлены новые  
модели.  

Изложение представленного материала не перегружено математиче-
скими выкладками, выходящими за рамки математики для бакалавриата. 
Для более глубокого изучения рассматриваемых в учебном пособии во-
просов, надо использовать источники, приведённые в списке литературы. 
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