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ВВЕДЕНИЕ 
 

Среди дифференциальных уравнений определенный интерес пред-
ставляют уравнения с малым положительным параметром ε  при произ-
водных искомой функции, переходящие при 0=ε  в вырождающиеся диф-
ференциальные уравнения того же порядка, что и исходные уравнения. Та-
кие уравнения, как показано в работах М. Лайтхилла, Цянь Сюэ-сеня и ря-
да других авторов (см. [14]), используются при построении математиче-
ских моделей некоторых физических процессов, в частности, при решении 
ряда задач гидродинамики, а также при нахождении решений вырождаю-
щихся дифференциальных уравнений: вырождающееся уравнение возму-
щается малым положительным параметром ε , находится решение возму-
щенного уравнения, а затем с помощью предельного перехода при 0→ε  
находится решение исходного вырождающегося уравнения  (см., напри-
мер, [16, с. 482]). Условимся в целях краткости называть такие уравнения 
почти вырождающимися дифференциальными уравнениями.  

Природа поведения решения почти вырождающегося дифференци-
ального уравнения при 0→ε  может быть различной. Например, в ска-

лярном случае решение )/1(]/)[(/1)( 0 axtatx a +εε++−=ε  уравнения 

1)()()( +=′ε+ εε txatxt , ∞<≤ t0 , с начальным условием 0)0( xx =ε , 

ax /10 −≠ , в случае 0<a  сходится при 0→ε  к стационарному реше-

нию atx /1)(0 −=  предельного ( 0=ε ) уравнения 1)()( +=′ txatxt , 

∞<< t0 ; в случае 0>a  решение )(txε  при каждом 0>t  неограничено 

при 0→ε . В связи с этим актуальна задача отыскания условий, обеспе-
чивающих сходимость решения почти вырождающегося дифференциаль-
ного уравнения при 0→ε  к решению соответствующего предельного 
уравнения. Такая задача была изучена в скалярном случае в работе [11],  
в конечномерном случае в работах [5], [12], в банаховом пространстве 
для линейного дифференциального уравнения второго порядка в работах 
[32] – [40].  

В главах I, II данной книги находятся условия, при которых решение 
задачи Коши 

)()()()( tftxAtxt +=′ε+ϕ εε ,  ∞<≤ t0 , 

0,)0( εε = xx  

сходится при 0→ε  к ограниченному в точке вырождения 0=t  реше-
нию предельного уравнения 

)()()()( tftxAtxt +=′ϕ ,  ∞<< t0  
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(здесь A – линейный оператор, действующий в банаховом пространстве 
E; ( )ECtf );,0[)( ∞∈ ; ( )),0();,0()( ∞∞∈ϕ Ct , 0)0( =+ϕ ). 

 В третьей главе аналогичная задача решается для уравнения с пере-
менным оператором и вырождающимся коэффициентом степенного вида.   

Везде в книге под решением уравнения понимается его сильное  
решение, т.е. непрерывно дифференцируемая на соответствующем мно-
жестве изменения аргумента функция, удовлетворяющая данному урав-
нению. 
 Нумерация теорем, лемм, замечаний и формул внутри каждой главы 
книги двойная. Если в некоторой главе дается ссылка на утверждение или 
формулу из другой главы, то используется тройная нумерация. Например, 
ссылка вида (I.1.14) означает ссылку на формулу (1.14) из главы I. 
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Г л а в а  I 
 

УРАВНЕНИЕ ПЕРВОГО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМ  
ОГРАНИЧЕННЫМ ОПЕРАТОРНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ 

 
§ 1. Уравнение с вырождающимся коэффициентом  
       степенного вида  
 
В банаховом пространстве E изучается вырождающееся в точке 

0=t  уравнение 

)()()( tftxAtxt +=′α ,  ∞<< t0 ,                   (1.1) 

где )(tx  – искомая функция со значениями в E;  A )(EL∈ , )(EL – банахо-

ва алгебра ограниченных линейных операторов, действующих из E в E; 
( )ECtf );,0[)( ∞∈ , ( )EC );,0[ ∞  – линейное пространство непрерывных 

функций, действующих из ),0[ ∞  в  E; R∈α , 0>α . 

 Уравнение (1.1) называется также сингулярным дифференциальным 
уравнением, ибо из его записи в виде 

αα +=′
t

tf
txA

t
tx

)(
)(

1
)( ,  ∞<< t0 , 

следует, что 0=t  является сингулярной точкой данного уравнения. 
 Будем называть уравнение (1.1) сильно вырождающимся в случае 

1≥α  и слабо вырождающимся в случае 10 <α< .  
Везде в главе I под решением уравнения (1.1) понимается его силь-

ное решение, т.е. функция ( )ECtx );,0()( 1 ∞∈ , где ( )EC );,0(1 ∞  – ли-

нейное пространство непрерывно дифференцируемых функций, дейст-
вующих из ),0( ∞  в E, удовлетворяющая данному уравнению. 

Рассмотрим стабилизирующее, т.е. устраняющее вырожденность, 
возмущение уравнения (1.1), заменив в нем вырождающийся в нуле ко-

эффициент αt  на αε+ )(t , где ε  – малый положительный параметр, 

],0( 0ε∈ε , const0 =ε , 00 >ε . Возмущенное уравнение можно рассмат-

ривать уже для ∞<≤ t0  и ставить для него задачу Коши: 

)()()()( tftxAtxt +=′ε+ εε
α , ∞<≤ t0 ,              (1.2) 

0,)0( εε = xx .                    (1.3) 
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 Под решением задачи (1.2), (1.3) понимается функция 

( )ECtx );,0[)( 1 ∞∈ε , удовлетворяющая уравнению (1.2) и начальному 

условию (1.3). 
 Найдем решение )(txε  задачи (1.2), (1.3) а затем с помощью пре-

дельного перехода )()(lim 0
0

txtx =ε→ε
, ∞<< t0 , укажем ограниченное в 

точке вырождения 0=t  решение )(0 tx  уравнения (1.1). 

 Приведем вначале некоторые факты, используемые неоднократно в 
дальнейшем без дополнительных ссылок. 
 Пусть )(ELH ∈ . Рассмотрим операторную экспоненту, порожден-

ную оператором Н: 

∑
∞

=
=

0 !k

kk
tH

k

tH
e , ),( ∞∞−∈t .        (1.4)     

 Операторы (1.4) образуют однопараметрическую группу [3, с. 41], 
т.е. 

)( τ+τ = tHHtH eee ,  ;, ∞<τ<∞− t  

Ie
t

tH =
=0

, 

где I – единичный оператор. 
 Всякий оператор )(ELH ∈  непрерывен [18, с.119]. 

 Известно [3, с. 41], что для всякого )(ELH ∈  справедливо включе-

ние 

( ))(;1 ELCe tH
R∈         (1.5) 

и 

( ) tHHt eHe =
′

. 

Пусть ( ))();,0[ΦΦ EL∞=  – множество оператор-функций 

)(tA действительного переменного ),0[ ∞∈t  со значениями в )(EL . Рас-

смотрим семейство сильно непрерывных по ),0[ ∞∈t  на пространстве E 

оператор-функций )(tA : 

{ ( )ECxtAtAE );,0[)(|Φ )(Φ0 ∞∈∈=   при каждом }Ex ∈  

и семейство сильно непрерывно дифференцируемых по ),0[ ∞∈t  на про-

странстве E оператор-функций )(tA : 
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{ ( )ECxtAtAE );,0[)(|Φ )(Φ 11 ∞∈∈=  при каждом }Ex ∈ . 

 Из включения (1.5) следует, что при каждом )(ELH ∈   

∈tHe 1ΦE , 

следовательно, в силу включения 01 ΦΦ EE ⊂ , 

∈tHe 0ΦE . 

 Если 0
Φ)( EtA ∈ , ( )ECtg );,0[)( ∞∈ , то ( )ECtgtA );,0[)()( ∞∈  [8, с. 21]. 

 Если 0
21 Φ)(),( EtAtA ∈ , то 0

21 Φ)()( EtAtA ∈  [8, с. 21]. 

 Если 1Φ)( EtA ∈ , ( )ECtg );,0[)( 1 ∞∈ , то ( )ECtgtA );,0[)()( 1 ∞∈  и 

справедлива формула [8, с. 22] 

[ ] )()()()()()( tgtAtgtAtgtA ′+′=′ . 

 Всякий оператор )(ELH ∈   замкнут [18, с. 162]. 

 Для замкнутого оператора B, действующего в банаховом простран-
стве E, справедливы формулы 

)()]([ tgBtgB ′=′ , 

∫∫
∞∞

=
00

)()( tdtgBtdtgB  

при условии, что каждая из частей этих формул определена корректно  
[8, с. 28].  
 Если )(ELH ∈ , то [7, с. 223] 

xHxH ⋅≤ , Ex ∈ . 

 Для любых )(, 21 ELHH ∈  справедливо неравенство [7, с. 224]  

2121 HHHH ⋅≤ . 

 Если ( )EbaCtg ];,[)( ∈ , то [18, с. 265]   

∫∫ ≤
b

a

b

a

tdtgtdtg )(     )( . 

В дальнейшем понадобится также частный случай формулы диффе-
ренцирования интеграла по параметру: 
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=
′














τητ∫

ηβ )(

0

),( dg [ ]
( )

0

( , )g d
β η

η
′τ η τ∫ ( )ηηβηβ′+ ),()( g     (1.6) 

при условии, что подынтегральная функция ),( ητg и ее производная 

η′ητ ]),([ g  непрерывны по ),( ητ . 

 Укажем оценку роста нормы операторной экспоненты, которая бу-
дет неоднократно использована в дальнейшем. 
 Пусть )(ELA∈ , { })(|Remax Aσ∈λλ=ν , где )(Aσ  – спектр  

оператора А. Тогда 

ttA eMe δν
δ≤ , ∞<≤ t0 ,       (1.7) 

где δM  – постоянная, 0>δM ; δ+ν=νδ , δ  – произвольное сколь угод-

но малое фиксированное положительное число. 
 Действительно, известно [3, с. 42], что 

ν=
∞→ t

e tA

t

ln
lim . 

По определению предела, для любого сколь угодно малого фиксирован-
ного 0>δ  найдется 0)( >δ∆=∆ , такое, что для любого ∆>t  выполня-

ются неравенства 

δ+ν<<δ−ν
t

e tAln
, 

откуда, в частности, получаем 

ttA ee )( δ+ν< , ∆>t .         (1.8) 

При ∆≤≤ t0  
( ) ( )At At t te e e e− ν+ δ ν+ δ =

 
, 

откуда следует оценка  

ttA eKe )( δ+ν
δ≤ ,  ∆≤≤ t0 ,              (1.9) 

где 
( )

0
max  At t

t
K e e− ν+ δ

δ
≤ ≤∆

 =
 

. 

Из неравенств (1.8), (1.9) получаем оценку вида (1.7) с { }δδ = KM ,1max . 
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 Замечание 1.1. В дальнейшем в оценке (1.7) число δ  берется на-
столько малым, что 0<νδ  в случае 0<ν  и c−<νδ  в случае c−<ν ,  

где 0>c . 

 Теорема 1.1. При любом фиксированном ],0( 0ε∈ε задача (1.2), (1.3) 

при 1>α  имеет решение 

          +



































ε+
−

ε−α
= ε−α−αε 0,11

   
)(

11

1

1
  exp)( x

t
Atx  

∫ α−α−α ε+


































ε+
−

ε+−α
+

t

ds
s

sf

ts
A

0
11 )(

)(
  

)(

1

)(

1

1

1
  exp .   (1.10) 

При 0<ν  и выполнении условия  

HLx −
ε ε≤ 00, ,         (1.11) 

где const0 =L , 00 >L ; H – произвольное фиксированное сколь угодно 

большое положительное число, справедлив предельный переход 

)()(lim 0
0

txtx =ε
→ε

, ),0( ∞∈t ,         (1.12) 

где 

∫ α−α−α 


























 −
−α

=
t

ds
s

sf

ts
Atx

0
110

)(
  

11

1

1
  exp)( .         (1.13) 

Предельная функция )(0 tx  является решением уравнения (1.1). Это ре-

шение ограничено при 0+→t . Если функция )(tf  ограничена на 

),0[ ∞ ,  то )(0 tx  ограничено на ),0( ∞ . 

 Теорема 1.1 справедлива в силу лемм 1.1 – 1.4, изложенных ниже. 
 Лемма 1.1. Задача (1.2), (1.3) при 1>α  имеет решение вида (1.10). 
 Доказательство. Пусть 

[ ]
ε−

τε−α−

ε=
−α−α 1

1
1)1(1

t . 

Тогда  












ε+
−

ε−α
=τ −α−α 11 )(

11

1

1

t
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и 
1)1(

1
0 −αε−α

<τ≤  при ∞<≤ t0 . Далее,   

[ ]
)(::

)1(1

)(

1

1
1

τ=
















ε−
τε−α−

ε= ε

−α−α
εε uxtx ; 

[ ]( ) ( )
t

x t uε ε
′′ = τ )(

)(

1)(
τ′

ε+
=τ⋅

τ
τ

= εα
ε u

ttd

d

d

ud
; 

[ ]
)(::

)1(1

)(

1

1
1

τ=
















ε−
τε−α−

ε= ε

−α−α
gftf ; 

)0()0( εε = ux  и задача (1.2), (1.3) принимает вид 

)()()( τ+τ=τ′ εεε guAu , 
1)1(

1
0 −αε−α

<τ≤ ,              (1.14) 

0,)0( εε = xu .                 (1.15) 

Задача (1.14), (1.15) – это стандартная задача Коши вида 

)()()( τ+τ=τ′ guHu , ∞<τ≤0 ,                       (1.16) 

0)0( uu = ,              (1.17) 

где )(ELH ∈ , ( )ECg );,0[)( ∞∈τ . 

 Известно [3, с.105], что задача (1.16), (1.17) имеет единственное ре-
шение 

∫
τ

µ−ττ µµ+=τ
0

)(
0 )()( dgeueu HH .          (1.18) 

Следовательно, задача (1.14), (1.15) имеет решение вида 

∫
τ

ε
µ−τ

ε
τ

ε µµ+=τ
0

)(
0, )()( dgexeu AA .                  (1.19) 

После замены переменной 












ε+
−

ε−α
=µ −α−α 11 )(

11

1

1

s
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в интеграле в правой части формулы (1.19) и возвращения к прежней пе-
ременной t  формула (1.19) принимает вид (1.10). Лемма 1.1 доказана. 

В дальнейшем неоднократно потребуется соотношение вида 

0
1

lim
0

=
















ξ
ξ

−

+→ξ

p

r

q
e ; 0,, >rqp .                (1.20) 

Докажем соотношение (1.20). Положим 

p
r

q
e ξ

−

ξ
=ξψ 1

)( . 

Для справедливости равенства (1.20) достаточно показать, что  

∞−=ξψ
+→ξ

)(lnlim
0

.           (1.21) 

Имеем 



















ξ
ξ+ξ−=ξ−

ξ
−=ξψ

ln
1lnln)(ln

q

r

qq
r p

p
.             (1.22) 

Применяя правило Лопиталя, получаем 

∞−=
ξ

−=

ξ
⋅

ξ
−

=








∞
∞=

ξ
ξ

+→ξ

+

+→ξ+→ξ p

pp

q

pr

q

pr

q

r

0

1

00
lim

1

1

lim
ln

lim .   (1.23) 

Заметим, что  
∞+=ξ−

+→ξ
)ln(lim

0
q .                 (1.24) 

Из соотношений (1.22) – (1.24) следует равенство (1.21). Справедливость 
соотношения (1.20) установлена. 
 Лемма 1.2. При любом фиксированном 1>α  и выполнении условия 

0<ν  функция (1.13) определена для любого ),0( ∞∈t  и ограничена при 

0+→t . Если функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ ,  то )(0 tx  ограничена 

на ),0( ∞ . 

 Доказательство. Возьмем произвольное фиксированное 0>t .  
В силу сильной непрерывности операторной экспоненты и непрерывно-
сти функции )(sf  подынтегральная функция  
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α−α−α 


























 −
−α

=
s

sf

ts
Atsg

)(
  

11

1

1
 exp),(

110 ,           (1.25) 

представляющая собой композицию операторной и векторной функций, 
непрерывна и, следовательно, интегрируема на любом промежутке ],[ th , 

h  – произвольное сколь угодно малое положительное число. Покажем, 
что 

0),(lim 0
0

=
+→

tsg
s

.               (1.26) 

Положим  
)(max)(

0
sftN

ts ≤≤
= . 

Используя оценку (1.7), считая в ней 0<νδ  (см. замечание 1.1), по-

лучаем при ],0( ts ∈  

            ≤⋅



























 −
−α

≤ α−α−α s

sf

ts
Atsg

)(
  

11

1

1
 exp),(

110  
















 −
−α

ν
≤ −α−α

δ
αδ  

11

1
exp

1
)(

11 tss
tNM .     (1.27) 

Итак, 

≤),(0 tsg )(
1

1
exp)(

1
sh

t
tNM 









−α
ν−

−α
δ

δ ,              (1.28) 

где 










−α
ν

= −α
δ

α 1

1

1
exp

1
)(

ss
sh . 

В силу соотношения (1.20) 

0)(lim
0

=
+→

sh
s

.                (1.29) 

Из соотношений (1.28), (1.20) следует равенство (1.26), используя кото-
рое, доопределим функцию ),(0 tsg  по непрерывности в нуле: 

0),(lim),0( 0
0

0 ==
+→

tsgtg
s

.            (1.30) 
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 Итак, точка 0=s  является устранимой точкой разрыва подынте-
гральной функции ),(0 tsg . Отсюда следует сходимость несобственного 

интеграла dstsg
t

∫
0

0 ),( , т.е. существование функции (1.13).  

 Запишем оценку (1.27) в виде 

≤),(0 tsg ),()( tsvtNM δ , 

где 
















 −
−α

ν
= −α−α

δ
α 11

11

1
exp

1
),(

tss
tsv . 

Тогда 

≤∫ dstsg
t

0

0 ),( ∫δ

t

dstsvtNM
0

),()( .        (1.31) 

Далее, 

=∫
t

dstsv
0

),( =














 −
−α

ν















 −
−α

ν
ν

− −α−α
δ

−α−α
δ

δ
∫ 11
0

11

11

1

11

1
exp

1

ts
d

ts

t

 

                      =














 −
−α

ν
ν

−= −α−α
δ

δ

t

ts
0

11

11

1
exp

1
 

   
δ

−α−α
δ

+→δδ ν
−=















 −
−α

ν
ν

+
ν

−= 111

1
explim

11
110 tss

. 

Получили равенство 

=∫
t

dstsv
0

),(
δν

− 1
.                                   (1.32) 

В силу соотношений (1.31), (1.32) 

≤∫ dstsg
t

0

0 ),( ).(tN
M

δ

δ

ν−
 

Тогда, используя неравенство 
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dstsgdstsg
tt

∫∫ ≤
0

0

0

0 ),(),( , 

получаем оценку 

)(0 tx )(tN
M

δ

δ

ν−
≤ ,                                  (1.33) 

из которой следует ограниченность функции (1.13) при 0+→t . Если 

функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , т.е. ∞<=
∞∈

CtN
t

)(sup
),0[

, то из нера-

венства (1.33) следует ограниченность функции (1.13) на ),0( ∞ . Лемма 1.2 

доказана.  
 Лемма 1.3. При 1>α , 0<ν  и выполнении условия (1.11) справед-
лив предельный переход (1.12), где )(txε , )(0 tx  задаются соответственно 

формулами (1.10), (1.13). 
 Доказательство. Покажем вначале, что при каждом ),0( ∞∈t  

,0
0

lim ( ) 0H t xε εε →
  =  ,            (1.34) 

где 




































ε+
−

ε−α
= −α−αε   

)(

11

1

1
 exp)(

11 t
AtH .     (1.35) 

Имеем 

0,0, )()( εεεε ⋅≤ xtHxtH .           (1.36) 

Используя оценку (1.7), считая в ней 0<νδ  (см. замечание 1.1), полу-

чаем 

           ≤ε )(tH =























ε+
−

ε−α
ν

−α−α
δ

δ 11 )(

11

1
exp

t
M  

≤








ε−α
ν












ε+−α
ν−

= −α
δ

−α
δ

δ 11

1

1
exp

)(

1

1
exp

t
M  

                         








ε−α
ν










−α
ν−

≤ −α
δ

−α
δ

δ 11

1

1
exp

1

1
exp

t
M . 
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Итак,  

≤ε )(tH 








ε−α
ν










−α
ν−

−α
δ

−α
δ

δ 11

1

1
exp

1

1
exp

t
M .        (1.37) 

В силу неравенств (1.11), (1.36), (1.37) справедлива оценка 

≤εε 0,)( xtH 








ε−α
ν

ε









−α
ν−

−α
δ

−α
δ

δ 1

0

1

1

1
exp

1

1
exp

H

L

t
M .     (1.38) 

В силу равенства (1.20) получаем соотношение  

0
1

1
exp

1
lim

10
=

















ε−α
ν

ε −α
δ

→ε H
.    (1.39) 

Из соотношений (1.38), (1.39) следует равенство (1.34). 
 В силу соотношения (1.34) для доказательства предельного перехода 
(1.12) осталось показать, что при любом фиксированном ),0( ∞∈t спра-

ведливо равенство  

dstsgdstsg
tt

∫∫ =ε→ε
0

0

0
0

),(),(lim ,     (1.40) 

т.е. 

[ ] 0),(),(lim
0

0
0

=−∫ ε→ε
dstsgtsg

t

,     (1.41) 

где 

α−α−αε ε+


































ε+
−

ε+−α
=

)(

)(
  

)(

1

)(

1

1

1
  exp),(

11 s

sf

ts
Atsg , 

а ),(0 tsg задается формулой (1.25). Напомним, что функция ),(0 tsg  до-

определена по непрерывности в нуле: 0),0(0 =tg  (см. равенство (1.30)). 

В силу неравенства  

[ ] dstsgtsgdstsgtsg
tt

∫∫ −≤− εε
0

0

0

0 ),(),(    ),(),(  

для справедливости равенства (1.41) достаточно показать, что 

0),(),(lim
0

0
0

=−∫ ε→ε
dstsgtsg

t

.      (1.42) 
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В силу теоремы о предельном переходе под знаком интеграла [19, с. 748] 
для справедливости соотношения (1.42) достаточно показать, что подын-
тегральная функция 

),(),(),( 0 tsgtsgts −=ψ εε , ],0[ ts ∈ , 

удовлетворяет следующим условиям: 

0),(lim
0

=ψε→ε
ts , ],0[ ts ∈ ;     (1.43)  

),(),( 0ε≤ψε tCts , ],0[ ts ∈ , ],0( 0ε∈ε .      (1.44)  

Покажем, что 

),(),(lim 0
0

tsgtsg =ε→ε
, ],0[ ts ∈ ,        (1.45) 

что будет означать справедливость соотношения (1.43). При ],0( ts ∈  ра-

венство (1.45) выполняется в силу непрерывности функции ),( tsgε  по 

переменной ε  на промежутке ],0[ 0ε , в частности, в точке 0=ε . 

Докажем справедливость предельного перехода (1.45) при 0=s . Для 
этого достаточно показать, что    

0),0(lim
0

=ε→ε
tg ,                 (1.46) 

ибо 0),0(0 =tg  (см. равенство (1.30)). Имеем 

αεε ε
= )0(

)(),0(
f

tHtg , 

где )(tH ε  задается формулой (1.35). Используя оценку (1.37), получаем 

≤ε ),0( tg 








ε−α
ν

ε









−α
ν−

−α
δ

α−α
δ

δ 11

1

1
exp

11

1
exp)0(

t
fM .    (1.47) 

В силу соотношения (1.20) правая часть неравенства (1.47) при 0→ε  
сходится к нулю, откуда следует справедливость равенства (1.46).  
Выполнимость условия (1.43) доказана. 
 Найдем оценку вида (1.44). Запишем разность ),(),( 0 tsgtsg −ε  в  

виде 

=−ε ),(),( 0 tsgtsg [ ]
0

( , , )h s t d
ε

κ
′κ κ∫ ,    (1.48) 

где 
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=κ ),,( tsh α−α−α κ+





































κ+
−

κ+−α )(

)(
  

)(

1

)(

1

1

1
  exp

11 s

sf

ts
A . 

Найдем [ ]( , , )h s t κ
′κ . Для этого запишем ),,( tsh κ  в более кратком виде 

=κ ),,( tsh [ ] ακ+
κϕ

)(

)(
),,(  exp

s

sf
tsA , 

где 

=κϕ ),,( ts 













κ+
−

κ+−α −α−α 11 )(

1

)(

1

1

1

ts
. 

Имеем 

[ ]( , , )h s t κ
′κ = [ ][ ] ( )

exp   ( , , ) ( , , )
( )

f s
A A s t s t

sκ α
′ϕ κ ϕ κ +

+ κ
   

      [ ] 1
exp   ( , , ) ( )

( )
A s t f s

s α
κ

′ 
+ ϕ κ  

+ κ 
 

или с учетом того, что 

[ ]( , , )s t κ
′ϕ κ αα κ+

+
κ+

−=
)(

1

)(

1

ts
, 

1

( )s α
κ

′ 
 

+ κ 
1)( +ακ+

α−=
s

, 

получаем формулу 

[ ]( , , )h s t κ
′κ = 321 WWW ++ , 

где 

[ ] ακ+
κϕ−=

21
)(

)(
),,(  exp

s

sf
tsAAW , 

[ ] αα κ+κ+
κϕ=

)()(

)(
),,(  exp2

st

sf
tsAAW , 

[ ]
13

)(

)(
),,(  exp +ακ+

ακϕ−=
s

sf
tsAW . 
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Тогда равенство (1.48) принимает вид 

),(),( 0 tsgtsg −ε κ+κ+κ= ∫∫∫
εεε

dWdWdW
0

3

0

2

0

1 , 

откуда получаем 

),(),( 0 tsgtsg −ε κ+κ+κ≤ ∫∫∫
εεε

dWdWdW
0

3

0

2

0

1 .    (1.49) 

Используя оценку (1.7), считая в ней 0<νδ , получаем 

                   [ ] ≤
κ+

κϕ⋅≤ α21
)(

)(
),,(  exp 

s

sf
tsAAW

 

[ ] αδδ κ+
κϕν≤

2)(

1
),,(  exp)(

s
tst NAM  

или, учитывая равенство 

[ ]),,(  exp tsκϕνδ












κ+−α
ν













κ+−α
ν−

= −α
δ

−α
δ

11 )(

1

1
exp

)(

1

1
exp

st
 

и неравенство 










−α
ν−

≤












κ+−α
ν−

−α
δ

−α
δ

11

1

1
exp

)(

1

1
exp

tt
, 

имеем 













κ+
−

κ+
≤ −αα 1211

)(
exp

)(

1
 )(

s

k

s
tPW ,     (1.50) 

где 








= −αδ 11 exp )( )(
t

k
tNAMtP ; 

1−α
ν−= δk . 

Заметим, что 0>k . В силу неравенства (1.50) 

≤κ∫
ε

dW
0

1 α

ε

−α κ+
κ













κ+
−∫ 2

0
11

)()(
exp )(

s

d

s

k
tP .        (1.51) 

Проведя в интеграле в правой части неравенства (1.51) замену пере-
менной 
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1)( −ακ+
=τ

s

k
 

и используя обозначение 

1

121

)1(

1

−α
−α

−α

=

k

m , 

получаем 

=
κ+
κ













κ+
−=ε α

ε

−α∫ 2
0

11
)()(

exp:: ),(
s

d

s

k
sI  

=ττ≤ττ= ∫∫
∞

τ−−α
α

ε+

τ−−α
α−α

−α

demdem
s

k

s

k 0

1
1

)(

1
1

1

1

 










−α
−αΓ=ττ= ∫

∞
τ−−

−α
−α

1

12
1

0

1
1
12

1 mdem , 

где 








−α
−αΓ
1

12
 – значение гаммы-функции 

dxexa xa
∫
∞

−−=Γ
0

1)( , 0>a , 

при 
1

12

−α
−α=a . Итак,   

≤ε  ),(1 sI 








−α
−αΓ
1

12
1m .      (1.52) 

В силу неравенств (1.51), (1.52) справедлива оценка 

≤κ∫
ε

dW
0

1 )(
1

12
11 tPm 









−α
−αΓ .          (1.53) 

Заметим, что  

12 W
t

s
W

α










κ+
κ+−= .             (1.54) 

Тогда, учитывая неравенство ts ≤ , получаем в силу (1.54) 
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112 WW
t

s
W ≤









κ+
κ+=

α

, 

следовательно, 

≤κ∫
ε

dW
0

2 κ∫
ε

dW
0

1 .          (1.55) 

В силу неравенств (1.53), (1.55) 

≤κ∫
ε

dW
0

2 )(
1

12
11 tPm 









−α
−αΓ .              (1.56) 

Проведя такие же рассуждения, как при получении неравенства (1.53), 
приходим к оценке вида 

)(
1 33

0

3 tPmdW 








−α
αΓ≤κ∫

ε

,                  (1.57) 

где 

1

3

)1(

1

−α
α

−α

=

k

m ; 






α= −αδ 13 exp)()(
t

k
tNMtP . 

Из соотношений (1.49), (1.53), (1.56) (1.57) следует выполнимость усло-
вия (1.44) с константой ),( 0εtC , равной сумме правых частей неравенств 

(1.53), (1.56), (1.57).  
Равенство (1.40) доказано. Из соотношений (1.34), (1.40) вытекает 

справедливость предельного перехода (1.12). Лемма 1.3 доказана. 
 Лемма 1.4. При любом фиксированном 1>α  и выполнении условия 

0<ν  функция )(0 tx , задаваемая формулой (1.13), является решением 

уравнения (1.1). 
 Доказательство. Запишем )(0 tx  в виде 

dstsgtx
t

∫=
0

00 ),()( , 

где ),(0 tsg  задается формулой (1.25). В силу равенства (1.30) функция 

),(0 tsg непрерывна по ),( ts . Покажем, что     

0
lim

+→s
[ ]0( , ) 0

t
g s t ′ = .        (1.58) 
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При ],0( ts ∈  получаем 

[ ]0( , )
t

g s t ′ = =



























 −
−α α−α−αα s

sf

ts
AA

t

)(
  

11

1

1
 exp

1
11

 

),(
1

0 tsgA
t α= .                             (1.59) 

Из соотношений (1.30), (1.59) следует равенство (1.58). Доопределим 

производную [ ]0( , )
t

g s t ′  по непрерывности в нуле:  

[ ] [ ]0 0
00

( , ) lim ( , ) 0
t tss

g s t g s t
→ +=

′ ′= = .           (1.60) 

В силу равенства (1.60) производная [ ]0( , )
t

g s t ′  непрерывна по ),( ts . 

Следовательно, при нахождении производной )(0 tx′  можно применить 

формулу (1.6): 

)(0 tx′ [ ]0 0

0

( , ) ( , )
t

t
g s t ds g t t′= +∫ . 

Учитывая равенство α=
t

tf
ttg

)(
),(0 , формулу (1.59) и замкнутость опера-

тора A, получаем 

 )(0 tx′
αα += ∫ t

tf
dstsgA

t

t
)(

),(
1

0

0 ,  

откуда следует, что )()()( 00 tftxAtxt +=′α . Лемма 1.4 доказана. 

 Теорема 1.1 доказана. 
 Теорема 1.2. При любом фиксированном ],0( 0ε∈ε  задача (1.2), 

(1.3) при 1=α  имеет решение 

ds
s

sf

s

t
Ax

t
Atx

t

ε+









ε+
ε++









ε
ε+= ∫εε

)(
lnexplnexp)(

0

0, .     (1.61) 

При 1−<ν  и выполнении условия 

,0
0

lim 0xδ− ν
εε →

 ε =         (1.62) 
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справедлив предельный переход  
 

)()(lim 0
0

txtx =ε→ε
, ),0( ∞∈t ,            (1.63) 

где 

ds
s

sf

s

t
Atx

t
)(

lnexp)(
0

0 ∫ 






= .        (1.64) 

Предельная функция )(0 tx  является решением уравнения (1.1) при 1=α . 

Это решение ограничено при 0+→t . Если функция )(tf  ограничена на 

),0[ ∞ ,  то )(0 tx  ограничено на ),0( ∞ . 

 Замечание 1.2. Для выполнимости условия (1.62) достаточно, чтобы 
для любого ],0(],0( 0* ε⊂ε∈ε , где *ε  – произвольное сколь угодно  

малое положительное число, не превосходящее 0ε , выполнялось нера-

венство 
ρ+ν

ε
δε≤ 00, Lx , 

где const0 =L , 00 >L ; ρ  – произвольное сколь угодно малое фиксиро-

ванное положительное число.  
 Теорема 1.2 справедлива в силу лемм 1.5 – 1.8, изложенных ниже. 
 Лемма 1.5. При любом фиксированном ],0( 0ε∈ε  задача (1.2), (1.3) 

при 1=α  имеет решение вида (1.61). 

Доказательство. Заменой переменной ε−ε= τet  задача (1.2), (1.3) 

сводится к задаче вида 

)()()( τ+τ=τ′ εεε guAu , ∞<τ≤0 ,     (1.65) 

0,)0( εε = xu ,                  (1.66) 

где ( )ε−ε=τ τ
εε exu ::)( , ( )ε−ε=τ τ

ε efg ::)( . 

Задача (1.65), (1.66) – это стандартная задача Коши вида (1.16), 
(1.17). Применяя формулу (1.18), получаем решение задачи (1.65), (1.66): 

∫
τ

ε
µ−τ

ε
τ

ε µµ+=τ
0

)(
0, )()( dgexeu AA .           (1.67) 

После замены переменной 
ε

ε+=µ s
ln  в интеграле в правой части фор-

мулы (1.67) и возвращения к прежней переменной t формула (1.67) при-
нимает вид (1.61). Лемма 1.5 доказана. 
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 Лемма 1.6. При выполнении условия 1−<ν  функция (1.64) опреде-
лена для любого ),0( ∞∈t  и ограничена при 0+→t . Если функция )(tf  

ограничена на ),0[ ∞ ,  то )(0 tx  ограничена на ),0( ∞ .  

 Доказательство. Возьмем произвольное фиксированное 0>t .  
В силу сильной непрерывности операторной экспоненты и непрерывно-
сти функции )(sf  подынтегральная функция 

=),(0 tsg
s

sf

s

t
A

)(
lnexp 








                  (1.68) 

непрерывна и, следовательно, интегрируема на любом промежутке 
],[ th , h  – произвольное сколь угодно малое положительное число. По-

кажем, что 
0),(lim 0

0
=

+→
tsg

s
.          (1.69) 

Используя оценку (1.7), считая в ней 1−<νδ  (см. замечание 1.1), получа-

ем при ],0( ts ∈ : 

≤






≤
s

sf

s

t
Atsg

)(
lnexp),(0 =







νδδ ss

t
tNM

1
lnexp)(  

0)(
0

1

+→

ν−−ν
δ →= δδ

s
sttNM ,                            (1.70) 

ибо 01 >ν−− δ . Из (1.70) следует соотношение (1.69). Учитывая равенст-

во (1.69), доопределим функцию ),(0 tsg  по непрерывности в нуле: 

0),(lim),0( 0
0

0 ==
+→

tsgtg
s

.            (1.71) 

Таким образом, точка 0=s  является устранимой точкой разрыва подын-
тегральной функции ),(0 tsg . Отсюда следует сходимость несобственно-

го интеграла dstsg
t

∫
0

0 ),( , т.е. существование функции (1.64).  

 Из соотношения (1.70) видно, что  

≤),(0 tsg δδ ν−−
δ

1)( sttNM v . 

Тогда 

≤∫ dstsg
t

0

0 ),( )()(
0

1 tN
M

sdsttNM
t

v

δ

δν−−
δ ν−

=∫ δδ . 
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Следовательно, в силу неравенства 

dstsgdstsg
tt

∫∫ ≤
0

0

0

0 ),(),(  

справедлива оценка 

)(0 tx )(tN
M

δ

δ

ν−
≤ ,                                   (1.72) 

из которой видна ограниченность функции (1.64) при 0+→t . Если 

функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , то из неравенства (1.72) следует ог-

раниченность функции (1.64) на ),0( ∞ . Лемма 1.6 доказана.  

 Лемма 1.7. При 1−<ν  и выполнении условия (1.62) справедлив 
предельный переход (1.63), где )(txε , )(0 tx  задаются соответственно 

формулами (1.61), (1.64). 
 Доказательство. Покажем вначале, что при каждом ),0( ∞∈t  

0lnexp
0

0,
→ε

ε →








ε
ε+

x
t

A .           (1.73) 

Применяя оценку (1.7), считая в ней 1−<νδ , и используя условие (1.62), 

получаем 

≤








ε
ε+≤









ε
ε+

εε 0,0, lnexplnexp x
t

Ax
t

A  

0)(
0

0,0, →εε
ν−ν

δε

ν

δ →εε+=








ε
ε+≤ δδ

δ

xtMx
t

M , 

откуда следует соотношение (1.73). 
 В силу соотношения (1.73) для доказательства предельного перехода 
(1.63) осталось показать, что при любом фиксированном ),0( ∞∈t  спра-

ведливо равенство   

dstsgdstsg
tt

∫∫ =ε→ε
0

0

0
0

),(),(lim ,     (1.74) 

для чего, в свою очередь, достаточно показать, что 

0),(),(lim
0

0
0

=−∫ ε→ε
dstsgtsg

t

,     (1.75) 
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где 

=ε ),( tsg
ε+










ε+
ε+

s

sf

s

t
A

)(
lnexp , 

а ),(0 tsg  задается формулой (1.68). Запишем разность ),(),( 0 tsgtsg −ε  в 

виде 

=−ε ),(),( 0 tsgtsg [ ]
0

( , , )h s t d
ε

κ
′κ κ∫ ,           (1.76) 

где 

=κ ),,( tsh
κ+










κ+
κ+

s

sf

s

t
A

)(
lnexp . 

Найдем [ ]( , , )h s t κ
′κ : 

[ ]( , , )h s t κ
′κ = 









κ+
κ+

s

t
AA lnexp ln

t

s κ

′+ κ 
 + κ 

−
κ+s

sf )(

2)(

)(
lnexp

κ+









κ+
κ+−

s

sf

s

t
A  

или с учетом того, что 

ln
t

s κ

′+ κ 
 + κ  )()( κ+κ+

−−=
st

st
,       (1.77) 

получаем формулу 

[ ]( , , )h s t κ
′κ = 21 WW + , 

где 

21
)(

)(
lnexp

κ+κ+
−










κ+
κ+−=

s

sf

t

st

s

t
AAW ; 

22
)(

)(
lnexp

κ+









κ+
κ+−=

s

sf

s

t
AW . 

Тогда равенство (1.76) принимает вид 

),(),( 0 tsgtsg −ε κ+κ= ∫∫
εε

dWdW
0

2

0

1 , 

откуда получаем 
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),(),( 0 tsgtsg −ε κ+κ≤ ∫∫
εε

dWdW
0

2

0

1 . 

Тогда 

sdtsgtsg
t

∫ −ε
0

0 ),(),( sddWsddW
tt

∫ ∫∫ ∫











κ+












κ≤

εε

0 0

2

0 0

1 .  (1.78) 

Используя оценку (1.7), считая в ней 1−<νδ , получаем 

≤
κ+κ+

−









κ+
κ+≤

21
)(

)(
lnexp 

s

sf

t

st

s

t
AAW

2)(

)(

κ+
−










κ+
κ+≤

δν

δ
s

st

s

t

t

tN
 AM . 

Тогда 

κ∫
ε

dW
0

1 ∫
ε ν

δ κ
κ+

−









κ+
κ+≤

δ

0
2)(

)(
d

s

st

s

t

t

tN
 AM .          (1.79) 

Далее, 

=








κ+
κ+










κ+
κ+−=κ

κ+
−










κ+
κ+

∫∫
ε νε ν δδ

00
2)( s

t
d

s

t
d

s

st

s

t

=








κ+
κ+

ν−−
=









κ+
κ+

ν+
−=

εν−−

δ

εν+

δ

δδ

0

1

0

1

1

1

1

1

t

s

s

t
 



















−








ε+
ε+

ν−−
=

δδ ν−−ν−−

δ

11

1

1

t

s

t

s
.    (1.80) 

В силу соотношений (1.79), (1.80) справедливо неравенство 

κ∫
ε

dW
0

1


















−








ε+
ε+≤

δδ ν−−ν−− 11

1 )(
t

s

t

s
tP , 

где 

 
)(

 
1

)(1 t

tNAM
tP

δ

δ

ν−−
= . 
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Тогда 

≤











κ∫ ∫

ε

sddW
t

0 0

1 ds
t

s

t

s
tP

t

∫


















−








ε+
ε+ δδ ν−−ν−−

0

11

1  )( . (1.81) 

Далее,  





















ε+
ε−

ν−
ε+=









ε+
ε+

ν−
ε+=









ε+
ε+ δδδ ν−

δ

ν−

δ

ν−−

∫ t

t

t

st
ds

t

s
tt

1

00

1

;   (1.82) 

δ

ν−

δ

ν−−

ν−
=









ν−
=







 δδ

∫
t

t

st
ds

t

s
tt

00

1

.        (1.83) 

Используя соотношения (1.81) – (1.83), получаем 

≤











κ∫ ∫

ε

sddW
t

0 0

1 0     1)(
)(

0

1

→ε

ν−

δ
→













−




















ε+
ε−ε+

ν−

δ

t
t

t
tP

, 

откуда следует, что 

0lim
0 0

1
0

=











κ∫ ∫

ε

→ε
sddW

t

.                 (1.84) 

Далее, 

               ≤
κ+










κ+
κ+≤

22
)(

)(
lnexp 

s

sf

s

t
AW  

               ≤
κ+










κ+
κ+≤

δν

δ 2)(

1
)(

ss

t
tNM δδ ν−−ν

δ κ+ 2)()( sttNM , 

следовательно, 

κ∫
ε

dW
0

2 ∫
ε

ν−−ν
δ κκ+≤ δδ

0

2)()( dsttNM .                 (1.85) 

Далее, 

              =κ+
ν−−

=κκ+
εν−−

δ

ε
ν−− δδ∫ 0

1

0

2 )(
1

1
)( sds  

[ ]δδ ν−−ν−−

δ
−ε+

ν−−
= 11)(

1

1
ss .                (1.86) 
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В силу соотношений (1.85), (1.86) справедливо неравенство 

κ∫
ε

dW
0

2 [ ]δδ ν−−ν−− −ε+≤ 11
2 )()( sstP , 

где 

δν

δ

δ

ν−−
= ttN

M
tP  )( 

1
)(2 . 

Тогда 

≤











κ∫ ∫

ε

sddW
t

0 0

2 [ ] =−ε+∫ δδ ν−−ν−− sdsstP
t

0

11
2 )()(  

[ ] 0     )()(
1

0
2

→ε

ν−ν−ν−

δ
→−ε−ε+

ν−
= δδδ tttP , 

откуда следует, что 

0lim
0 0

2
0

=











κ∫ ∫

ε

→ε
sddW

t

.     (1.87) 

В силу соотношений (1.78), (1.84), (1.87) справедлив предельный пере-
ход (1.75), откуда следует равенство (1.74). Из соотношений (1.73), (1.74) 
вытекает справедливость предельного перехода (1.63). Лемма 1.7 доказана. 
 Лемма 1.8. При выполнении условия 1−<ν  функция )(0 tx , зада-

ваемая формулой (1.64), является решением уравнения (1.1) при 1=α . 
 Доказательство. Запишем )(0 tx  в виде 

dstsgtx
t

∫=
0

00 ),()( , 

где ),(0 tsg  задается формулой (1.68). В силу равенства (1.71) функция 

),(0 tsg непрерывна по ),( ts . Покажем, что     

0
lim

+→s
[ ]0( , ) 0

t
g s t ′ = .                   (1.88) 

При ],0( ts ∈  получаем 

[ ]0( , )
t

g s t ′ = =








s

sf

s

t
AA

t

)(
lnexp

1
),(

1
0 tsgA

t
.      (1.89) 
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Из соотношений (1.71), (1.89) следует равенство (1.88). Доопределим 

производную [ ]0( , )
t

g s t ′  по непрерывности в нуле:  

[ ] [ ]0 0
00

( , ) lim ( , ) 0
t tss

g s t g s t
→ +=

′ ′= = .        (1.90) 

В силу равенства (1.90) производная [ ]0( , )
t

g s t ′  непрерывна по ),( ts . 

Следовательно, при нахождении )(0 tx′  можно применить формулу (1.6): 

)(0 tx′ [ ]0 0

0

( , ) ( , )
t

t
g s t ds g t t′= +∫ . 

Учитывая равенство )(),( 1
0 tftttg −= , формулу (1.89) и замкнутость опе-

ратора A, получаем 

)(0 tx′
t

tf
dstsgA

t

t
)(

),(
1

0

0 += ∫ , 

откуда следует, что )()()( 00 tftxAtxt +=′ . Лемма 1.8 доказана. 

 Теорема 1.2 доказана. 
 Рассмотрим случай слабой вырождаемости уравнения (1.1), т.е. слу-
чай 10 <α< . Для нахождения ограниченных в точке вырождения реше-
ний уравнения (1.1) рассмотрим задачу вида 

)()()( tftxAtxt +=′α , ∞<< t0 ,             (1.91) 

0
0

)(lim xtx
t

=
+→

, Ex ∈0 .        (1.92) 

 Теорема 1.3. При 10 <α<  задача (1.91), (1.92) имеет решение 

ds
s

sfst
Ax

t
Atx

t

α

α−α−α−

∫ 













α−
−+














α−
= )(

1
exp

1
exp)(

0

11

0

1

.    (1.93) 

Если { } 0)(|Remax <σ∈λλ=ν A  и функция )(tf  ограничена на 

),0[ ∞ ,  то решение (1.93) ограничено на ),0( ∞ . 

 Доказательство. Заменой 

[ ] α−τα−= 1
1

)1(t  
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уравнение (1.91) сводится к уравнению без вырождения: 

)()()( τ+τ=τ′ guAu , ∞<τ<0 , 

где  

[ ]













τα−=τ α−1

1

)1(::)( xu ;  [ ]













τα−=τ α−1

1

)1(::)( fg . 

Рассмотрим задачу Коши 

)()()( τ+τ=τ′ guAu , ∞<τ≤0 , 

0)0( xu = . 

Используя формулу (1.18), получаем 

[ ]∫ ρρρ−τ+τ=τ
t

dgAxAu
0

0 )()(exp)(exp)( . 

Возвращаясь при ∞<τ<0  к переменной t , получаем формулу (1.93). 

Используя непрерывность решения )(τu , имеем 

0
00

)0()(lim)(lim xuutx
t

==τ=
+→τ+→

, 

т.е. решение (1.93) удовлетворяет начальному условию (1.92). 
 Оценим решение (1.93) по норме: 

ds
s

sfst
Ax

t
Atx

t

α

α−α−α−

∫ 













α−
−+⋅














α−
≤

)(

1
exp

1
exp)(

0

11

0

1

. 

Применяя оценку (1.7), получаем 

                         +








α−
ν

≤ α−δ
δ 0

1

1
exp)( xtMtx  

α

α−α−

δδ ∫ 













α−
−ν+

s

sdst
tNM

t

0

11

1
exp)( .       (1.94) 

Заметим, что   
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=













α−
−ν

ν−
=














α−
−ν

α−α−

δ
δ

α

α−α−

δ∫
tt

st

s

sdst

0

11

0

11

1
exp

1

1
exp  


















α−
ν−

ν−
= α−δ

δ

1

1
exp1

1
t .     (1.95) 

В силу соотношений (1.94), (1.95) 

+








α−
ν

≤ α−δ
δ 0

1

1
exp)( xtMtx 

















α−
ν

−
ν−

α−δ

δ

δ 1

1
exp1)( ttN

M
. (1.96) 

Если 0<ν , то 0<νδ  (см. замечание 1.1). Тогда в силу оценки (1.96) 

+≤ δ 0)( xMtx )(tN
M

δ

δ

ν−
, ∞<< t0 .   (1.97) 

Из неравенства (1.97) видно, что если функция )(tf  ограничена на 

),0[ ∞ , то решение (1.93) ограничено на ),0( ∞ . Теорема 1.3 доказана. 

 Замечание 1.3. Если ftf ≡)( , ∞<≤ t0 , и оператор A обратим, то 

решение (1.93) можно записать в виде 

( )fAx
t

AfAtx 1
0

1
1

1
exp)( −

α−
− +














α−
+−= .               (1.98) 

 Действительно, в этом случае 

( ) =µµ=
α−

−=µ=













α−
−

∫∫
α−α−α−

α

α−α−

α−

dfA
st

sd
s

fst
A

t
t 1

0

11

0

11

1

exp
11

exp   

( ) ( ) =µµ=µµ= −
α−

−
α−

∫∫

α−α−

dfAAAdfAAA

tt

)(exp)(exp 1
1

0

1
1

0

11

 

( )[ ] ( ) =µ=µ
′

µ= α−−
α−

−
α−

α−

∫ 1
0

1
1

0

1

1

1

)(exp)(exp
t

t

fAAdfAA  

fAfA
t

A 11
1

)(
1

exp −−
α−

−













α−
= . 
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Итак, 

=













α−
−

α

α−α−

∫ sd
s

fst
A

t

0

11

1
exp )(

1
exp 1

1
1 fA

t
AfA −

α−
−















α−
+− .  (1.99) 

В силу равенства (1.99) решение (1.93) принимает вид (1.98). 
 Замечание 1.4. Если ftf ≡)( , ∞<≤ t0 , и оператор A обратим, то 

задача (1.91), (1.92) с начальным значением fAx 1
0

−−=  имеет стацио-

нарное решение fAtx 1)( −−= . 

 
 
   
§ 2. Уравнение с вырождающимся коэффициентом  
       общего вида  
        
В банаховом пространстве E изучается вырождающееся в точке 

0=t  уравнение 

)()()()( tftxAtxt +=′ϕ , ∞<< t0 ,             (2.1) 

где )(tx  – искомая функция со значениями в E; A )(EL∈ ; 

( )ECtf );,0[)( ∞∈ ; ( )),0();,0()( ∞∞∈ϕ Ct , 0)0( =+ϕ . 

 Рассматривается также задача Коши для возмущенного уравнения: 

)()()()( tftxAtxt +=′ε+ϕ εε , ∞<≤ t0 ,          (2.2) 

0,)0( εε = xx ,                (2.3) 

где ε  – малый положительный параметр, ],0( 0ε∈ε , const0 =ε , 00 >ε . 

Пусть: 
1) существует конечный предел 

K
t

t
t

=ϕ
α+→

)(
lim

0
,          (2.4) 

где R∈α , 1≥α ; const=K , 0>K ; 
 2) 0<ν  в случае 1>α ; K−<ν  в случае 1=α , где 

{ })(|Remax Aσ∈λλ=ν , K  – константа из условия 1); 

 3) выполняется неравенство 

β−
ε ε≤ Lx 0, , ],0(],0( 0* ε⊂ε∈ε∀ ,       (2.5) 
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где *ε  – сколь угодно малое положительное число, меньшее 0ε ; 

const=L , 0>L , β  – положительное число, удовлетворяющее условию 

α≤β  (здесь α  – константа из условия 1)). 

 Будем называть уравнение (2.1) сильно вырождающимся, если вы-
полняется условие 1). 
 Введем следующие обозначения: 

∫ ε+τϕ
τ=ε

t

s

d
tsI

)(
),( ;  ∫ τϕ

τ=
t

s

d
tsI

)(
),(0 . 

 Теорема 2.1. При любом фиксированном ],0( 0ε∈ε  задача (2.2), 

(2.3) имеет решение  

( ) ( ) ds
s

sf
tsIAxtIAtI

t

)(

)(
),(exp),0(exp)(

0

0, ε+ϕ
+= ∫ εεεε .      (2.6) 

При выполнении условий 1) – 3) справедлив предельный переход 

)()(lim 0
0

tItI =ε→ε
, ),0( ∞∈t ,              (2.7) 

где 

( ) ds
s

sf
tsIAtI

t

)(

)(
),(exp)(

0

00 ϕ
= ∫ .          (2.8) 

Предельная функция )(0 tI  является решением уравнения (2.1); это реше-

ние ограничено при 0+→t ; если )(tf  ограничена на ),0[ ∞ ,  то )(0 tI  

ограничено на ),0( ∞ . 

 Эта теорема справедлива в силу доказываемых ниже лемм 2.1 – 2.5. 
 Лемма 2.1. При любом фиксированном ],0( 0ε∈ε  задача (2.2), (2.3) 

имеет решение вида (2.6). Если 0<ν  и функция )(tf  ограничена на 

),0[ ∞ ,  то это решение ограничено на ),0[ ∞ . 

 Доказательство. Заметим, что 0,)0( εε = xI , т.е. )(tIε  удовлетворяет 

начальному условию (2.3). Применяя формулу для производной опера-
торной экспоненты, правило дифференцирования сложной функции и 
формулу для производной от интеграла с переменным верхним пределом, 
получаем 

( )[ ] ( ) 0,0, ),0(exp
)(

1
),0(exp εεεε ε+ϕ

=′ xtIAA
t

xtIA .           (2.9) 
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Подынтегральная функция 

( )
)(

)(
),(exp),(

ε+ϕ
= εε s

sf
tsIAtsg                 (2.10) 

и ее производная  

[ ]( , )
t

g s tε
′ = ( )

)(

)(
),(exp

)(

1

ε+ϕε+ϕ ε s

sf
tsIAA

t
               (2.11) 

непрерывны по ),( ts . Следовательно, можно применить формулу (1.6): 

′













∫ ε dstsg
t

0

),( [ ]
0

( , ) ( , )
t

t
g s t ds g t tε ε

′= +∫  

или в силу (2.11) и равенства 
)(

)(
),(

ε+ϕ
=ε t

tf
ttg  

 

′













∫ ε dstsg
t

0

),( ( )











+

ε+ϕε+ϕ
= ∫ ε )(

)(

)(
),(exp

)(

1

0

tfds
s

sf
tsIAA

t

t

.   (2.12) 

В силу соотношений (2.9), (2.12) 

)(tIε′ [ ])()(
)(

1
tftIA

t
+

ε+ϕ
= ε  

или )()()()( tftIAtIt +=′ε+ϕ εε , т.е )(tIε  является решением уравнения 

(2.2). Показано, что функция )(tIε  является решением задачи (2.2), (2.3). 

 Пусть 0<ν  и функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ . Покажем, что 

решение )(tIε  ограничено на ),0[ ∞ . Получаем 

( ) dstsgxtIAtI
t

∫ εεεε +⋅≤
0

0, ),(),0(exp)( .               (2.13) 

В силу оценки (1.7) 

( ) ( )),0(exp),0(exp tIMtIA εδδε ν≤ , 

где 0<νδ  (см. замечание 1.1). Следовательно, 

( ) δε ≤ MtIA ),0(exp .                  (2.14) 
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Используя оценку (1.7), получаем 

≤∫ ε dstsg
t

0

),( ( ) ≤
ε+ϕ

ν∫ εδδ

t

ds
s

sf
tsIM

0
)(

)(
),(exp  

( ) =
ε+ϕ

ν≤ ∫ εδδ

t

s

ds
tsItNM

0
)(

),(exp)( ( ) =ν
ν− εδ

δ

δ t
tsItN

M
0

),(exp)(  

( )[ ] )(),0(exp1)( tN
M

tItN
M

δ
εδ

δ

δ

ν−
<ν−

ν−
= .              (2.15) 

Из соотношения (2.15) следует оценка 

dstsg
t

∫ ε
0

),( )(tN
M

δν−
< .          (2.16) 

В силу соотношений (2.13), (2.14), (2.16) имеем 

)()( 0, tN
M

xMtI
δ

εδε ν−
+≤ .                       (2.17) 

По условию функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , т.е. 

 ∞<=
∞∈

CtN
t

)(sup
),0[

.         (2.18)  

Следовательно, в силу оценки (2.17) решение )(tIε  ограничено на ),0[ ∞ . 

Лемма 2.1 доказана.  
 Лемма 2.2. Пусть выполнено условие 1) и 0<ν . Тогда функ-
ция (2.8) определена при любом ),0( ∞∈t и ограничена при 0+→t . Ес-

ли )(tf  ограничена на ),0[ ∞ ,  то )(0 tI  ограничена на ),0( ∞ . 

 Доказательство. Возьмем произвольное фиксированное 0>t . По-
дынтегральная функция 

( )
)(

)(
),(exp),( 00 s

sf
tsIAtsg

ϕ
=                       (2.19) 

непрерывна и, следовательно, интегрируема на любом промежутке 
],[ th , h  – произвольное сколь угодно малое положительное число. То-

гда несобственный интеграл 

dstsgtI
t

∫=
0

00 ),()(       (2.20) 
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сходится, если сходится несобственный интеграл 

dstsg
t

∫
0

0 ),( .           (2.21) 

Покажем сходимость интеграла (2.21). Используя оценку (1.7), в которой 
в силу условия 0<ν  можно считать 0<νδ , имеем 

≤∫ dstsg
t

0

0 ),( ( ) ≤
ϕ

ν∫ δδ

t

ds
s

sf
tsIM

0

0 )(

)(
),(exp  

( ) =
ϕ

ν≤ ∫ δδ

t

s

ds
tsItNM

0

0 )(
),(exp)( ( ) =ν

ν− δ
δ

t
tsItN

M
00 ),(exp)(

( ) )(),(explim1)( 0
0

tN
M

tsItN
M

s δ
δ+→δ ν−

=




 ν−
ν−

= , 

так как в силу условия 1) при любом фиксированном ),0( ∞∈t  

∞=
+→

),(lim 0
0

tsI
s

, следовательно,  

( ) 0),(explim 0
0

=νδ+→
tsI

s
.          (2.22)  

Получена оценка 

dstsg
t

∫
0

0 ),( )(tN
M

δν−
≤ .           (2.23) 

 Из неравенства (2.23) следует сходимость интеграла (2.21) и, тем 
самым, сходимость интеграла (2.20), а также оценка вида  

)()(0 tN
M

tI
δν−

≤ , ),0( ∞∈t  .       (2.24) 

Из неравенства (2.24) видно, что функция )(0 tI  ограничена при 0+→t . 

Если функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , т.е. выполняется условие 

(2.18), то в силу (2.24) )(0 tI  ограничена на ),0( ∞ . Лемма 2.2 доказана. 

 Замечание 2.1. Из условия 1) следует, что при любом фиксирован-
ном ),0( ∞∈t  в случае 1>α  

10
1

)1(

1
~),( −α−α sK

tsI ;                (2.25) 
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в случае 1=α  

sK
tsI

1
ln

1
~),(0             (2.26) 

при 0+→s . 

 Действительно, применяя правило Лопиталя и используя соотноше-
ние (2.4), получаем в случае 1>α   

=








∞
∞=−α=

−α −α
+→

−α
+→

1

0

0

1

0

0 1
),(

lim)1(
1

)1(
1

),(
lim

s

tsI
K

sK

tsI
ss

 

1
1

)(
lim

)1(
1

)(

1

lim)1(
02

22

0
=⋅=

ϕ
=

−α−

ϕ
−

−α=
α

+→−α
−α

+→ K
K

s

s
K

s
s

s
K

ss
; 

в случае 1=α  

=








∞
∞==

+→+→

s

tsI
K

sK

tsI
ss 1

ln

),(
lim

1
ln

1
),(

lim 0

0

0

0
 

1
1

)(
lim

1

)(
1

lim
0

2

0
=⋅=

ϕ
=








−⋅

ϕ
−

=
+→+→ K

K
s

s
K

s
s

s
K

ss
. 

Лемма 2.3. При выполнении условий 1), 2) подынтегральная функ-
ция (2.19) удовлетворяет соотношению 

0),(lim 0
0

=
+→

tsg
s

, ),0( ∞∈t .     (2.27) 

Доказательство. При любом фиксированном 0>t  и любом 
],0( ts ∈  получаем в силу оценки (1.7)    

≤),(0 tsg ( )),(exp
)(

1
)( 0 tsI

s
tNM δδ ν

ϕ
,      (2.28) 

где 0<νδ . В силу неравенства (2.28) для справедливости соотноше-

ния (2.27) достаточно показать, что  

( ) 0),(exp
)(

1
lim 0

0
=








ν

ϕ δ+→
tsI

ss
.                (2.29) 
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В силу условия 0)0( =+ϕ  и соотношения (2.22) выражение под знаком 

предела в формуле (2.29) представляет собой при 0+→s  неопределен-

ность типа 
0

0
. В силу условия 1) имеем αϕ sKs ~)(  при 0+→s . Следо-

вательно,  

( ) ( ) 






 ν=







ν

ϕ δα+→δ+→
),(exp

1
lim

1
),(exp

)(

1
lim 0

0
0

0
tsI

sK
tsI

s ss
.  (2.30) 

В силу соотношения (2.30) для справедливости равенства (2.29) доста-
точно показать, что   

( ) 0),(exp
1

lim 0
0

=






 νδα+→
tsI

ss
.          (2.31) 

Для справедливости соотношения (2.31) достаточно показать, что 

∞−=κ
+→

),(lnlim
0

ts
s

,                (2.32) 

Где  

=κ ),( ts ( )),(exp
1

0 tsI
s

δα ν . 

Имеем 





































ν+α=κ δ
+→+→ s

s

tsI
ts

ss

1
ln

1
ln

),(
lim),(lnlim 0

00
.             (2.33) 

Заметим, что 

∞=
+→ ss

1
lnlim

0
.                   (2.34) 

При 1>α , используя эквивалентность (2.25) и правило Лопиталя, полу-
чаем 

=
∞→γ

+→

=γ

=
−α

=
−α

+→+→
0

1

1
ln

1

lim
)1(

1
1

ln

),(
lim

1

0

0

0
s

s

s

s
K

s

tsI
ss

 

=








∞
∞=

γ
γ

−α
=

−α

∞→γ ln
lim

)1(

1 1

K
∞=γ=

γ

γ −α

∞→γ

−α

∞→γ

1
2

lim
1

1
lim

1

KK
. 
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Итак, при 1>α   

∞=
+→

s

tsI
s 1

ln

),(
lim 0

0
.      (2.35) 

Из соотношений (2.33) – (2.35) следует соотношение (2.32) в случае 1>α .  
При 1=α  в силу эквивалентности (2.26) получаем 

K
s

s
K

s

tsI
ss

1
1

ln

1
ln

lim
1

1
ln

),(
lim

0

0

0
==

+→+→
. 

Следовательно, 

K
s

tsI
s

δ
δ+→

ν
+=



















ν+ 1
1

ln

),(
1lim 0

0
.                  (2.36) 

По условию доказываемой леммы в случае 1=α  выполняется неравенст-
во K−<ν , поэтому можно считать, что K−<νδ  (см. замечание 1.1). 

Следовательно,    

01 <
ν

+ δ

K
.                    (2.37) 

Из формул (2.33), (2.34), (2.36), (2.37) следует соотношение (2.32) в слу-
чае 1=α . Лемма 2.3 доказана. 
 Используя соотношение (2.27), доопределим функцию ),(0 tsg  по 

непрерывности в нуле: 

0),(lim),0( 0
0

0 ==
+→

tsgtg
s

, ),0( ∞∈t .         (2.38) 

 Лемма 2.4. При выполнении условий 1) – 3) справедлив предельный 
переход (2.7). 
 Доказательство. Возьмем произвольное фиксированное 0>t . По-
кажем вначале, что 

( ) 0),0(exp
0

0,
→ε

εε →xtIA .          (2.39) 

В силу неравенства (1.7) справедлива оценка  

( ) ( )),0(exp),0(exp 0,0, tIxMxtIA εδεδεε ν≤             (2.40) 

с 0<νδ . 
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Заметим, что 
),(),(),0( 00 ε++ε=ε ttItItI .          (2.41) 

В силу соотношений (2.40), (2.41) 

( ) ≤εε 0,),0(exp xtIA  

( ) ( )0 ,0 0exp ( , ) exp ( , )M I t t x I tδ δ ε δ ≤ ν + ε ν ε  .         (2.42) 

Заметим, что  

( ) 1),(explim 0
0

=ε+νδ
→ε

ttI .                (2.43) 

В силу условия (2.5) при достаточно малых ε  справедливо неравенство  

( ) ( )),(exp
1

),(exp 000, tILtIx εν
ε

ε≤εν δα
β−α

δε .         (2.44) 

Заметим, что 







α=β

α<β
=ε β−α

→ε .   при   1 

,   при   0 
lim

0
                 (2.45) 

В силу равенства (2.31)  

( ) 0),(exp
1

lim 0
0

=






 εν
ε δα→ε

tI                 (2.46) 

(в качестве переменной s выступает переменная ε ). Из соотношений 
(2.42) – (2.46) следует предельный переход (2.39). 
 В силу соотношения (2.39) для доказательства предельного перехода 
(2.7) осталось показать, что 

dstsgdstsg
tt

∫∫ =ε→ε
0

0

0
0

),(),(lim ,     (2.47) 

где ),( tsgε  и ),(0 tsg  выражаются формулами (2.10) и (2.19). Для спра-

ведливости равенства (2.47) достаточно доказать, что 

0),(),(lim
0

0
0

=−∫ ε→ε
dstsgtsg

t

.     (2.48) 

Как и при доказательстве леммы 1.3, для справедливости соотноше-
ния (2.48) достаточно показать, что подынтегральная функция  

),(),(),( 0 tsgtsgts −=ψ εε , ],0[ ts ∈ , 
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удовлетворяет следующим условиям: 

0),(lim
0

=ψε→ε
ts , ],0[ ts ∈ ;     (2.49)  

),(),( 0ε≤ψε tCts , ],0[ ts ∈ , ],0( 0ε∈ε .    (2.50)  

Покажем, что 

),(),(lim 0
0

tsgtsg =ε→ε
, ],0[ ts ∈ ,        (2.51) 

что будет означать справедливость соотношения (2.49). При ],0( ts ∈  ра-

венство (2.51) выполняется в силу непрерывности функции ),( tsgε . По-

кажем справедливость (2.51) при 0=s . В силу соотношений (1.7), (2.41)  

    ( ) ≤
εϕ

= εε )(

)0(
),0(exp),0(

f
tIAtg ( ) =

εϕ
ν εδδ )(

)0(
),0(exp

f
tIM  

( ) ( )







εν

εϕ
ε+ν= δδδ ),(exp

)(

1
),(exp)0( 00 tIttIfM .      (2.52) 

В силу соотношений (2.29), (2.43) правая часть неравенства (2.52) схо-
дится к нулю при 0→ε . Следовательно,  

0),0(lim
0

=ε
→ε

tg .                   (2.53) 

В силу равенств (2.38), (2.53) 

),0(),0(lim 0
0

tgtg =ε
→ε

, 

что означает справедливость соотношения (2.51) при 0=s . 
 Покажем, что справедлива оценка вида (2.50). 
Имеем  

),(),(),( 0 tsgtsgts +≤ψ εε .             (2.54) 

В силу оценки (1.7) получаем для любых ],0[ ts ∈ , ],0( 0ε∈ε  неравенство  

≤ε ),( tsg ( )),(exp
)(

1
)( tsI

s
tNM εδδ ν

ε+ϕ
,      (2.55) 

где 0<νδ . 

Пусть 

=κε ),( ts ( )),(exp
)(

1
tsI

s
εδν

ε+ϕ
. 
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Положим ξ=ε+s . Тогда 0+→ξ  при 0+→s , 0→ε . Из этой замены 

получаем s−ξ=ε . Тогда 

          =

ε+==τ

ξ==τ

−ξ+τ=

=
−ξ+τϕ

τ=
ε+τϕ

τ= ∫∫ε

tzt

zs

sz

s

dd
tsI

t

s

t

s
,

,
)()(

),(  

),(
)( 0 ε+ξ=

ϕ
= ∫

ε+

ξ

tI
z

zd
t

 

и функция ),( tsεκ  принимает вид 

=κε ),( ts ( )),(exp
)(

1
0 ε+ξν

ξϕ δ tI . 

При достаточно малых  s  и ε  выполняется неравенство t<ξ . Тогда 

=κε ),( ts ( ) ( )),(exp),(exp
)(

1
00 ε+ν








ξν

ξϕ δδ ttItI  

и в силу соотношений (2.29), (2.43) 

),(lim

0 
0

ts
s

ε

→ε
+→

κ ( ) ( ) 0),(exp),(exp
)(

1
  lim 00

0
=













ε+ν







ξν

ξϕ
= δδ+→ξ

ttItI . 

Следовательно, 
∞<ε=κε

ε∈ε
∈

),(),(sup 0

],0(
],0[ 

0

tKts
ts

.             (2.56) 

В силу соотношений (2.55), (2.56) 

≤ε ),( tsg ),()( 0εδ tKtNM ; ],0[ ts ∈ , ],0( 0ε∈ε .      (2.57) 

Оценим второе слагаемое в правой части неравенства (2.54). При любом 
],0( ts ∈  для ),(0 tsg  справедлива оценка (2.28). 

Пусть   

=κ ),( ts ( )),(exp
)(

1
0 tsI

s δν
ϕ

. 

В силу соотношения (2.29) 

0),(lim
0

=κ
+→

ts
s

, 
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следовательно, 
∞<=κ

∈
)(),(sup

],0( 
tKts

ts
.                 (2.58) 

В силу соотношений (2.28), (2.58) 

≤),(0 tsg )()( tKtNM δ , ],0( ts ∈ .             (2.59) 

В силу равенства (2.38) 0),0(0 =tg . Тогда 00),0(0 ==tg  и вместо 

неравенства (2.59) можно записать оценку вида 

≤),(0 tsg )()( tKtNM δ , ],0[ ts ∈ .             (2.60) 

В силу соотношений (2.54), (2.57), (2.60) 

≤ψε ),( ts [ ])(),()( 0 tKtKtNM +εδ , ],0[ ts ∈ , ],0( 0ε∈ε . 

Получена оценка вида (2.50). Лемма 2.4 доказана. 
 Лемма 2.5. При выполнении условий 1), 2) предельная функция 

)(0 tI  является решением уравнения (2.1). 

 Доказательство. В силу соотношения (2.38) подынтегральная 
функция (2.19) непрерывна по ),( ts . Далее,  

[ ]0( , )
t

g s t ′ = ( ) ),(
)(

1

)(

)(
),(exp

)(

1
00 tsgA

ts

sf
tsIAA

t ϕ
=

ϕϕ
. 

В силу соотношений (1.7), (2.29) 

[ ]0( , )
t

g s t ′ ( ) ≤
ϕ

ν
ϕ

≤ δδ )(

)(
),(exp

)(

1
0 s

sf
tsIMA

t
 

( ) 0    ),(exp
)(

1
)(

)(

1
0

0
+→

δδ →







ν

ϕϕ
≤

s
tsI

s
tNMA

t
.        (2.61) 

В силу соотношения (2.61) 

0
lim

+→s
[ ]0( , ) 0

t
g s t ′ = .     (2.62) 

Используя равенство (2.62), доопределим производную ttsg ]),([ 0 ′  по не-

прерывности в нуле:  

[ ] [ ]0 0
00

( , ) lim ( , ) 0
t tss

g s t g s t
→ +=

′ ′= = .        (2.63) 

В силу соотношения (2.63) производная [ ]0( , )
t

g s t ′  непрерывна по ),( ts . 

Следовательно, можно применить формулу (1.6): 
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)(0 tI ′ [ ]0 0

0

( , ) ( , )
t

s tt
g s t ds g s t =

′= + =∫  

=











+

ϕ
=

ϕ
+

ϕ
= ∫∫ )(),(

)(

1

)(

)(
),(

)(

1

0

0

0

0 tfdstsgA
tt

tf
dstsgA

t

tt

 

[ ])()(
)(

1
0 tftIA

t
+

ϕ
= . 

Получили формулу 

)(0 tI ′ [ ])()(
)(

1
0 tftIA

t
+

ϕ
= . 

Тогда )()()()( 00 tftIAtIt +=′ϕ , т.е. функция )(0 tI  является решением 

уравнения (2.1). Лемма 2.5 доказана. 
 Теорема 2.1 доказана. 
 Замечание 2.2. При ftf ≡)( , ∞<≤ t0 , решение задачи (2.2), (2.3) 

можно записать в виде 

( ) ( )fAxtIAfAtI 1
0,

1 ),0(exp)( −
εε

−
ε ++−=  

и )()(lim 0
0

tItI =ε→ε
, ∞<< t0 , где fAtI 1

0 )( −−=  – стационарное реше-

ние уравнения   

ftxAtxt +=′ϕ )()()( , ∞<< t0 . 

 Будем называть уравнение (2.1) слабо вырождающимся, если вы-
полнено следующее условие: 
 а) существует конечный предел 

K
t

t
t

=ϕ
α+→

)(
lim

0
, 

где R∈α , 10 <α< ; const=K , 0>K . 
 Для нахождения ограниченных в точке вырождения решений урав-
нения (2.1) в случае его слабой вырождаемости рассмотрим задачу вида 

)()()()( tftxAtxt +=′ϕ , ∞<< t0 ,              (2.64) 

0
0

)(lim xtx
t

=
+→

, Ex ∈0 .      (2.65) 

Из условия а) следует, что для любого 0>t  
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∞<
τϕ
τ= ∫

t
d

tI
0

0 )(
),0( .           (2.66) 

Действительно, при любом фиксированном 0>t  имеем в силу ус-
ловия а) 

∞<
τϕ

τ=
α

≤τ< )(
sup)(

0 t
tH . 

Тогда 

∞<
α−

=
α−

τ=
τ

τ≤
τ

τ
τϕ

τ=
τϕ
τ α−α−

αα

α

∫∫∫ 1
)(

1
)()(

)()(

1

0

1

000

t
tHtH

d
tH

dd
tttt

. 

 Из полученной оценки  

α−
≤

α−

1
)(),0(

1

0
t

tHtI  

следует, что  
0),0(lim 0

0
=

+→
tI

t
.            (2.67) 

 Теорема 2.2. При выполнении условия а) задача (2.64), (2.65) имеет 
решение 

( ) ( ) ds
s

sf
tsIAxtIAtx

t

)(

)(
),(exp),0(exp)(

0

000 ϕ
+= ∫ .          (2.68) 

Если { } 0)(|Remax <σ∈λλ=ν A  и функция )(tf  ограничена на 

),0[ ∞ ,  то решение (2.68) ограничено на ),0( ∞ . 

 Доказательство. Заметим, прежде всего, что в силу соотноше-
ния (2.66) функция )(tx  определена корректно. Тот факт, что функция 

(2.68) является решением уравнения (2.64), устанавливается непосредст-
венной подстановкой этой функции в данное уравнение. Покажем, что )(tx  

удовлетворяет начальному условию (2.65). В силу соотношения (2.67)    

( ) 000
0

),0(explim xxtIA
t

=
+→

,     (2.69) 

следовательно, осталось показать, что 

0)(lim 0
0

=
+→

tI
t

,           (2.70) 

где )(0 tI  – второе слагаемое в правой части формулы (2.68). Используя 

оценку (1.7), получаем 
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 ( )
)(

),(exp)()(
0

00 s

ds
tsItNMtI

t

ϕ
ν≤ ∫ δδ .                 (2.71) 

Заметим, что   

( ) ( ) =ν
ν−

=
ϕ

ν δ
δ

δ∫
t

t

tsI
s

ds
tsI

00

0

0 ),(exp
1

)(
),(exp  

( )[ ]),0(exp1
1

0 tIδ
δ

ν−
ν−

= .                (2.72) 

В силу соотношений (2.71), (2.72) 

( )[ ]),0(exp1)()( 00 tItN
M

tI δ
δ

δ ν−
ν−

≤ .         (2.73) 

В силу равенства (2.67) правая часть неравенства (2.73) сходится к нулю 
при 0+→t , откуда следует соотношение (2.70). В силу соотноше-

ний (2.69), (2.70) функция (2.68) удовлетворяет начальному усло-
вию (2.65). Далее, используя оценку (1.7) и неравенство (2.73), получаем 

( ) ( )[ ]),0(exp1)(),0(exp)( 000 tItN
M

xtIMtx δ
δ

δ
δδ ν−

ν−
+ν≤ . (2.74) 

Если 0<ν , то за счет выбора δ  можно считать 0<νδ . Тогда из нера-

венства (2.74) имеем 

)()( 0 tN
M

xMtx
δ

δ
δ ν−

+≤ , ∞<< t0 .   (2.75) 

Из оценки (2.75) вытекает, что если )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , т.е. вы-

полняется соотношение (2.18), то решение (2.68) ограничено на ),0( ∞ . 

Теорема 2.2 доказана. 
 Замечание 2.3. Если ftf ≡)( , ∞<≤ t0  и оператор A обратим, то 

решение (2.68) можно записать в виде 

( ) ( )fAxtIAfAtx 1
00

1 ),0(exp)( −− ++−= . 

 Замечание 2.4. В случае обратимости оператора A задача (2.64), 

(2.65) с начальным значением fAx 1
0

−−=  имеет стационарное решение 

fAtx 1)( −−= . 
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Г л а в а  II 
 

УРАВНЕНИЕ ПЕРВОГО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМ  
НЕОГРАНИЧЕННЫМ ОПЕРАТОРНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ 

 
§ 1. Уравнение с вырождающимся коэффициентом  
        степенного вида  
 
В банаховом пространстве E изучается вырождающееся в точке 

0=t  уравнение 

)()()( tftxAtxt +=′α , ∞<< t0 ,                 (1.1) 

с неограниченным линейным оператором EEADA →⊂)(: ;  

( )ECtf );,0[)( ∞∈ ; ),0( ∞∈α . 

 Везде в главе II под решением уравнения (1.1) понимается его силь-

ное решение, т.е. функция ( )ECtx );,0()( 1 ∞∈ , удовлетворяющая дан-

ному уравнению. 
Рассмотрим задачу Коши для возмущенного уравнения: 

)()()()( tftxAtxt +=′ε+ εε
α , ∞<≤ t0 ,             (1.2) 

0,)0( εε = xx , )(0, ADx ∈ε ,                (1.3) 

где ε  – малый положительный параметр, ],0( 0ε∈ε , const0 =ε , 00 >ε . 

 Под решением задачи (1.2), (1.3) понимается функция 

( )ECtx );,0[)( 1 ∞∈ε , удовлетворяющая уравнению (1.2) и начальному 

условию (1.3). 
 Пусть: 
 1) A  – производящий оператор полугруппы )(tU  класса 0C , т.е. 

полугруппы, сильно непрерывной при 0>t  и удовлетворяющей условию    

xxtU
t

=
+→

)(lim
0

, Ex ∈ ;                 (1.4) 

 2) )()( ADtf ∈ , ∞<≤ t0 ; ( )ECtfA );,0[)( ∞∈ . 

 Заметим, что в силу условия (1.4) можно считать  

IU =)0( .                (1.5) 

Укажем некоторые факты, которые будут использованы в дальней-
шем. В силу условия 1) имеем [6, с. 17] 

)()( ADxtU ∈ , )(ADx ∈∀ , ),0[ ∞∈∀ t ;            (1.6) 
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xtUAxtU )()( =′ , )(ADx ∈ ;                   (1.7) 

xAtUxtUA )()( = , )(ADx ∈ ;                    (1.8) 

EAD =)( , A – замкнут.                        (1.9) 

Пусть ω  – тип полугруппы )(tU  класса 0C :  

t

tU

t

)(ln
lim

∞→
=ω . 

Справедлива оценка [1, с. 211] 

)exp()( tMtU δδ ω≤ , ∞<≤ t0 ,            (1.10) 

где const=δM , 0>δM ; δ+ω=ωδ , δ  – произвольное сколь угодно ма-

лое положительное число.  
 Замечание 1.1. В дальнейшем в оценке (1.10) число δ  берется на-
столько малым, что 0<ωδ  в случае 0<ω  и c−<ωδ  в случае c−<ω , 

где 0>c . 

 Теорема 1.1. При выполнении условий 1), 2) задача (1.2), (1.3) при 
любом фиксированном 1>α  и любом фиксированном ],0( 0ε∈ε  имеет 

решение 

+























ε+
−

ε−α
= ε−α−αε 0,11

  
)(

11

1

1
)( x

t
Utx  

∫ α−α−α ε+






















ε+
−

ε+−α
+

t

ds
s

sf

ts
U

0
11 )(

)(
 

)(

1

)(

1

1

1
.          (1.11) 

При 0<ω  и выполнении условия  

HLx −
ε ε≤ 00, ,     (1.12) 

где const0 =L , 00 >L ;  H – произвольное фиксированное сколь угодно 

большое вещественное положительное число, справедлив предельный 
переход 

)()(lim 0
0

txtx =ε
→ε

, ),0( ∞∈t ,         (1.13) 

где 

∫ α−α−α 














 −
−α

=
t

ds
s

sf

ts
Utx

0
110

)(
 

11

1

1
 )( .                   (1.14) 
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Предельная функция )(0 tx  является решением уравнения (1.1). Это ре-

шение ограничено при 0+→t . Если функция )(tf  ограничена на 

),0[ ∞ ,  то )(0 tx  ограничено на ),0( ∞ . 

 Теорема 1.1 справедлива в силу лемм 1.1 – 1.4, изложенных ниже. 
 Лемма 1.1. При выполнении условий 1), 2) задача (1.2), (1.3) при 
любом фиксированном 1>α  и любом фиксированном ],0( 0ε∈ε  имеет 

решение вида (1.11). 
 Доказательство. Как и при доказательстве леммы I.1.1, задача (1.2), 
(1.3) сводится с помощью замены переменной к задаче вида (I.1.14), 
(I.1.15), т.е. к стандартной задаче Коши вида (I.1.16), (I.1.17). Известно [6, 
с. 24], что задача (I.1.16), (I.1.17) с оператором H, являющимся произво-
дящим оператором полугруппы )(tV  класса 0C , имеет единственное ре-

шение     

∫
τ

µµµ−τ+τ=τ
0

0 )()()()( dgVuVu .            (1.15) 

Следовательно, задача (I.1.14), (I.1.15) имеет решение вида 

∫
τ

εεε µµµ−τ+τ=τ
0

0, )()()()( dgUxUu .                     (1.16) 

После замены переменной 













ε+
−

ε−α
=µ −α−α 11 )(

11

1

1

s
 

в интеграле в правой части формулы (1.16) и возвращения к прежней пе-
ременной t  формула (1.16) принимает вид (1.11). Лемма 1.1 доказана. 
 Лемма 1.2. При любом фиксированном 1>α  и выполнении условия 

0<ω  функция (1.14) определена для любого ),0( ∞∈t  и ограничена при 

0+→t . Если функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , то )(0 tx  ограничена 

на ),0( ∞ . 

 Доказательство. Возьмем произвольное фиксированное 0>t .  
В силу сильной непрерывности полугруппы )(•U  и непрерывности 

функции )(sf  подынтегральная функция   

α−α−α 














 −
−α

=
s

sf

ts
Utsg

)(
 

11

1

1
 ),(

110 ,                   (1.17) 
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представляющая собой композицию сильно непрерывной оператор-
функции и непрерывной векторной функции, непрерывна и, следователь-
но, интегрируема на любом промежутке ],[ th , где h  – произвольное 

сколь угодно малое положительное число. Покажем, что 

0),(lim 0
0

=
+→

tsg
s

.          (1.18) 

Используя оценку (1.10), считая в ней 0<ωδ  (см. замечание 1.1), полу-

чаем при ],0( ts ∈  

             ≤














 −
−α

≤ α−α−α s

sf

ts
Utsg

)(
 

11

1

1
 ),(

110  
















 −
−α

ω
≤ −α−α

δ
αδ  

11

1
exp

1
)(

11 tss
tNM .            (1.19) 

Итак, 

≤),(0 tsg )(
1

1
exp)(

1
sh

t
tNM 









−α
ω−

−α
δ

δ ,              (1.20) 

где 










−α
ω

= −α
δ

α 1

1

1
exp

1
)(

ss
sh . 

В силу равенства (I.1.20) 

0)(lim
0

=
+→

sh
s

.                (1.21) 

Из соотношений (1.20), (1.21) следует равенство (1.18). 
Используя равенство (1.18), доопределим функцию ),(0 tsg  по не-

прерывности в нуле: 

0),(lim),0( 0
0

0 ==
+→

tsgtg
s

.            (1.22) 

Итак, точка 0=s  является устранимой точкой разрыва подынте-
гральной функции ),(0 tsg . Отсюда следует сходимость несобственного 

интеграла dstsg
t

∫
0

0 ),( , т.е. существование функции (1.14). Запишем 

оценку (1.19) в виде 

≤),(0 tsg ),()( tsvtNM δ ,            (1.23) 
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где 


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











 −
−α

ω
= −α−α

δ
α 11

11

1
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1
),(

tss
tsv . 

Имеем 

=∫
t

dstsv
0

),( =




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







 −
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 −
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                      =
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

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

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 −
−α

ω
ω
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1
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δ

−α−α
δ

+→δδ ω
−=















 −
−α

ω
ω

+
ω

−= 111

1
explim

11
110 tss

. 

Получили равенство 

=∫
t

dstsv
0

),(
δω

− 1
.                                       (1.24) 

В силу соотношений (1.23), (1.24) 

≤∫ dstsg
t

0

0 ),( )(tN
M

δ

δ

ω−
, 

следовательно, справедлива оценка 

)(0 tx )(tN
M

δ

δ

ω−
≤ ,                                 (1.25) 

из которой видно, что функция (1.14) ограничена при 0+→t . Если 

функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , то из неравенства (1.25) следует ог-

раниченность функции (1.14) на ),0( ∞ . Лемма 1.2 доказана.  

 Лемма 1.3. Пусть выполнены условия 1), 2). Тогда при любом фик-
сированном 1>α , 0<ω  и выполнении неравенства (1.12) справедлив 
предельный переход (1.13), где )(txε , )(0 tx  задаются соответственно 

формулами (1.11), (1.14). 
 Доказательство. Покажем вначале, что при каждом ),0( ∞∈t  

,0
0

lim ( ) 0H t xε εε →
  =  ,            (1.26) 
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где 


















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
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ε+
−

ε−α
= −α−αε  

)(

11

1

1
 )(

11 t
UtH .              (1.27) 

Имеем 

0,0, )()( εεεε ≤ xtHxtH .          (1.28) 

Используя оценку (1.10), считая в ней 0<ωδ , получаем 

                 ≤ε )(tH =


















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δ 11 )(
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           ≤

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
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



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

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δ
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δ

δ 11

1

1
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1
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t
M  

 



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



ε−α
ω
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


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≤ −α
δ
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δ

δ 11

1

1
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1

1
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M . 

Итак,  

≤ε )(tH 








ε−α
ω


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





−α
ω−

−α
δ

−α
δ

δ 11

1

1
exp

1

1
exp

t
M .        (1.29) 

В силу соотношений (1.12), (1.28), (1.29) 

≤εε 0,)( xtH 








ε−α
ω

ε





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

−α
ω−

−α
δ

−α
δ

δ 1

0

1

1

1
exp

1

1
exp

H

L

t
M .     (1.30) 

В силу равенства (I.1.20) справедливо соотношение  

0
1

1
exp

1
lim

10
=

















ε−α
ω

ε −α
δ

→ε H
.    (1.31) 

Из соотношений (1.30), (1.31) следует равенство (1.26). 
 В силу равенства (1.26) для доказательства предельного перехо-
да (1.13) осталось показать, что при любом фиксированном 

),0( ∞∈t справедливо соотношение  

dstsgdstsg
tt

∫∫ =ε→ε
0

0

0
0

),(),(lim ,     (1.32) 
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т.е. 

[ ] 0),(),(lim
0

0
0

=−∫ ε→ε
dstsgtsg

t

,     (1.33) 

где 

α−α−αε ε+













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
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
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

ε+
−

ε+−α
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)(
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)(

1

)(

1

1

1
  ),(

11 s

sf

ts
Utsg , 

а функция ),(0 tsg  задается формулой (1.17). Напомним, что ),(0 tsg  до-

определена по непрерывности в нуле: 0),0(0 =tg  (см. формулу (1.22)). 

Для справедливости равенства (1.33) достаточно показать, что 

0),(),(lim
0

0
0

=−∫ ε→ε
dstsgtsg

t

.     (1.34) 

Как и при доказательстве леммы I.1.3, для справедливости соотношения 
(1.34) достаточно показать, что подынтегральная функция 

),(),(),( 0 tsgtsgts −=ψ εε , ],0[ ts ∈ , 

удовлетворяет условиям вида (I.1.43), (I.1.44).  
Покажем, что выполняется условие вида (I.1.45), что будет означать 

справедливость соотношения вида (I.1.43). При ],0( ts ∈  равенство вида 

(I.1.45) выполняется в силу непрерывности функции ),( tsgε  по перемен-

ной ε  на промежутке ],0[ 0ε , в частности, в точке 0=ε .Покажем спра-

ведливость предельного перехода вида (I.1.45) при 0=s . Для этого дос-
таточно показать, что    

0),0(lim
0

=ε→ε
tg ,                (1.35) 

ибо 0),0(0 =tg  (см. формулу (1.22)). Имеем 

αεε ε
= )0(

)(),0(
f

tHtg , 

где )(tH ε  задается формулой (1.27). Используя оценку (1.29), получаем 

≤ε ),0( tg 







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
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

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δ 11

1

1
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1
exp)0(

t
fM .    (1.36) 
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Из соотношений (1.31), (1.36) следует равенство (1.35). Выполнимость 
условия вида (I.1.43) доказана. 
 Найдем оценку вида (I.1.44). Запишем разность ),(),( 0 tsgtsg −ε  в 

виде 

=−ε ),(),( 0 tsgtsg [ ]
0

( , , )h s t d
ε

κ
′κ κ∫ ,    (1.37) 

где 
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11 s
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U . 

Найдем [ ]( , , )h s t κ
′κ . Для этого запишем ),,( tsh κ  в более кратком виде: 

=κ ),,( tsh [ ] ακ+
κϕ

)(

)(
),,( 

s

sf
tsU , 

где 

=κϕ ),,( ts 













κ+
−

κ+−α −α−α 11 )(

1

)(

1

1

1

ts
. 

Применяя соотношения (1.6), (1.7) а также правило дифференцирования 
композиции оператор-функции и векторной функции и проведя такие же 
выкладки, как при доказательстве леммы I.1.3, получаем формулу  

[ ]( , , )h s t κ
′κ = 321 WWW ++ ,       (1.38) 

где 

[ ] ακ+
κϕ−=

21
)(

)(
),,( 

s

sf
tsAUW ; 

[ ] αα κ+κ+
κϕ=

)()(

)(
),,( 2

st

sf
tsAUW ; 

[ ]
13

)(

)(
),,( +ακ+

ακϕ−=
s

sf
tsUW . 

Используя соотношения (1.37), (1.38), получаем неравенство 

),(),( 0 tsgtsg −ε κ+κ+κ≤ ∫∫∫
εεε

dWdWdW
0

3

0

2

0

1 .       (1.39) 
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В силу условия 2) и формулы (1.8) выражения 1W , 2W  можно записать в 

виде 

[ ] ακ+
κϕ−=

21
)(

)(
),,( 

s

sfA
tsUW ; 

[ ] αα κ+κ+
κϕ=

)()(

)(
),,( 2

st

sfA
tsUW . 

Пусть 

)(max)(
0

sfAtM
ts≤≤

= .        (1.40) 

Применяя оценку (1.10), считая в ней 0<ωδ , и проведя те же выкладки, 

что и при доказательстве леммы I.1.3, получаем неравенство 

≤κ∫
ε
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0

1 )(
1

12
11 tPm 


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где 
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 – значение гаммы-функции )(aΓ  при 

1

12

−α
−α=a . 

Заметим, что  
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Тогда, учитывая неравенство ts ≤ , получаем 

112 WW
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, 

следовательно, 

≤κ∫
ε

dW
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2 κ∫
ε

dW
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1  

а, значит, в силу неравенства (1.41) 
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Проведя такие же рассуждения, как при получении неравенства 
(1.41), приходим к оценке вида 

)(
1 33

0

3 tPmdW 








−α
αΓ≤κ∫

ε

,                    (1.43) 

где  

1

3

)1(

1

−α
α

−α

=

k

m ; 






α= −αδ 13 exp)()(
t

k
tNMtP ; 

1−α
ω−= δk . 

Из соотношений (1.39), (1.41) – (1.43) следует выполнимость усло-
вия вида (I.1.44) с ),( 0εtC , равной сумме правых частей неравенств 

(1.41) – (1.43). Равенство (1.32) доказано. Из соотношений (1.26), (1.32) вы-
текает справедливость предельного перехода (1.13). Лемма 1.3 доказана. 
 Лемма 1.4. Пусть выполнены условия 1), 2). Тогда при любом фик-
сированном 1>α  и выполнении условия 0<ω  функция )(0 tx , задавае-

мая формулой (1.14), является решением уравнения (1.1). 
 Доказательство. Возьмем произвольное фиксированное 0>t . При-
дадим ему приращение 0>∆ t . Тогда  
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Здесь мы воспользовались полугрупповым свойством 
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Используя полученное представление для )(0 ttx ∆+ , имеем 
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Используя оценку (1.10) с 0<ωδ , получаем 
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в силу непрерывности функции )(sf . 

 Исследуем поведение второго слагаемого в правой части формулы 
(1.45) при 0→∆t . Покажем, что  

)()(0 ADtx ∈ .                    (1.47) 

Для справедливости включения (1.47) достаточно, чтобы сходился несоб-
ственный интеграл вида  
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ибо в силу условия 2), соотношения (1.8) и замкнутости оператора A  
(см. соотношение (1.9))  
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Для сходимости интеграла (1.48) достаточно, чтобы сходился интеграл 
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Покажем сходимость интеграла (1.49). Используя оценку (1.10) с 0<ωδ , 

получаем 
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Тогда, учитывая равенство (1.24), имеем 
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где )(tM  определяется формулой (1.40). Сходимость интеграла (1.49) ус-
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Учитывая соотношения (1.5), (1.7), (1.47), (1.50), получаем 
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 Покажем, что 
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т.е. 
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Используя теорему о среднем значении [19, с. 113], получаем 
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в силу (1.5) и сильной непрерывности )(•U  (здесь ],[* ttts ∆+∈ ), откуда 

следует соотношение (1.53). 
 Из соотношений (1.45), (1.46), (1.51), (1.52) следует, что функция 
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в силу соотношения (1.21). Значит, в силу равенства (1.54) производная 
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+
′  непрерывна. Следовательно [8, с. 167], функция )(0 tx  непрерывно 

дифференцируема и справедлива формула 
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из которой следует, что )()()( 00 tftxAtxt +=′α , т.е. функция )(0 tx  явля-

ется решением уравнения (1.1). Лемма 1.4 доказана. 
 Теорема 1.1 доказана. 
 Теорема 1.2. При выполнении условий 1), 2) задача (1.2), (1.3) при 
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При 1−<ω  и выполнении условия 
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Предельная функция )(0 tx  является решением уравнения (1.1) при 1=α . 

Это решение ограничено при 0+→t . Если функция )(tf  ограничена на 

),0[ ∞ ,  то )(0 tx  ограничено на ),0( ∞ . 

 Замечание 1.2. Для выполнимости условия (1.56) достаточно, чтобы 
для любого ],0(],0( 0* ε⊂ε∈ε , где *ε  – произвольное сколь угодно  

малое положительное число, не превосходящее 0ε , выполнялось нера-

венство 

ρ+ω
ε

δε≤ 00, Lx , 

где const0 =L , 00 >L ; ρ  – произвольное сколь угодно малое фиксиро-

ванное положительное число.  
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 Теорема 1.2 справедлива в силу лемм 1.5 – 1.8, изложенных ниже. 
 Лемма 1.5. При выполнении условий 1), 2) задача (1.2), (1.3)  при 

1=α  и любом фиксированном ],0( 0ε∈ε  имеет решение вида (1.55). 
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 Лемма 1.6. При выполнении условия 1−<ω  функция (1.58) опреде-
лена для любого ),0( ∞∈t  и ограничена при 0+→t . Если функция )(tf  
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непрерывна и, следовательно, интегрируема на любом промежутке 
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ибо 01 >ω−− δ . Из соотношения (1.61) следует равенство (1.60). Используя 

это равенство, доопределим функцию ),(0 tsg  по непрерывности в нуле: 

0),(lim),0( 0
0

0 ==
+→

tsgtg
s

.            (1.62) 
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Итак, точка 0=s  является устранимой точкой разрыва функции 
),(0 tsg . Отсюда следует сходимость несобственного интеграла 

dstsg
t

∫
0

0 ),( , т.е. существование функции )(0 tx .  

 Далее, используя соотношение (1.61), получаем  

≤∫ dstsg
t

0

0 ),( =∫ δδ ω−−ω
δ dssttNM

t

0

1)(  

)()(
0

tN
Ms

ttNM

t

δ

δ

δ

ω−
ω

δ ω−
=

ω−
=

δ
δ . 

Получено неравенство 

≤∫ dstsg
t

0

0 ),( )(tN
M

δ

δ

ω−
, 

из которого следует оценка 

)(0 tx )(tN
M

δ

δ

ω−
≤ .                                     (1.63) 

Из неравенства (1.63) видно, что функция (1.58) ограничена при 0+→t . 

Если функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , то в силу неравенства (1.63) 

)(0 tx  ограничена на ),0( ∞ . Лемма 1.6 доказана.  

 Лемма 1.7. Пусть выполнены условия 1), 2). Тогда при выполнении 
условия 1−<ω  и соотношения (1.56) справедлив предельный переход 
(1.57), где )(txε , )(0 tx  задаются соответственно формулами (1.55), (1.58). 

 Доказательство. Покажем вначале, что при каждом ),0( ∞∈t  

0ln
0

0,
→ε
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







ε
ε+

x
t

U .               (1.64) 

Применяя оценку (1.10) и используя условие (1.56), получаем 
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ε+≤ δδ

δ

xtMx
t

M , 
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откуда следует соотношение (1.64). Как и при доказательстве лем-
мы I.1.7, для справедливости предельного перехода (1.57) достаточно по-
казать, что 

0),(),(lim
0

0
0

=−∫ ε→ε
dstsgtsg

t

,     (1.65) 

где 

=ε ),( tsg
ε+


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
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
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sf
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t
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а ),(0 tsg  задается формулой (1.59). Запишем разность ),(),( 0 tsgtsg −ε  в 

виде 

=−ε ),(),( 0 tsgtsg [ ]
0
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где 
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Используя условие 2), соотношение (1.7) и проведя такие же выкладки, 
как при доказательстве леммы I.1.7, получаем формулу 

[ ]( , , )h s t κ
′κ = 21 WW + ,          (1.67) 

где 
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t
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Используя соотношения (1.66), (1.67), получаем неравенство 
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Тогда 
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66 

В силу условия 2) и формулы (1.8) выражение 1W  можно записать в виде  
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Используя оценку (1.10), считая в ней 1−<ωδ , и проведя те же выклад-

ки, что и при доказательстве леммы I.1.7, получаем 
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где 

)( 
1

)(1 tM
M

tP
δ

δ

ω−−
= , 

)(tM  задается формулой (1.40). Из соотношения (1.69) следует, что 
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Аналогично получаем 
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где 
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В силу соотношения (1.71) 
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Из соотношений (1.68), (1.70), (1.72) следует соотношение (1.65). Лем-
ма 1.7 доказана. 
 Лемма 1.8. При выполнении условий 1), 2) и неравенства 1−<ω  
функция )(0 tx , задаваемая формулой (1.58), является решением уравне-

ния (1.1) при 1=α . 
 Доказательство. Возьмем произвольное фиксированное 0>t . При-
дадим ему приращение 0>∆ t . Тогда  
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Здесь мы воспользовались равенством 
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справедливым в силу полугруппового свойства (1.44). 
Используя полученное представление для )(0 ttx ∆+ , имеем 
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Используя оценку (1.10) с 1−<ωδ , получаем 
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в силу непрерывности функции )(sf . 

 Выясним поведение второго слагаемого в правой части формулы 
(1.73) при 0→∆t . Покажем, что  

)()(0 ADtx ∈ .                           (1.75) 

Для справедливости включения (1.75) достаточно, чтобы сходился несоб-
ственный интеграл вида  
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ибо в силу условия 2), соотношения (1.8) и замкнутости оператора A  
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Для сходимости интеграла (1.76) достаточно, чтобы сходился интеграл 
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Покажем сходимость интеграла (1.77). Используя оценку (1.10) с 
1−<ωδ , получаем 
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где )(tM  задается формулой (1.40). Справедливость включения (1.75) 

установлена. Положим 
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Заметим, что    
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Учитывая соотношения (1.5), (1.7), (1.75), (1.78), получаем 
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Покажем, что 
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В силу равенства 
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для справедливости (1.80) достаточно показать, что 
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Используя теорему о среднем значении, получаем 
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в силу (1.5) и сильной непрерывности )(•U  (здесь ],[* ttts ∆+∈ ), откуда 

следует соотношение (1.81). 
 Из соотношений (1.73), (1.74), (1.79), (1.80) следует, что функция 

)(0 tx  дифференцируема в точке t справа и ее правосторонняя производ-

ная имеет вид 

)(
1

)(
1

)( 00 tf
t

txA
t

tx +=′
+

.          (1.82) 

Функция )()( 10 tVtxA =  непрерывна. Это следует из сильной непрерыв-

ности полугруппы )(•U , непрерывности )(sfA  и того, что при любом 
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Тогда в силу равенства (1.82) производная )(0 tx
+
′  непрерывна. Следова-

тельно (см. доказательство леммы 1.4), функция )(0 tx  непрерывно диф-

ференцируема и справедлива формула 
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из которой следует, что )()()( 00 tftxAtxt +=′ , т.е. функция )(0 tx  являет-

ся решением уравнения (1.1) при 1=α . Лемма 1.8 доказана. 
 Теорема 1.2 доказана. 
 Рассмотрим случай слабой вырождаемости уравнения (1.1), т.е. слу-
чай 10 <α< . Для нахождения ограниченных в точке вырождения 0=t  
решений уравнения (1.1) рассмотрим задачу вида 
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0
0

)(lim xtx
t

=
+→

, )(0 ADx ∈ .           (1.84) 

 Теорема 1.3. При выполнении условий 1), 2) задача (1.83), (1.84) при 
10 <α<  имеет решение 
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Если тип ω  полугруппы )(tU  отрицателен и функция )(tf  ограничена 

на ),0[ ∞ ,  то решение (1.85) ограничено на ),0( ∞ . 

 Доказательство. Как и при доказательстве теоремы I.1.3, заменой 
переменной 
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уравнение (1.83) сводится к уравнению без вырождения: 
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Согласно формуле (1.15) эта задача имеет единственное решение 
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t
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Возвращаясь при ∞<τ<0  к переменной t , получаем формулу (1.85). 

Используя непрерывность решения )(τu , имеем 
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, 

т.е. решение (1.85) удовлетворяет начальному условию (1.84). 
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 Далее, 
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Пусть 0<ω . Тогда, применяя оценку (1.10) с 0<ωδ , получаем 

+








α−
ω

≤ α−δ
δ 0

1

1
exp)( xtMtx  

α

α−α−

δδ ∫ 













α−
−ω+

s

dsst
tNM

t

0

11

1
exp)( .          (1.86) 

Заметим, что   

=













α−
−ω

ω−
=














α−
−ω

α−α−

δ
δ

α

α−α−

δ∫
tt

st

s

dsst

0

11

0

11

1
exp

1

1
exp  

δ

α−δ

δ ω−
<

















α−
ω

−
ω−

= 1

1
exp1

1 1t .        (1.87) 

В силу соотношений (1.86), (1.87) 

+< δ 0)( xMtx )(tN
M

δ

δ

ω−
, ∞<< t0 .   (1.88) 

Из неравенства (1.88) видно, что если функция )(tf  ограничена на 

),0[ ∞ , то решение (1.85) ограничено на ),0( ∞ .  

Теорема 1.3 доказана. 

 Замечание 1.3. Если ftf ≡)( , ∞<≤ t0 , )(ARf ∈  и оператор A 

обратим, то решение (1.85) можно записать в виде 

( )fAx
t

UfAtx 1
0

1
1

1
)( −

α−
− +














α−
+−= .                    (1.89) 

 Действительно, в этом случае, используя соотношения (1.7), (1.8), 
имеем 
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=µµ=
α−

−=µ=













α−
−

∫∫
α−α−α−

α

α−α−

α−

dfU
st

ds
s

fst
U

t
t 1

0

11

0

11

1

)(
11

  

=µµ=µµ= −
α−

−
α−

∫∫

α−α−

dfAUAdfAAU

tt

)()()()( 1
1

0

1
1

0

11

 

[ ] =µ=µ
′

µ= α−−
α−

−
α−

α−

∫ 1
0

1
1

0

1

1

1

)()()()(
t

t

fAUdfAU fAfA
t

U 11
1

1
−−

α−
−














α−
. 

Получили равенство 

=













α−
−

α

α−α−

∫ ds
s

fst
U

t

0

11

1
fA

t
UfA 1

1
1

1
−

α−
−















α−
+− , 

в силу которого решение (1.85) принимает вид (1.89). 
 Замечание 1.4. Если ftf ≡)( , ∞<≤ t0 ; )(ARf ∈  и оператор A 

обратим, то задача (1.83), (1.84) с начальным значением fAx 1
0

−−=  име-

ет стационарное решение fAtx 1)( −−= . 

 
 
§ 2. Уравнение с вырождающимся коэффициентом  
       общего вида  
        
В банаховом пространстве E изучается вырождающееся в точке 

0=t  уравнение 

)()()()( tftxAtxt +=′ϕ , ∞<< t0 ,             (2.1) 

c неограниченным линейным оператором EEADA →⊂)(: ; 

( )ECtf );,0[)( ∞∈ ; ( )),0();,0()( ∞∞∈ϕ Ct , 0)0( =+ϕ . 

 Рассмотрим задачу Коши для возмущенного уравнения: 

)()()()( tftxAtxt +=′ε+ϕ εε , ∞<≤ t0 ,         (2.2) 

0,)0( εε = xx , )(0, ADx ∈ε ,             (2.3) 

где ε  – малый положительный параметр, ],0( 0ε∈ε , const0 =ε , 00 >ε . 
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Пусть: 
1)  A – производящий оператор полугруппы )(tU  класса 0C ; 

2)  )()( ADtf ∈ , ∞<≤ t0 ; ( )ECtfA );,0[)( ∞∈ ;  

3)  существует конечный предел  

K
t

t
t

=ϕ
α+→

)(
lim

0
,          (2.4) 

где R∈α , 1≥α ; const=K , 0>K ; 
 4)  0<ω  в случае 1>α , K−<ω  в случае 1=α , где ω  – тип полу-
группы )(tU , K  – константа из условия 3); 

 5)  выполняется неравенство 

β−
ε ε≤ Lx 0, , ],0(],0( 0* ε⊂ε∈ε∀ ,       (2.5) 

где *ε  – сколь угодно малое положительное число, меньшее 0ε ; 

const=L , 0>L ; β  – положительное число, удовлетворяющее условию 

α≤β  (здесь α  – константа из условия 3)). 

 При выполнении условия 3) будем называть уравнение (2.1) сильно 
вырождающимся. Если условие 3) выполняется при R∈α , 10 <α< , то 
уравнение (2.1) называется слабо вырождающимся.  
 Пусть 

∫ ε+τϕ
τ=ε

t

s

d
tsI

)(
),( ;  ∫ τϕ

τ=
t

s

d
tsI

)(
),(0 . 

 Теорема 2.1. При выполнении условий 1) – 3) задача (2.2), (2.3) име-
ет решение  

( ) ( ) ds
s

sf
tsIUxtIUtI

t

)(

)(
),(),0()(

0

0, ε+ϕ
+= ∫ εεεε .               (2.6) 

При выполнении условий 4), 5) справедлив предельный переход 

)()(lim 0
0

tItI =ε→ε
, ),0( ∞∈t ,              (2.7) 

где 

( ) ds
s

sf
tsIUtI

t

)(

)(
),()(

0

00 ϕ
= ∫ .                (2.8) 
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Предельная функция )(0 tI  является решением уравнения (2.1); это реше-

ние ограничено при 0+→t ; если функция )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , то 

)(0 tI  ограничено на ),0( ∞ . 
 Теорема 2.1 справедлива в силу лемм 2.1 – 2.5, изложенных ниже. 
 Лемма 2.1. При выполнении условий 1) – 3) функция (2.6) является 
решением задачи (2.2), (2.3). Если 0<ω  и )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , то 

это решение ограничено на ),0[ ∞ . 

 Доказательство. Заметим, что 0,)0( εε = xI , т.е. )(tIε  удовлетворяет 

начальному условию (2.3). Применяя правило дифференцирования слож-
ной функции, формулу для производной от интеграла с переменным 
верхним пределом и соотношение (1.7), получаем 

( )[ ] ( ) 0,0, ),0(
)(

1
),0( εεεε ε+ϕ

=′ xtIUA
t

xtIU .             (2.9) 

Рассмотрим подынтегральную функцию 

( )
)(

)(
),(),(

ε+ϕ
= εε s

sf
tsIUtsg .                 (2.10) 

В силу непрерывности функции ),( tsIε  по переменным s и t как интегра-

ла с переменным пределом, сильной непрерывности полугруппы )(•U  и 

непрерывности функции )(/)( ε+ϕ ssf  функция ),( tsgε  непрерывна по s 
и t как композиция операторной и векторной функций. Тогда, используя 
равенство (1.7), получаем     

[ ]( , )
t

g s tε
′ = ( )

)(

)(
),(

)(

1

ε+ϕε+ϕ ε s

sf
tsIUA

t
               (2.11) 

или в силу (1.8) 

[ ]( , )
t

g s tε
′ = ( )

)(

)(
),(

)(

1

ε+ϕε+ϕ ε s

sfA
tsIU

t
.               (2.12) 

В силу сильной непрерывности )(•U  и непрерывности )(sfA  из (2.12) 

следует, что [ ]( , )
t

g s tε
′  непрерывна по s и t. Используя формулу (I.1.6), 

соотношение (2.11) и замкнутость оператора A (см. соотношение (1.9)), 
получаем  

 

′













∫ ε dstsg
t

0

),( ( )











+

ε+ϕε+ϕ
= ∫ ε )(

)(

)(
),(

)(

1

0

tfds
s

sf
tsIUA

t

t

.   (2.13) 
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В силу соотношений (2.9), (2.13) 

)(tIε′ [ ])()(
)(

1
tftxA

t
+

ε+ϕ
= ε . 

Тогда )()()()( tftxAtIt +=′ε+ϕ εε , т.е )(tIε  является решением уравне-

ния (2.2). Итак, функция (2.6) является решением задачи (2.2), (2.3). 
 Пусть 0<ω  и )(tf  ограничена на ),0[ ∞ . Покажем, что решение 

)(tIε  ограничено на ),0[ ∞ . Имеем 

( ) dstsgxtIUtI
t

∫ εεεε +≤
0

0, ),(),0()( .               (2.14) 

Применяя оценку (1.10), считая  ней 0<ωδ , получаем  

( ) ( ) δεδδε ≤ω≤ MtIMtIU ),0(exp),0( .     (2.15) 

Далее, 

≤∫ ε dstsg
t

0

),( ( ) ≤
ε+ϕ∫ ε

t

ds
s

sf
tsIU

0
)(

)(
),(  

( ) =
ε+ϕ

ω≤ ∫ εδδ

t

s

ds
tsItNM

0
)(

),(exp)(  

( ) =ω
ω−

= εδ
δ

δ t
tsItN

M
0

),(exp)(  

( )[ ] )(),0(exp1)( tN
M

tItN
M

δ

δ
εδ

δ

δ

ω−
<ω−

ω−
= . 

Получили неравенство 

dstsg
t

∫ ε
0

),( )(tN
M

δ

δ

ω−
< .            (2.16) 

В силу соотношений (2.14) – (2.16) справедлива оценка 

)()( 0, tN
M

xMtI
δ

δ
εδε ω−

+≤ , 

из которой видно, что если )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , то решение )(tIε  

ограничено на ),0[ ∞ . Лемма 2.1 доказана.  
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 Лемма 2.2. Пусть выполнены условия 1) – 3) и 0<ω . Тогда функ-
ция (2.8) определена при любом ),0( ∞∈t и ограничена при 0+→t . Ес-

ли )(tf  ограничена на ),0[ ∞ , то )(0 tI  ограничена на ),0( ∞ . 

 Доказательство. Возьмем произвольное фиксированное 0>t .  
В силу сильной непрерывности )(•U  и непрерывности )(sf , )(sϕ  по-

дынтегральная функция 

( )
)(

)(
),(),( 00 s

sf
tsIUtsg

ϕ
=                (2.17) 

непрерывна и, следовательно, интегрируема на любом промежутке 
],[ th , где h  – произвольное сколь угодно малое положительное число. 

Тогда для сходимости несобственного интеграла 

dstsgtI
t

∫=
0

00 ),()(       (2.18) 

достаточно, чтобы сходился несобственный интеграл 

dstsg
t

∫
0

0 ),( .         (2.19) 

Из условия 3) следует, что при любом фиксированном ),0( ∞∈t  

∞=),0(0 tI .                            (2.20) 

Применяя оценку (1.10) с 0<ωδ , получаем 

≤∫ dstsg
t

0

0 ),( ( ) ≤
ϕ∫

t

ds
s

sf
tsIU

0

0 )(

)(
),(  

( ) =
ϕ

ω≤ ∫ δδ

t

s

ds
tsItNM

0

0 )(
),(exp)( ( ) =ω

ω− δ
δ

δ t
tsItN

M
00 ),(exp)(

( ) )(),(explim1)( 0
0

tN
M

tsItN
M

s δ

δ
δ+→δ

δ

ω−
=




 ω−
ω−

= , 

так как в силу соотношения (2.20) ( ) 0),(explim 0
0

=ωδ+→
tsI

s
.  

Итак, справедливо неравенство  

dstsg
t

∫
0

0 ),( )(tN
M

δ

δ

ω−
≤ , 
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из которого следуют сходимость интеграла (2.19) и, тем самым, сходи-
мость интеграла (2.18), а также оценка 

)()(0 tN
M

tI
δ

δ

ω−
≤ , ),0( ∞∈t ,             (2.21) 

из которой следует ограниченность )(0 tI  при 0+→t . Если )(tf  ограни-

чена на ),0[ ∞ , то в силу неравенства (2.21) )(0 tI  ограничена на ),0( ∞ . 
Лемма 2.2 доказана. 

Лемма 2.3. При выполнении условий 1) – 4) подынтегральная функ-
ция (2.17) удовлетворяет соотношению 

0),(lim 0
0

=
+→

tsg
s

, ),0( ∞∈t .     (2.22) 

Доказательство. Возьмем произвольное фиксированное 0>t .  
В силу оценки (1.10)    

≤),(0 tsg ),()( 0 tstNM κδ ,        (2.23) 

где 

( )),(exp
)(

1
),( 00 tsI

s
ts δω

ϕ
=κ . 

Поэтому для справедливости соотношения (2.22) достаточно показать, 
что  

0),(lim 0
0

=κ
+→

ts
s

.                             (2.24) 

В силу условия (2.4) 

),(lim
1

),(lim
0

0
0

ts
K

ts
ss

χ=κ
+→+→

, 

где 

( )),(exp
1

),( 0 tsI
s

ts δα ω=χ . 

Поэтому для справедливости равенства (2.24) достаточно показать, что 

0),(lim
0

=χ
+→

ts
s

             (2.25) 

или что 
∞−=χ

+→
),(lnlim

0
ts

s
.              (2.26) 

Имеем 




















ω+α=χ δ+→+→ ss

tsI
ts

ss

1
ln

)/1(ln

),(
lim),(lnlim 0

00
.          (2.27) 
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Пусть 1>α . Тогда из условия 3) следует, что для любого фиксиро-
ванного 0>t  при 0+→s  справедливо соотношение (I.2.25), в силу ко-

торого 

∞=
+→ )/1(ln

),(
lim 0

0 s

tsI
s

.          (2.28)  

В силу условия 4) можно считать, что 0<ωδ , и соотношение (2.26) сле-

дует из равенств (2.27), (2.28). Равенство (2.22) в случае 1>α  доказано.   
Пусть 1=α . Тогда из условия 3) следует, что для любого фиксиро-

ванного 0>t  при 0+→s  справедливо соотношение (I.2.26), в силу ко-

торого 

Ks

tsI
s

1

)/1(ln

),(
lim 0

0
=

+→
, 

следовательно, 

Ks

tsI
s

δ
δ+→

ω
+=








ω+ 1

)/1(ln

),(
1lim 0

0
.                 (2.29) 

По условию 4) имеем K−<ω . Тогда за счет выбора δ  можно считать, 
что K−<ωδ , следовательно,    

01 <
ω

+ δ

K
.                    (2.30) 

Из соотношений (2.27), (2.29), (2.30) следует справедливость соотношения 
(2.26), а вместе с тем и равенства (2.22) при 1=α . Лемма 2.3 доказана. 

Лемма 2.4. При выполнении условий 1) – 5) справедлив предельный 
переход (2.7), где )(tIε , )(0 tI  задаются соответственно формулами (2.6), 

(2.8).  
 Доказательство. Возьмем произвольное фиксированное 0>t . По-
кажем вначале, что 

( ) 0),0(
0

0,
→ε

εε →xtIU .              (2.31) 

В силу оценки (1.10)  

( ) ( )),0(exp),0( 0,0, tIxMxtIU εδεδεε ω≤ .             (2.32) 

Заметим, что 

),(),(),0( 00 ε++ε=ε ttItItI .          (2.33) 
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В силу соотношений (2.32), (2.33) 

( ) ≤εε 0,),0( xtIU  

( ) ( )0 ,0 0exp ( , ) exp ( , )M I t t x I tδ δ ε δ ≤ ω + ε ω ε  .   (2.34) 

Заметим, что  

( ) 1),(explim 0
0

=ε+ωδ→ε
ttI .                (2.35) 

В силу неравенства (2.5) при достаточно малых ε   

( ) ( )),(exp
1

),(exp 000, tILtIx εω
ε

ε≤εω δα
β−α

δε .         (2.36) 

В силу соотношения (2.25) и условия α≤β  правая часть неравенства (2.36) 

сходится к нулю при 0→ε . Следовательно,     

( ),0 0
0

lim exp ( , ) 0x I tε δε →
 ω ε =  .                   (2.37) 

Из соотношений (2.34), (2.35), (2.37) следует соотношение (2.31). 
 В силу соотношения (2.31) для доказательства предельного перехода 
(2.7) осталось показать, что 

dstsgdstsg
tt

∫∫ =ε→ε
0

0

0
0

),(),(lim .    (2.38) 

Используя соотношение (2.22), доопределим функцию ),(0 tsg  по непре-

рывности в нуле:  

0),(lim),0( 0
0

0 ==
+→

tsgtg
s

.            (2.39) 

Для справедливости (2.38) достаточно доказать, что 

0),(),(lim
0

0
0

=−∫ ε→ε
dstsgtsg

t

.       (2.40) 

Как и при доказательстве леммы I.1.3, для справедливости соотношения 
(2.40) достаточно показать, что подынтегральная функция  

),(),(),( 0 tsgtsgts −=ψ εε , ],0[ ts ∈ , 

удовлетворяет условиям вида (I.1.43), (I.1.44). Покажем, что выполняется 
условие вида (I.1.45), что будет означать справедливость соотношения 
вида (I.1.43). При ],0( ts ∈  равенство вида (I.1.45) выполняется в силу 
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непрерывности функции ),( tsgε  по переменной ε  на промежутке 

],0[ 0ε , в частности, в точке 0=ε . Покажем справедливость предельного 

перехода вида (I.1.45) при 0=s . Для этого достаточно показать, что 

0),0(lim
0

=ε→ε
tg ,                  (2.41) 

ибо 0),0(0 =tg  (см. формулу (2.39)). В силу соотношений (1.10), (2.33)   

=ε ),0( tg ( ) ≤
εϕ ε )0(),0(
)(

1
ftIU  

( ) ( )







εω

εϕ
ε+ω≤ δδδ ),(exp

)(

1
),(exp)0( 00 tIttIfM .      (2.42) 

В силу соотношений (2.24), (2.35) правая часть неравенства (2.42) схо-
дится к нулю при 0→ε , откуда следует справедливость соотношения 
(2.41). Выполнимость условия вида (I.1.43) доказана.  
 Покажем, что справедлива оценка вида (I.1.44). 

Имеем    
),(),(),( 0 tsgtsgts +≤ψ εε .             (2.43) 

В силу оценки (1.10) для любых ],0[ ts ∈ , ],0( 0ε∈ε  

≤ε ),( tsg ),()( tstNM εδ κ ,                   (2.44) 

где 

=κε ),( ts ( )),(exp
)(

1
tsI

s εδω
ε+ϕ

. 

Положим ξ=ε+s . Тогда 0+→ξ  при 0+→s , 0→ε . Из этой замены 

следует, что s−ξ=ε . Тогда 

∫∫
ε+

ξ
ε ϕ

=
−ξ+τϕ

τ=
tt

s
z

zd

s

d
tsI

)()(
),(  

и функция ),( tsεκ  принимает вид 

=κε ),( ts ( )),(exp
)(

1
0 ε+ξω

ξϕ δ tI . 

При достаточно малых  s  и ε  выполняется неравенство t<ξ . Тогда 

=κε ),( ts ( ) ( )),(exp),(exp
)(

1
00 ε+ω








ξω

ξϕ δδ ttItI  
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и в силу соотношений (2.24), (2.35) 

),(lim

0 
0

ts
s

ε

→ε
+→

κ ( ) ( ) 0),(exp),(exp
)(

1
  lim 00

0
=








ε+ωξω

ξϕ
= δδ+→ξ

ttItI . 

Следовательно, 
∞<ε=κε

ε∈ε
∈

),(),(sup 0

],0(
],0[ 

0

tKts
ts

.             (2.45) 

В силу соотношений (2.44), (2.45) 

≤ε ),( tsg ),()( 0εδ tKtNM , ],0[ ts ∈ , ],0( 0ε∈ε .      (2.46) 

Оценим второе слагаемое в правой части неравенства (2.43). При любом 
],0( ts ∈  для ),(0 tsg  справедлива оценка (2.23). Из равенства (2.24) 

следует, что  
∞<=κ

∈
)(),(sup 0

],0( 
tKts

ts
.          (2.47) 

В силу неравенств (2.23), (2.47) 
≤),(0 tsg )()( tKtNM δ , ],0( ts ∈ .             (2.48) 

Согласно равенству (2.39) 0),0(0 =tg . Тогда 00),0(0 ==tg  и вместо 

неравенства (2.48) можно записать оценку вида 
≤),(0 tsg )()( tKtNM δ , ],0[ ts ∈ .             (2.49) 

В силу соотношений (2.43), (2.46), (2.49) следует оценка 

≤ψε ),( ts [ ])(),()( 0 tKtKtNM +εδ , 

т.е. оценка вида (I.1.44). Лемма 2.4 доказана. 
 Лемма 2.5. При выполнении условий 1) – 5) функция )(0 tI , зада-
ваемая формулой (2.8), является решением уравнения (2.1). 
 Доказательство. Покажем, что )(0 tI  непрерывно дифференцируе-

ма. Возьмем произвольное фиксированное 0>t . Придадим приращение 
0>∆t . В силу полугруппового свойства (1.44)    

( ) ( ) ( )),( ),( ),( 000 tsIUtttIUttsIU ∆+=∆+ . 
Тогда 

=
∆

−∆+
t

tIttI )()( 00 +








ϕ
−

ϕ













τϕ
τ

∆ ∫ ∫
∆+ ∆+

ds
t

tf

s

sfd
U

t

tt

t

tt

s
)(

)(

)(

)(

)(
 

1
 

( )
+

∆
−∆+

+ )(
 ),( 

0
0 tI

t

ItttIU
ds

t

tfd
U

t

tt

t

tt

s
∫ ∫
∆+ ∆+

ϕ













τϕ
τ

∆ )(

)(

)(
 

1
.      (2.50) 
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Применяя оценку (1.10), считая в ней 0<ωδ , получаем 

≤








ϕ
−

ϕ













τϕ
τ

∆ ∫ ∫
∆+ ∆+

ds
t

tf

s

sfd
U

t

tt

t

tt

s
)(

)(

)(

)(

)(
 

1
 

≤
ϕ

−
ϕ














τϕ
τω

∆
≤ ∫ ∫

∆+ ∆+

δ
δ ds

t

tf

s

sfd

t

M
tt

t

tt

s
)(

)(

)(

)(

)(
 exp  

=












ϕ
−

ϕ∆
≤ ∫

∆+

∆+≤≤
δ ds

t

tf

s

sf

t

M
tt

t
ttst )(

)(

)(

)(
max  

0
)(

)(

)(

)(
max

0→∆∆+≤≤
δ →

ϕ
−

ϕ
=

tttst t

tf

s

sf
M           (2.51) 

в силу непрерывности функции )(/)( ssf ϕ . Из соотношения (2.51) следу-
ет, что 

0
)(

)(

)(

)(

)(
 

1
lim

0
=
























ϕ
−

ϕ













τϕ
τ

∆ ∫ ∫
∆+ ∆+

→∆
ds

t

tf

s

sfd
U

t

tt

t

tt

s
t

.       (2.52) 

 Выясним поведение второго слагаемого в правой части равенст-
ва (2.50) при 0→∆t . Покажем, что  

)()(0 ADtI ∈ .                         (2.53) 

Для справедливости включения (2.53) достаточно, чтобы сходился несоб-
ственный интеграл вида  

( ) ds
s

sfA
tsIUtV

t

∫ ϕ
=

0

0 )(

)(
),( )( ,                        (2.54) 

ибо в силу условия 2), соотношения (1.8) и замкнутости оператора A 
справедливо равенство )()( 0 tIAtV = . Для сходимости интеграла (2.54) 
достаточно показать сходимость интеграла    

( ) ds
s

sfA
tsIUtW

t

∫ ϕ
=

0

0 )(

)(
),( )( .                         (2.55) 

Используя оценку (1.10) с 0<ωδ , обозначение (1.40) и неравенст-
во (2.23), получаем 

( ) )(),(exp)(),()()(
00

0

0 tM
M

tsItM
M

dststMMtW
t

t

δ

δ
δ

δ

δ
δ ω−

=ω
ω−

=κ≤ ∫ , 
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откуда следует сходимость интеграла (2.55). Справедливость включения 
(2.53) показана. Положим 

),()( 0 tttIth ∆+=∆ . 

Используя (1.5), (1.7), (2.53), получаем 

( ) ( ) ( )
0

00
0 )(

)(

)(

)0()(
)(

 ),( 
→∆

→
∆
∆

∆
−∆=

∆
−∆+

t
tI

t

th

th

hUthU
tI

t

ItttIU
 

( ) =
ϕ

′=
ϕ

′→
→∆

)(
)(

1
)0()(

)(

1
)0( 00

0
tI

t
UtI

t
hU

t
)(

)(

1
)()0(

)(

1
00 tIA

t
tIUA

t ϕ
=

ϕ
. 

Показано, что  

( )
)(

)(

1
)(

 ),( 
lim 00

0

0
tIA

t
tI

t

ItttIU
t ϕ

=
∆

−∆+
→∆

.              (2.56) 

Покажем, что 

)(

)(

)(

)(

)(
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0 t
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ds

t
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t
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t

tt
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t ϕ

=
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
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



ϕ













τϕ
τ

∆ ∫ ∫
∆+ ∆+

→∆
.             (2.57) 

В силу равенства 

ds
t

tf

tt

tf
tt

t
∫
∆+

ϕ∆
=

ϕ )(

)(1

)(

)(
 

для справедливости соотношения (2.57) достаточно показать, что 

0
)(

)(

)(
 

1
0→∆

∆+ ∆+
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Используя теорему о среднем значении, получаем 

≤
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в силу равенства (1.5) и сильной непрерывности полугруппы )(•U  (здесь 

],[* ttts ∆+∈ ). Из соотношения (2.59) следует справедливость предель-

ного перехода (2.58) и, тем самым, справедливость соотношения (2.57). 
 В силу соотношений (2.50), (2.52), (2.56), (2.57) функция )(0 tI  диф-

ференцируема в точке t справа и ее правосторонняя производная имеет вид 

[ ])()(
)(

1
)( 00 tftIA

t
tI +

ϕ
=′

+
.              (2.60) 

Функция )()(0 tVtIA =  непрерывна. Это следует из сильной непрерывно-

сти полугруппы )(•U , непрерывности функций )(sfA , )(sϕ  и того, что 

в силу оценки (1.10) с 0<ωδ  и соотношения (2.24)     

( ) ≤
ϕ )(

)(
),( 0 s

sfA
tsIU 0),()(

0
0

+→
δ →κ

s
tstMM . 

В силу равенства (2.60) и непрерывности функций )(0 tIA , )(tf  произ-

водная )(0 tI
+
′  непрерывна. Следовательно (см. доказательство леммы 1.4), 

функция )(0 tI  непрерывно дифференцируема и справедлива формула 

[ ])()(
)(

1
)( 00 tftIA

t
tI +

ϕ
=′ . 

Тогда )()()()( 00 tftIAtIt +=′ϕ , т.е. функция )(0 tI  является решением 

уравнения (2.1). Лемма 2.5 доказана. 
 Теорема 2.1 доказана. 
 Замечание 2.1. При ftf ≡)( , ∞<≤ t0 , решение задачи (2.2), (2.3) 

можно записать в виде 

( ) ( )fAxtIUfAtI 1
0,

1 ),0()( −
εε

−
ε ++−=  

и )()(lim 0
0

tItI =ε
→ε

, ∞<< t0 , где fAtI 1
0 )( −−=  – стационарное реше-

ние уравнения ftxAtxt +=′ϕ )()()( , ∞<< t0 . 

 Рассмотрим случай слабой вырождаемости уравнения (2.1), т.е. слу-
чай, когда условие (2.4) выполняется при R∈α , 10 <α< . В такой си-
туации несобственный интеграл 

∫ τϕ
τ=

t
d

tI
0

0 )(
),0(  
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является сходящимся (см. (I.2.66)) и 

0
)(

lim
0

0
=

τϕ
τ

∫+→

t

t

d
                    (2.61) 

(см. (I.2.67)). 
Для нахождения ограниченных в точке вырождения 0=t  решений 

уравнения (2.1) рассмотрим задачу вида 

)()()()( tftxAtxt +=′ϕ , ∞<< t0 ,                (2.62) 

0
0

)(lim xtx
t

=
+→

, )(0 ADx ∈ .                  (2.63) 

 Теорема 2.2. При выполнении условий 1), 2) и условия 3) с R∈α , 
10 <α< , задача (2.62), (2.63) имеет решение 

ds
s
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d
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t t
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 )(
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
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

τϕ
τ= ∫ ∫∫ .               (2.64) 

Если тип ω  полугруппы )(tU  отрицателен и функция )(tf  ограничена 

на ),0[ ∞ ,  то решение (2.64) ограничено на ),0( ∞ . 

 Доказательство. Тот факт, что функция (2.64) является решением урав-
нения (2.62), устанавливается непосредственной подстановкой этой функции 
в данное уравнение, при этом используются соотношения (1.7), (1.8). 

Покажем, что функция (2.64) удовлетворяет начальному условию 
(2.63). В силу соотношения (2.61)    

00

0
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
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.        (2.65) 

Покажем, что справедливо соотношение 

0)(lim
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=
+→

tI
t

,                  (2.66) 

где 
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Проведя те же выкладки, что и при доказательстве теоремы I.2.2, получаем  
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В силу равенства (2.61) правая часть неравенства (2.67) сходится к нулю 
при 0+→t , откуда следует соотношение (2.66). Согласно соотношениям 

(2.65), (2.66) функция (2.64) удовлетворяет начальному условию (2.63). 
Далее, используя оценку (1.10) и неравенство (2.67), получаем 
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Пусть 0<ω . Тогда в оценке (2.68) можно считать, что 0<ωδ . Следова-

тельно,  

)()( 0 tN
M

xMtx
δ

δ
δ ω−

+≤ , ∞<< t0 .   (2.69) 

Из неравенства (2.69) видно, что если функция )(tf  ограничена на 

),0[ ∞ , то решение (2.64) ограничено на ),0( ∞ . Теорема 2.2 доказана. 

 Замечание 2.2. Если ftf ≡)( , ∞<≤ t0 ; )(ARf ∈  и оператор A 

обратим, то решение (2.64) можно записать в виде 

( )fAx
d

UfAtx
t

1
0

0

1

)(
 )( −− +















τϕ
τ+−= ∫ . 

 Замечание 2.3. Если выполняются условия замечания 2.2, то задача 

(2.62), (2.63) с начальным значением fAx 1
0

−−=  имеет стационарное 

решение fAtx 1)( −−= . 
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Г л а в а  III 
 

УРАВНЕНИЕ ПЕРВОГО ПОРЯДКА С ПЕРЕМЕННЫМ  
ОПЕРАТОРНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ 

 
§ 1. Уравнение с ограниченным операторным коэффициентом 

 
 В предыдущих главах данной книги в целях полноты картины для 
операторного коэффициента A изучаемого уравнения были рассмотрены 
два случая: A ограничен и A неограничен. Хотя можно было рассмотреть 
лишь второй случай, а результаты для случая )(ELA∈  получить из со-

ответствующих результатов для второго случая, используя вместо оценки 
(II.1.10) оценку (I.1.7) и заменяя полугруппу )(•U  на операторную экс-

поненту )exp( •A . Поэтому стиль изложения материала в предыдущих 

главах будет сохранен в § 2 и 3 этой главы, а в данном параграфе предла-
гается иной подход к выяснению условий, обеспечивающих сходимость 
решения )(txε  почти вырождающегося линейного дифференциального 

уравнения первого порядка с переменным ограниченным операторным 
коэффициентом к решению )(0 tx  соответствующего предельного ( 0=ε ) 

уравнения. 
 Рассматривается задача  

)()()()()( tftxtAtxt +=′ε+ εε
α , Tt ≤≤0 ,       (1.1) 

ϕ=ε )0()(lx , E∈ϕ ,           (1.2) 

где )(txε  – искомая функция со значениями в банаховом пространстве E; 

)(tA – заданная операторная функция со значениями в )(EL ; )(tf  – за-

данная векторная функция со значениями в E; ε  – малый положительный 
параметр, ],0( 0ε∈ε , const0 =ε , 00 >ε ; 1≥α , 0≥l . 

 Исследуется два вопроса: 
  а)  условия разрешимости задачи (1.1), (1.2); 
 б)  условия сходимости решения задачи (1.1), (1.2) при 0→ε  к ог-
раниченному решению соответствующего вырождающегося уравнения 

)()()()( tftxtAtxt +=′α , Tt ≤<0 ,       (1.3) 

при известных предположениях, обеспечивающих существование и 
единственность ограниченного решения уравнения (1.3). 
 Рассмотрение начального условия (1.2) с 1≥l  обусловлено тем, что 
в случае несогласованности начальных значений решение задачи Коши 
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(1.1), (1.2) ( 0=l ) не сходится при 0→ε  к ограниченному решению 
уравнения (1.3), что будет видно ниже. 
 В дальнейшем в этом параграфе предполагается, что при 1 ,0=l  

( ))(];,0[)( ELTCtA ∈ , ( )ETCtf ];,0[)( ∈ ; при 2≥l  ( ))(];,0[)( 1 ELTCtA l−∈ , 

( )ETCtf l ];,0[)( 1−∈ . 

 Известно [3, с. 148], что задача Коши для уравнения (1.1) с началь-
ным условием 0,)0( εε = xx  имеет решение        

∫ τ
ε+τ
ττ+= αεεεε

t

d
f

tUxtUtx
0

0,
)(

)(
),()0,()( ,        (1.4) 

где ),( stU ε – эволюционный оператор задачи Коши     

);,0[ ,  ),()(
)(

1
)( TsTtstxtA

t
tx ∈≤≤

ε+
=′ εαε                 (1.5) 

.)( ,sxsx εε =                                              (1.6) 

 Будем подбирать в решении (1.4) элемент 0,εx  так, чтобы выполня-

лось начальное условие (1.2). Тогда формула (1.4) с таким 0,εx  будет за-

давать решение задачи (1.1), (1.2). 
 При 1=l  и условии ))0((0 Aσ∈   

])0([)0(1
0, fAx −ϕε= α−

ε ,        (1.7)  

что следует из уравнения (1.1). 
 При 2≥l  поступаем следующим образом: исходя из равенства 

)()()()( tftxtAtx εεεε +=′ , где )()()( tAttA α−
ε ε+= , )()()( tfttf α−

ε ε+= , 

находим для )()( tx l
ε  формулу вида    

)(~)()(
~

)()( tstxtStx l
εεεε += ,             (1.8) 

где )(
~

tSε , )(~ tsε – конкретно выписываемые соответственно операторно-

значное и векторнозначное выражения. 
 Пусть η  и κ – соответственно наибольший и второй по величине 

показатели степени двучлена ε+t  в знаменателях выражения )(
~

tSε . 

 Из формулы для )(~ tsε  будет видно, что эти η  и κ  будут также со-

ответственно наибольшим и вторым по величине показателями степени 
двучлена ε+t  в знаменателях выражения )(~ tsε . 
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 Пусть κ−η=ν ; )(
~

tRε – сумма всех слагаемых выражения )(
~

tSε , со-

держащих множитель ηε+ )(

1

t
;  )(

~
)(

~
)(

~
tRtStB εεε −= ; )(

~
)()( tRttR ε

ηε+= ; 

)(
~

)()( tBttB ε
κ

ε ε+= . Аналогично, пусть )(~ trε – сумма всех слагаемых вы-

ражения )(~ tsε , содержащих множитель ηε+ )(

1

t
;  )(~)(~)(

~
trtstb εεε −= ; 

)(~)()( trttr ε
ηε+= ; )(

~
)()( tbttb ε

κ
ε ε+= . Тогда формулу (1.8) можно запи-

сать в виде 

])(
~

)(~[)(])(
~

)(
~

[)()( tbtrtxtBtRtx l
εεεεεε +++= , 

или 

])()()([)(])()()([)()( )( tbttrtxtBttRtxt l
ε

ν
εε

ν
ε

η ε+++ε++=ε+ .  (1.9) 

Начальное условие (1.2) принимает вид 

])0()0([])0()0([ 0, ε
ν

εε
νη ε++ε+=ϕε brxBR .              (1.10) 

Заметим, что 

0     )0(  ,)0(
0→ε

ε
ν

ε
ν →εε bB .        (1.11) 

 Если оператор )0()0( ε
νε+ BR  непрерывно обратим, то из равенст-

ва (1.10) получаем 

])0()0([])0()0([ 1
0, ε

νη−
ε

ν
ε ε−−ϕεε+= brBRx ,              (1.12) 

и, в силу (1.4), решение задачи (1.1), (1.2) имеет вид 

+ε−−ϕεε+= ε
νη−

ε
ν

εε ])0()0([])0()0([)0,()( 1 brBRtUtx  

∫ τ
ε+τ
ττ+ αε

t

d
f

tU
0 )(

)(
),( .         (1.13) 

Известно [7, с. 229], что если )(0 ELGA ∈ , где =)(ELG  

{ })(|)( 1 ELAELA ∈∃∈= − , то при любом )(ELA∈∆ , удовлетворяющем 

условию 
1

0

1
−

<∆
A

A , справедливо включение )(0 ELGAA ∈∆+ . Зна-

чит, оператор )0()0( ε
νε+ BR  непрерывно обратим, если )0(R  непрерыв-

но обратим и 
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1)]0([

1
)0(

−ε
ν <ε

R
B .           (1.14) 

 Заметим, что для любых достаточно малых 0>ε  условие (1.14) бу-
дет выполняться в силу (1.11). 

Лемма 1.1. При 1=α , 2≥l  производная )()( tx l
ε  выражается фор-

мулой      
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)(
)(

1

!

)1( )(
1

0

tf
tj

j
ji

i

j

j

s

s

−

−

= ε+
−× ∑ ,     (1.15) 

где приняты следующие условные обозначения: 01 =+si  ( 11 −≤≤ ls ), 

li =0 . 

 Лемма 1.1 доказывается непосредственно, при этом используются 

запись )1()( ])()()([)( −
εεεε += ll tftxtAtx  и формула Лейбница для n-й про-

изводной композиции операторной функции ( ))()( ELCtQ n∈  и вектор-

ной функции )()( ECtg n∈ : 
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∑
=

−=
n

i

iini
n

n tgtQCtgtQ
0

)()( )()(])()([ .     (1.16) 

 Лемма 1.2. В случае 1=α  справедливы равенства   

l=η , 1−=κ l ;            (1.17) 

∏
−

=
−=

1

0

))0(()0(
l

k

IkAR ;         (1.18) 

)0())0(()0(
1

1

fIkAr
l

k
∏

−

=
−= .           (1.19) 

 Доказательство. Из формулы (1.15) видно, что наибольшую сте-
пень двучлена ε+t  в знаменателе содержат слагаемые, отвечающие 

0=j . Заметим, что 

liiiiiilii sss

s

k
kk =−+−++−+−=− −

=
+∑ )0()(...)()()( 1211

0
1 ; 

slii
s

k
kk −−=−−∑

=
+ 1)1(

0
1 ; )()( 1

0

tAtA s
s

k

+

=
=∏ ; 

s

s

s

s
s

k k

k

iii

li

i

i

i

i

i

l

i

i

...

)!1(

!0

)!1(

!

)!1(
...

!

)!1(

!

)!1(

!

)!1(

21

1

2

1

10 1

−=
−−

⋅⋅−−=
− −

= +
∏ . 

Тогда из формулы (1.15) получаем 

×






−+−−

ε+
= ∑

−

=

−−−
αε

1

1

11 )1()!1()1()(
)(

1
)(

~ l

s

sll IltA
t

tR  

 




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)(
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)!1(
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21
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11

)1(

1 32 211

tA
iii

l s

s

l

ii

l

ii

sl

i

sl

iis ss

.        (1.20) 

Так как 1...1 121 −≤<<<<≤ − liiii ss , то   

sl
s

jjj
iii

l
−−=−

121
21

...
...

)!1(
, 

где { } { }ssl iiiljjj ,...,,\1...,,2,1}...,,,{ 21121 −=−− . 
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Итак, коэффициент при )(tAs  ( 10 −≤≤ ls ) представляет собой сумму 

всевозможных произведений по sl −−1  штук различных чисел 

1,...,2,1 −l , взятую со знаком sl −−− 1)1( . В силу формул Вьета [10, 

с.159], дающих связь между корнями nααα ,...,, 21  многочлена 

nn
nn axaxaxxf ++++= −

−
1

1
1 ...)(  и его коэффициентами 

∑∏
=

α−=
k

j
k

k
k j

a
1

)1( ,  
sm kk α≠α  ( sm ≠ ), 

получаем, что корнями многочлена, записанного в квадратных скобках в 
правой части равенства (1.20), являются числа 1,...,2,1 −l . Тогда  

∏
−

=
αε −

ε+
=

1

0

))((
)(

1
)(

~ l

k

IktA
t

tR .       (1.21) 

Из формулы (1.21) видно, что l=η . Тогда из формулы (1.15) получаем, 

что 1−=κ l . Равенство (1.18) следует из (1.21). 
Формула (1.19) показывается аналогично. Лемма 1.2 доказана. 
Из соотношений (1.13), (1.14), (1.17) – (1.19) получаем следующее 

утверждение. 
Теорема 1.1. Если 1=α , 2≥l  и  

))0((1,...,1,0 Al σ∈− , 

то при любом 0>ε , удовлетворяющем условию 

1
1

0
)0( )()0(

−
−

=
ε














<ε ∏

l

k
A kRB , 

где 1
)0( ))0(()( −−= IkAkRA – резольвента оператора )0(A  в точке k , за-

дача (1.1), (1.2) имеет решение   





−ϕε














ε+−=

−

ε

−

=
εε ∏ l

l

k

BIkAtUtx

1
1

0

)0())0(()0,()(  







ε+−− ε

−

=
∏ )0()0())0((

1

1

bfIkA
l

k
∫ τ

ε+τ
ττ+ ε

t

d
f

tU
0

)(
),( ,        (1.22) 

где )0(εB , )0(εb  определяются из формулы (1.15); 0)0(),0(
0→ε

εε →εε bB . 
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Лемма 1.3. При 1>α , 2≥l  производная )()( tx l
ε  выражается фор-

мулой      
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+α× ∏ ,      (1.23) 

где 01 =+si  ( 11 −≤≤ ls ), li =0 . 

 Лемма 1.4. В случае 1>α  справедливы равенства   

lα=η , 1)1( +−α=κ l ; 

)0()0( lAR γ= , [ ]l)1( −αα=γ ; 

)0()0()0( 1 fAr l−γ= . 
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Теорема 1.2. Если 1>α , 2≥l  и ))0((0 Aσ∈ , то при любом 0>ε , 

удовлетворяющем условию 

)0(
)0(

)0(

1

l
AR

B
γ<ε ε

−α , 

задача (1.1), (1.2) имеет решение   

+ε−γ−ϕεε+γ= ε
−α−α−

ε
−α

εε ])0()0()0([])0()0([)0,()( 1111 bfABAtUtx lll  

∫ τ
ε+τ
ττ+ αε

t

d
f

tU
0 )(

)(
),( ,                 (1.24) 

где )0(εB , )0(εb  определяются из формулы (1.23).  

 Известно [2, с. 38], что при 1≥α  и выполнении условия   

−⊂σ C))0((A ,                    (1.25) 

где { }0Re| <λ∈λ=− CC , уравнение (1.3) имеет единственное ограни-

ченное решение  

∫ τ
τ

ττ= α

t

d
f

tUtx
0

0
)(

),()(                  (1.26) 

и 

)0()0()(lim 1
0

0
fAtx

t

−

+→
−= .             (1.27) 

Здесь ),( stU  – эволюционный оператор задачи Коши  

.)( 

;0  ),()()(

sxsx

TtstxtAtxt

=
≤≤<=′α

 

 Поясним, почему несобственный интеграл в формуле (1.26) сходит-
ся. Известно [2, с. 22], что при выполнении условия (1.25) справедлива 
оценка  













ρ
ρν−≤ ∫ α

t

s

d
NstU exp),( , Tts ≤≤<0 ; 0, >νN .          (1.28) 
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Тогда 
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

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δ
α+→δ

exp1lim
0

. 

Будем считать, что решение )(0 tx  доопределено по непрерывности 

в нуле: )0()0()(lim)0( 1
0

0
0 fAtxx

t

−

+→
−== . 

Мы видим, что в точке 0=t  решение задачи (1.1), (1.2) при 0=l  и 

)0()0(1 fA−−≠ϕ  не сходится при 0→ε  к )(0 tx . 

Замечание 1.1. При 1≥α , 1≥l      

)0(    )0( 0
0

xx
→ε

ε → .             (1.29) 

Предельный переход (1.29) следует из соотношений (1.7), (1.22), (1.24). 
 Известно [4], что если выполнено условие (1.25), то из (1.29) следует 
равномерная сходимость )(txε  к )(0 tx  на ],0[ T . 

 Теорема 1.3. Если выполнено условие (1.25), то при 1≥α , 1≥l         

)(    )( 0

р.

0
txtx

→ε
ε → , ],0[ Tt ∈ .                   (1.30) 

 
§ 2. Уравнение с неограниченным операторным  
       коэффициентом  
 
В банаховом пространстве E изучается вырождающееся в точке 

0=t  уравнение 

)()()()( tftxtAtxt +=′α , Tt ≤<0 ,               (2.1) 

где )(tA – заданная операторная функция, при каждом ],0[ Tt ∈  )(tA – 

линейный неограниченный оператор, ( ) EEADtADtA →⊂≡ )()(:)( , 
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EAD =)( ; )(tf  – заданная векторная функция переменного ],0[ Tt ∈  со 

значениями в E; R∈α , 1≥α . 
 Пусть выполнены известные условия [17], при которых уравнение 
(2.1) имеет единственное ограниченное решение, а именно, пусть 

( )ETCtf ];,0[)( ∈ ;        (2.2) 

существует 0<ω , такое что ( ))(),( tAρ⊂∞ω  (здесь ( ))(tAρ – резольвент-

ное множество оператора )(tA ) и справедлива оценка 

ω−λ
≤λ 1

)()(tAR , ),( ∞ω∈λ ,       (2.3) 

здесь )()( λtAR – резольвента оператора )(tA  в точке λ . 

Тогда уравнение (2.1) имеет единственное ограниченное решение 

∫ τ
τ

ττ= α

t

d
f

tUtx
0

)(
),()( ,                           (2.4) 

где ),( stU – эволюционный оператор задачи 

),(  ,)( 

;0   ),()()(

00 ADxxsx

TtstxtAtxt

∈=
≤≤<=′α

 

при этом справедлива оценка 

∫
≤

αρ
ρω

t

s

d

estU ),( , Tts ≤≤<0 ;        (2.5) 

кроме того, 

)0()0()(lim 1

0
fAtx

t

−

+→
−= . 

 Будем считать в дальнейшем, что решение )(tx  доопределено по 

непрерывности в нуле: 

)0()0()(lim)0( 1

0
fAtxx

t

−

+→
−== .         (2.6) 

 Рассмотрим задачу Коши вида 

;0   ),()()()( TttxtAtxt ≤≤=′ε+ εε
α                       (2.7) 

),( ,)0( 0,0, ADxxx ∈= εεε                               (2.8) 

где )(txε  – искомая функция со значениями в E; ε  – малый параметр, 

],0( 0ε∈ε , const0 =ε , 00 >ε ; 0,εx  – некоторый заданный элемент из )(AD . 
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 В дальнейшем выясняется два вопроса: 
  а)  условия разрешимости задачи (2.7), (2.8); 
 б)  условия равномерной на ],0[ T  сходимости решения )(txε  задачи 

(2.7), (2.8) при 0→ε  к ограниченному решению )(tx  уравнения (2.1). 

 Запишем задачу (2.7), (2.8) в виде 
;0   ),()()()( TttftxtAtx ≤≤+=′ εεεε                          (2.9) 

),(  ,)0( 0,0, ADxxx ∈= εεε                                (2.10) 

где )()()( tAttA α−
ε ε+= , )()()( tfttf α−

ε ε+=  (заметим, что ( ) =ε )(tAD  

( ) )()( ADtAD ≡= ). 

 Известно [8, с. 246], что задача Коши 

];,0[ ,  ),()()( TsTtstztAtz ∈≤≤=′                       (2.11) 

),( ,)( ADzzsz ss ∈=                                 (2.12) 

равномерно корректна, если 
 1)  )(tA  сильно непрерывно дифференцируем на )(AD ; 

 2)  существует )()(1 ELtA ∈− , Tt ≤≤0 ; 

 3)  MsAA ≤− )()0( 1 , Ts ≤≤0 ; 

 4)  )(tA  устойчиво аппроксимируется операторами )(tAn , т.е. 

 4.1)  существует последовательность ограниченных сильно непре-
рывных операторов )(tAn , таких что 

[ ] 0)()()(suplim 1

0
=− −

≤≤∞→
xtAtAtA n

Ttn
, Ex ∈ ;                 (2.13) 

4.2)                MstU n ≤),( , Tts ≤≤≤0 ; ,...,2,1=n                   (2.14) 

где ),( stUn – эволюционные операторы, отвечающие операторам )(tAn ; 

 5)  xtAtAxtAtA nn )()()()( = , )(ADx ∈ ; 

6) ),(),(
с.

stUstU
n

n
∞→

→  равномерно по Tts ≤≤≤0  (символ 
с.

→  оз-

начает сильную сходимость). При этом предельный оператор ),( stU  из 

условия 6) является эволюционным оператором задачи (2.11), (2.12). 

Пусть оператор )(tA  удовлетворяет следующим дополнительным 

требованиям: 



99 

1.1)  оператор )()()( 2 tAtAtA −′  определен, ограничен и сильно не-

прерывен; 

1.2)  множество ( )I
],0[

2
2 )(

Tt

tADD
∈

=  плотно в E (заметим, что при 

каждом фиксированном ],0[ Tt ∈  множество ( ))(2 tAD  плотно в E, ибо 

( ) )()( ADtAD ≡  плотно в E  [8, с. 30] ); 

1.3)  оператор )()0( tAA  сильно непрерывен на 2D . 

Пусть аппроксимирующие операторы )(tAn  из условия 4) удовле-

творяют дополнительным требованиям вида 

1.4)  
λ

≤λ 1
)()(tAn

R , 0>λ ;  

1.5)  
( )

)(    )()( 1
)(

2 tAtAtA
ELC

n
n

−

∞→

− → .   

Лемма 2.1. Если для оператора )(tA  выполнены условия 1) – 3), 

4.1), 5), а также дополнительные условия 1.1) – 1.5), то при любом фик-

сированном ],0( 0ε∈ε  для оператора )()()( tAttA α−
ε ε+= выполнены ус-

ловия вида 1) – 6), при этом, в роли аппроксимирующих операторов для 

)(tAε  выступают операторы )()()(, tAttA nn
α−

ε ε+= . 

Доказательство. Если )(tA  сильно непрерывно дифференцируем на 

)(AD , то ( ) ( ) ( )A t t I A t−α
ε  = + ε   сильно непрерывно дифференцируем 

на )(AD  как произведение ограниченного сильно непрерывно дифферен-

цируемого оператора и сильно непрерывно дифференцируемого операто-
ра [8, с. 219]. 

Если существует )()(1 ELtA ∈− , Tt ≤≤0 , то существует 

)()()()( 11 ELtAttA ∈ε+= −α−
ε , Tt ≤≤0 . 

Если MsAA ≤− )()0( 1 , Ts ≤≤0 , то для любого Ts ≤≤0  

=ε+
ε

= −α
α

−
εε )()()0(

1
)()0( 11 sAsAsAA  

ε

α
−

α

=








ε
ε+≤









ε
ε+= MM

T
sAA

s
)()0( 1 . 

(2.15)
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Пусть выполнено условие 4.1). Покажем, используя условия  
(2.15), что )(tAε  устойчиво аппроксимируем операторами 

)()()(, tAttA nn
α−

ε ε+= , т.е. 

4.1′) [ ] 0)()()(suplim 1
,

0
=− −

εεε
≤≤∞→

xtAtAtA n
Ttn

, Ex ∈ ; 

4.2′) εε ≤ MstU n ),(, , Tts ≤≤≤0 ; ,...,2,1=n  

где ),(, stU nε  – эволюционные операторы, отвечающие операторам 

)(, tA nε , т.е. эволюционные операторы задачи Коши 

);,0[ ,  ),()()( ,,, TsTtstztAtz nnn ∈≤≤=′ εεε                  (2.16) 

.)( ,, sn zsz εε =                                     (2.17) 

Заметим, что 

[ ] [ ] )()()()()()( 11
, tAtAtAtAtAtA nn

−−
εεε −=− , 

поэтому из 4.1) следует 4.1 ). Далее, 

,

11

( ) ,( ) ( ) ( ) ( )
nA t n nR A t I t A t I

ε

−− −α
ε   λ = − λ = + ε − λ =     

1
( ) ( ) ( )nt A t t I

−−α α  = + ε − λ + ε =  
( )αα ε+λε+ )()( )( tRt tAn

. 

В силу условий (2.15) для 0>λ    

( )
λ

=
ε+λ

⋅ε+≤ε+λε+=λ α
ααα

ε

1

)(

1
)()()()( )()(, t

ttRtR tAtA nn
. 

Получена оценка 

λ
≤λ

ε

1
)()(, tA n

R , 0>λ . 

Следовательно [8, с. 250], решение )(, tz nε  задачи (2.16), (2.17) удовле-

творяет условию sn ztz ,, )( εε ≤ , или, в силу равенства 

snn zstUtz ,,, ),()( εεε =  получаем неравенство ssn zzstU ,,, ),( εεε ≤ , откуда 

следует оценка 

1),(, ≤ε stU n , Tts ≤≤≤0 ; ,...,2,1=n          (2.18) 

т.е. показана справедливость 4.2′) с 1=εM .      
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 Если xtAtAxtAtA nn )()()()( = , )(ADx ∈ , то =εε xtAtA n )()(,  

xtAtA n )()( ,εε= , )(ADx ∈ , что очевидно. 

 Покажем, используя дополнительные условия 1.1) – 1.5), что 

),(),(
с.

, stUstU
n

n ε
∞→

ε →                  (2.19) 

равномерно по Tts ≤≤≤0 , где ),( stU ε  – некоторый линейный ограни-

ченный оператор. Для доказательства (2.19) достаточно показать, в силу 
теоремы Банаха-Штейнгауза [18, с. 129], выполнение двух условий: 

а)  εε ≤ MstU n ),(, , Tts ≤≤≤0 ; ...,2,1=n ; 

б)  при любом фиксированном x  из некоторого плотного в E мно-

жества D последовательность { }, ( , )nU t s xε  сходится равномерно по 

Tts ≤≤≤0 , т.е. сходится по норме пространства ( )ETTC ];,0[],0[ × . 

 Условие а) выполняется с 1=εM  (см. оценку (2.18), которая полу-

чена с помощью условия 1.4)). 
 Для выполнения условия б) достаточно показать, что при любом 

фиксированном Dx ∈  последовательность { }, ( , )nU t s xε  фундаментальна 

по метрике пространства ( )ETTC ];,0[],0[ × . 

 Возьмем в роли D  множество 2D  из условия 1.2). Справедлива 

формула [8, с. 234]     

[ ] τττ−ττ+= εεεεεε ∫ dxsUAAtUxstUxstU mmn

t

s

nmn ),()()(),(),(),( ,,,,,, , (2.20) 

которую при 2Dx ∈  можно записать в виде 

∫ τ
ε+τ

=− εαεε

t

s

nmn tUxstUxstU ),(
)(

1
),(),( ,,,

2( ) ( ) ( )n mA A A− τ − τ τ ⋅  × 

× 2 2 2
,( ) ( , ) ( ) ( )mA U s A s A s x d−

ε ⋅ τ τ τ  .    (2.21) 

 Покажем, что операторы 

2 2
, ,( , ) ( ) ( , ) ( )n nV t s A t U t s A s−

ε ε=         (2.22) 

являются эволюционными операторами задачи 
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[ ] ),()()()()()()()()( ,
21

,,, tytAtAtAtAtAtytAty nnnn ε
−−

εεε ′+′+=′          (2.23) 

                                                                          );,0[ , TsTts ∈≤≤  

,)( ,, sn ysy εε =                                          (2.24) 

где оператор )()()()()()( 21 tAtAtAtAtAtB −− ′+′=  ограничен и сильно не-

прерывен, так как )()( 1 tAtA −′  ограничен и сильно непрерывен [8, с. 221], 

)()()( 2 tAtAtA −′  ограничен и сильно непрерывен по условию 1.1). 

 Покажем вначале, что функция )()()( ,
2

, tytAtw nn ε
−

ε =  является ре-

шением задачи (2.16), (2.17) с начальным значением sn ysAsz ,
2

, )()( ε
−

ε = . 

Известно [8, с. 221], что при выполнении условий 1) – 3) ограниченный 

оператор 1−A  сильно непрерывно дифференцируем и 

[ ] )()()()( 111 tAtAtAtA −−− ′−=
′

.        (2.25)  

Тогда оператор )()()( 112 tAtAtA −−− =  ограничен и сильно непрерывно 

дифференцируем и, в силу равенства (2.25),       

[ ] )()()()()()()( 12212 tAtAtAtAtAtAtA −−−−− ′−′−=
′

. 

Функция )(, ty nε  непрерывно дифференцируема как решение задачи 

(2.23), (2.24). Тогда [8, с. 22]  

1 2 2 1
, ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n nw t A t A t A t A t A t y t− − − −

ε ε ′ ′= − − + 

++ εε
− )()()( ,,

2 tytAtA nn
2 1 1 2

,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nA t A t A t A t A t A t y t− − − −
ε ′ ′+ =   

)()()( ,,
2 tytAtA nn εε

−= . 

Получили равенство 

)()()()( ,,
2

, tytAtAtw nnn εε
−

ε =′ .     (2.26) 

В силу условия 5) имеем )()()()( tAtAtAtA nn =  на )(AD , откуда полу- 

чаем )()()()(1 tAtAtAtA nn =−  или )()()()( 11 tAtAtAtA nn
−− = . Тогда 

)()()()( 1
,,

1 tAtAtAtA nn
−

εε
− =  и из равенства (2.26) следует, что 
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)()()( ,,, twtAtw nnn εεε =′ , 

т.е. функция )(, tw nε  удовлетворяет уравнению (2.16). 

Эта функция удовлетворяет также начальному условию (2.17) с началь-

ным значением sn ysAsz ,
2

, )()( ε
−

ε = : 

snn ysAsysAsw ,
2

,
2

, )()()()( ε
−

ε
−

ε == . 

В силу единственности решения задачи (2.16), (2.17) имеем 

snnnn ysAstUtztytAtw ,
2

,,,
2

, )(),()()()()( ε
−

εεε
−

ε === , 

откуда 

snn ysAstUtAty ,
2

,
2

, )(),()()( ε
−

εε = , 

т.е. эволюционные операторы задачи (2.23), (2.24) имеют вид (2.22). 
 Известно [8, с. 234], что если последовательность эволюционных 
операторов ),( stU n , отвечающих ограниченным сильно непрерывным 

операторам )(tAn , равномерно ограничена: 

MstU n ≤),( ,  Tts ≤≤≤0 ; ,...,2,1=n  

то последовательность эволюционных операторов ),(
~

stU n , отвечающих 

операторам )()()(
~

tBtAtA nn += , где возмущающий оператор )(tB  огра-

ничен и сильно непрерывен, тоже равномерно ограничена:  

MstU n
~

),(
~ ≤ ,  Tts ≤≤≤0 ; ,...,2,1=n      (2.27) 

при этом в роли M
~

 можно взять постоянную MCTeM , где 

)(sup
0

tBC
Tt ≤≤

= . 

 Значит, в силу оценки (2.18) 

1
2

,
2 )(),()( MsAstUtA n ≤−

ε , Tts ≤≤≤0 ; ,...,2,1=n  (2.28) 

где 1M – некоторая постоянная ( 1M  не зависит от ε , так как постоянная 

в оценке (2.18) не зависит от ε ). 
 Для 2Dx ∈  имеем 

2 1( ) ( ) (0) (0) ( )A t x A t A A A t x− =   , 
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откуда видно, что функция xtA )(2  непрерывна, так как оператор 

)0()( 1−AtA  ограничен и сильно непрерывен [8, с. 216], функция 

xtAA )()0(  непрерывна по условию 1.3). Положим 

xtAM
Tt

)(max 2

0
2

≤≤
= , αε ε

= 21MM
M . 

 Тогда из формулы (2.21) следует, в силу соотношений (2.18), (2.28) 
оценка  

[ ] τττ−τ≤− ∫
−

εεε dAAAMxstUxstU
T

mnmn

0

2
,, )()()(),(),( .   (2.29) 

Из оценки (2.29) следует, в силу условия 1.5), что при любом фиксиро-

ванном 2Dx ∈  последовательность { }, ( , )nU t s xε  фундаментальна по 

метрике пространства ( )ETTC ];,0[],0[ × . Лемма 2.1. доказана. 

 Фактически доказано следующее утверждение. 
 Лемма 2.2. При выполнении условий 1) – 3), 4.1), 1.1) – 1.5) задача 
Коши 

);,0[ ,  ),()()( TsTtstztAtz ∈≤≤=′ εεε                    (2.30) 

),(  ,)( ,, ADzzsz ss ∈= εεε                              (2.31) 

при любом фиксированном ],0( 0ε∈ε  равномерно корректна; ее эволю-

ционным оператором является предельный оператор ),( stU ε  из условия 

(2.19). 
 Известно [8, с. 241], что если наряду с условиями 1) – 6) выполняют-
ся следующие условия: 

7)  ( )ETCtf ];,0[)( ∈ ; 

8)  )()( ADtf ∈ , Tt ≤≤0 ; ( )ETCtftA ];,0[)()( ∈ , 

то задача Коши   

)(  ,)( 

);,0[ ,  ),()()()(

ADxxsx

TsTtstftxtAtx

ss ∈=
∈≤≤+=′

 

имеет единственное решение 

∫ τττ+=
t

s

s dftUxstUtx )(),(),()( ,        (2.32) 

где ),( stU – эволюционный оператор задачи (2.11), (2.12). 
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 Заметим, что из условий 7), 8) следуют при любом фиксированном 
],0( 0ε∈ε  

7′) ( )ETCtf ];,0[)( ∈ε ; 

8′) )()( ADtf ∈ε , Tt ≤≤0 ; ( )ETCtftA ];,0[)()( ∈εε . 

Доказано следующее утверждение. 
 Теорема 2.1. При выполнении условий 1) – 3), 4.1), 5), 7), 8), 1.1) – 
1.5) задача (2.9), (2.10) при любом фиксированном ],0( 0ε∈ε  имеет един-

ственное решение 

∫ τ
ε+τ
ττ+= αεεεε

t

d
f

tUxtUtx
0

0,
)(

)(
),()0,()( ,      (2.33) 

где ),( stU ε – эволюционный оператор задачи Коши (2.30), (2.31). 

 Заметим, что формула (2.33) следует из (2.32). 
 Известна [8, с. 255] следующая реализация аппроксимации опера-
тора )(tA : если )(tA  сильно непрерывно дифференцируем на )(AD , 

))((),0[ tAρ⊂∞ и 

λ+
≤λ

1

1
)()(tAR , ),0[ ∞∈λ ,         (2.34) 

то условия 4) – 6) реализуются с помощью аппроксимирующих операто-
ров Иосида 

)()()( )( nRtAntA tAn −= , 

которые можно записать также в виде 

)()( )(
2 nRnIntA tAn −−= , 

что следует из тождества 

)()( λλ+=λ AA RIRA .        (2.35) 

 В связи с этим естественно требовать, чтобы все дополнительные 
ограничения на )(tAn  выполнялись для аппроксимирующих операторов 

Иосида. 
 Замечание 2.1. Аппроксимирующие операторы Иосида удовлетво-
ряют условию 1.4) [8, с. 252]. 
 Замечание 2.2. Аппроксимирующие операторы Иосида удовлетво-
ряют условию 1.5). 
 Действительно, используя тождество (2.35), получаем 
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=−=−= −−− )()()()()()()( 1
)(

2
)(

2 tAnRntAnRtAntAtA tAtAn  

[ ] )()()()()( )(
11

)( nRtAtAnRtAI tAtA −=−= −− . 

Используя оценку (2.34), получаем 

0     
1

1
)()()()( )(

12

∞→

−− →
+

≤=−
n

tAn n
nRtAtAtA  

равномерно по ],0[ Tt ∈ , откуда следует 1.5). 

 Выясним условия, при которых решение (2.33) задачи (2.7), (2.8) 
сходится равномерно на ],0[ T  при 0→ε  к ограниченному решению 

(2.4) уравнения (2.1): 

  )(    )(
р.

0
txtx

→ε
ε → , ],0[ Tt ∈ .        (2.36) 

 Естественно, что такая сходимость будет иметь место лишь в том 
случае, когда  

  )0(    )0(
0

xx
→ε

ε → ,           (2.37) 

т.е., в силу соотношений (2.6), (2.8), когда 

  )0()0(    1

0
0, fAx −

→ε
ε −→ .              (2.38) 

Оказывается, что условие (2.38) достаточно для справедливости 
предельного перехода (2.36). 

Докажем несколько вспомогательных утверждений. 
Лемма 2.3. При выполнении условия (2.3) для эволюционного опе-

ратора задачи (2.30), (2.31) справедлива следующая оценка: 

∫
≤

αε+ρ
ρω

ε

t

s

d

estU )(),( , Tts ≤≤≤0 , 00 ε≤ε< .     (2.39) 

Доказательство. Наряду с задачей (2.30), (2.31) рассмотрим задачу 
Коши вида  

),0[ ,  ),()()( TsTtstytBty ∈≤≤=′ εεε ,             (2.40) 

),( ,)( ,, ADzzsy ss ∈= εεε           (2.41) 

где 

I
t

tAtB αεε ε+
ω−=

)(
)()( . 
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Непосредственно проверяется, что если )(tzε  – решение задачи (2.30), 

(2.31), то функция  

)()( )( tzety

t

s s

d

ε
+ρ

ρω−

ε

∫
=

α
 

является решением задачи (2.40), (2.41). Заметим, что 

( )αα ε+λ+ωε+=λ
ε

)()()( )()( tRtR tAtB . 

Тогда в силу (2.3) для любого 0>λ   

( ) ≤ε+λ+ωε+=λ αα
ε

)()()( )()( tRtR tAtB  

λ
=

ω−ε+λ+ω
ε+≤ α

α 1

)(

1
)(

t
t . 

Получена оценка 

λ
≤λ

ε

1
)()(tBR , 0>λ . 

Следовательно [8, с. 250], решение )(tyε  задачи (2.40), (2.41) удовлетво-

ряет условию szty ,)( εε ≤ . Тогда из формулы 

)()( )( tyetz

t

s

d

ε
ε+ρ
ρω

ε

∫
=

α
 

получаем  

s

dd

zetyetz

t

s

t

s
,

)()( )()( ε
ε+ρ
ρω

ε
ε+ρ
ρω

ε

∫
≤

∫
=

αα
. 

В силу равенства szstUtz ,),()( εεε =  имеем 

s

d

s zezstU

t

s
,

)(
,),( ε

ε+ρ

ρ
ω

εε

∫
≤

α
, 

откуда следует оценка (2.39). Лемма 2.3 доказана. 
 Лемма 2.4. Пусть выполнены условия (2.3), (2.38). Тогда для любого 
сколь угодно малого положительного числа η  существуют такие 

0)( >ηµ=µ , 0)( >ηδ=δ , что для любого µ<ε<0  справедливо нера-

венство 
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η<−ε )()( txtx , ],0[ δ∈∀ t .     (2.42) 

 Доказательство. Решение )(txε  выражается формулой (2.33). В си-

лу известной формулы [8, с. 240], 

x
s

sA
stU

s

xstU
αε

ε

ε+
−=

∂
∂

)(

)(
),(

),(
, )(ADx ∈ . 

Тогда  

=τττ
ε+τ
ττ=τ

ε+τ
ττ ∫∫

−
αεαε

tt

dfA
A

tUd
f

tU
0

1

0

)()(
)(

)(
),(

)(

)(
),(  

+τττ−=τττ
τ∂

τ∂
−= −

ε
−ε∫

t
t

fAtUdfA
tU

0

1

0

1 )()(),()()(
),(

 

[ ] +−=τ
′

τττ+ −−
ε

−
ε∫ )()()0()0()0,()()(),( 11

0

1 tftAfAtUdfAtU
t

 

[ ]∫ τ
′

τττ+ −
ε

t

dfAtU
0

1 )()(),( .                             (2.43) 

Значит, решение )(txε  можно записать в виде 

)(txε +−+= −−
εεε )()()0()0()0,()0,( 11

0, tftAfAtUxtU  

[ ]∫ τ
′

τττ+ −
ε

t

dfAtU
0

1 )()(),( .        (2.44) 

Учитывая соотношения (2.6), (2.8), получаем 

[ ] [ ]−−−−=− εεε )0()()0()0()0,()()( xtxxxtUtxtx  

[ ] [ ]∫ τ
′

τττ+−− −
ε

−−
t

dfAtUfAtftA
0

111 )()(),()0()0()()( . 

В силу оценки (2.3) имеем 

+−+−≤− εε )0()()0()0()()( xtxxxtxtx  

∫ τ
∫

+−+ τ
αε+ρ

ρω
−−

t
d

deKfAtftA

t

0

)(11 )0()0()()( ,   (2.45) 
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где 

[ ]′
ττ= −

≤τ≤
)()(max 1

0
fAK

T
. 

 Пусть задано произвольное сколь угодно малое 0>η . В силу соот-

ношения (2.37) для числа 
4

η
 0)(11 >ηµ=µ∃ 10| µ<ε<∀  выполняется 

неравенство 
4

)0()0(
η<−ε xx . В силу непрерывности функции )(tx  в 

точке 0+=t  для числа 
4

η
 0)(11 >ηδ=δ∃ 10| δ≤≤∀ t  справедливо не-

равенство 
4

)0()(
η<− xtx . Аналогично, в силу непрерывности функции 

)()(1 tftA−  в точке 0=t  для числа 
4

η
 0)(22 >ηδ=δ∃ 20| δ≤≤∀ t  вы-

полняется неравенство 
4

)0()0()()( 11 η<− −− fAtftA . Положим  

∫ τ
∫

=ψ τ
αε+ρ

ρω

ε

t
d

det

t

0

)()( ; 

∫ τ
∫

=ψ τ
αρ

ρωt
d

det

t

0

)( . 

Покажем, что 

0)(lim
0

=ψ
+→

t
t

.                  (2.46) 

 При 1=α  соотношение (2.46) очевидно, ибо   

t
t

d
t

det

ttt t

ω−
=

+ω−
τ=τ







 τ=τ=ψ
+ω−

ω−

ω−
τ

ω

∫∫ 1

1

1

1
)(

0

1

00

ln
. 

 При 1>α  и 1≤t  

0     )(0
0

00
+→

ρ
ρω

ρ

ρω

→τ
∫

≤τ
∫

=ψ≤ ∫∫ ττ
α

t

t
d

t
d

dedet

tt

, 

откуда следует соотношение (2.46) для 1>α . 
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 Пусть 

∫
=τ τ

αε+ρ
ρω

ε

t d

eg )()( ; 

∫
=τ τ

αρ
ρω

t d

eg )( . 

Так как 
)(   )(

0
τ→τ

→ε
ε gg , ],0[ t∈τ ; 

1)( ≤τεg , 00 ε≤ε< , ],0[ t∈τ , 

то в силу теоремы Лебега о предельном переходе под знаком интеграла 
[15, с. 120] 

)(   )(
0

tt ψ→ψ
→ε

ε , ],0[ Tt ∈ . 

При любом фиксированном ],0( 0ε∈ε  функция )(tεψ  непрерывна по 

],0[ Tt ∈ . При убывании ε  эта функция монотонно убывает и сходится к 

непрерывной функции )(tψ . Тогда в силу обобщенной теоремы Дини  

[19, с. 657]    

)(   )(
р.

0
tt ψ→ψ

→ε
ε , ],0[ Tt ∈ .     (2.47) 

Далее, 
)()()()( tttt ψ+ψ−ψ≤ψ εε . 

В силу предельного перехода (2.47), для числа 
K8

η
 

0)(22 >ηµ=µ∃ 20| µ<ε<∀  справедливо неравенство 
K

tt
8

)()(
η<ψ−ψε  

для Tt ≤≤∀ 0 . В силу равенства (2.46) для   числа 
K8

η
 

0)(33 >ηδ=δ∃ 30| δ≤≤∀ t  выполняется неравенство 
K

t
8

)(
η<ψ . Поло-

жим { }21,min µµ=µ , { }321 ,,min δδδ=δ . Тогда в силу соотношения 

(2.45) для любого µ<ε<0  

η<−ε )()( txtx , ],0[ δ∈∀ t . 

Лемма 2.4 доказана. 
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 Лемма 2.5. Пусть выполнены условия (2.38) и (2.3), причем, в слу-
чае 1=α  пусть 1−<ω . Тогда при любом фиксированном ),0( T∈δ  

)(   )(
р.

0
txtx

→ε
ε → , ],[ Tt δ∈ .          (2.48) 

Доказательство. Решение )(txε  можно записать в виде (2.44). Ре-

шение )(tx  выражается формулой (2.4). В силу равенства 

x
s

sA
stU

s

xstU
α−=

∂
∂ )(

),(
),(

, )(ADx ∈ , 

получаем 

=τττ
τ

ττ=τ
τ

ττ= ∫∫
−

αα

tt

dfA
A

tUd
f

tUtx
0

1

0

)()(
)(

),(
)(

),()(  

+τττ−=τττ
τ∂

τ∂−= −−
∫

t
t

fAtUdfA
tU

0

1

0

1 )()(),()()(
),(

 

[ ] +−=τ
′

τττ+ −−
∫ )()()()(),( 1

0

1 tftAdfAtU
t [ ]∫ τ

′
τττ −

t

dfAtU
0

1 )()(),( , 

так как 

0)0()0(),(lim)0()0()0,( 1

0

1 == −

+→

− fAstUfAtU
s

, 

ибо в силу оценки (2.5) 

≤
∫

≤ −ρ
ρω

− α
)0()0()0()0(),( 11 fAefAstU

t

s

d

 

0    )0()0(
0

1

+→

−ρ
ρω

→
∫

≤

δ

α

s

d

fAe s . 

Получена формула 

[ ]∫ τ
′

τττ+−= −−
t

dfAtUtftAtx
0

11 )()(),()()()( .      (2.49) 

В силу формул (2.44), (2.49) 
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++=− −
εεεε )0()0()0,()0,()()( 1

0, fAtUxtUtxtx  

[ ] [ ]∫ τ
′

τττ−τ+ −
ε

t

dfAtUtU
0

1 )()(),(),( .        (2.50) 

В силу соотношений (2.3), (2.38) 

0   )0,(
р.

0
0,

→ε
εε →xtU , ],[ Tt δ∈ .                 (2.51) 

Действительно, с учетом соотношений (2.6), (2.38), (2.39) получаем 

[ ] ≤+−= εεεεε )0()0,()0()0()0,()0,( 0, xtUxxtUxtU  

≤
∫

+−
∫

≤
αα ε+ρ

ρω

ε
ε+ρ

ρω

)0()0()0( 00 )()( xexxe

tt dd

 

0     )0()0()0(
0

)(0

→ε

ε+ρ
ρω

ε →
∫

+−≤
α

xexx

t d

 

равномерно по ],[ Tt δ∈ , откуда следует соотношение (2.51).  
Аналогично показывается, что  

0   )0()0()0,(
р.

0

1

→ε

−
ε →fAtU , ],[ Tt δ∈ .            (2.52) 

Положим 

[ ] [ ]∫ τ
′

τττ−τ= −
εε

t

dfAtUtUtI
0

1 )()(),(),()( . 

В силу соотношений (2.50) – (2.52) для выполнения предельного перехо-
да (2.48) достаточно показать, что 

0   )(
р.

0→ε
ε →tI , ],[ Tt δ∈ .                  (2.53) 

Используя формулу (2.25), получаем 

[ ] )()()()()()()()()()( 11111 ττ=τ′τ+τττ′τ−=
′

ττ −−−−− gAfAfAAAfA , 

где )()()()()( 1 τττ′−τ′=τ − fAAfg . Интеграл )(tI ε  можно записать в виде  

[ ]∫ ττττ−ττ= −−
εε

t

dgAtUAtUtI
0

11 )()(),()(),()( .         (2.54) 
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Оценим норму разности )(),()(),( 11 ττ−ττ −−
ε AtUAtU . Используя извест-

ные формулы [8, с. 240], получаем при любом Ex ∈  

[ ] +ττ−=ττ
∂
∂ −

εα
−

ε xAsU
s

sA
stUxAsUstU

s
)(),(

)(
),()(),(),( 11  

=ττ
ε+

+ −
εα xAsU

s

sA
stU )(),(

)(

)(
),( 1  

[ ] xAsUsA
ss

stU )(),()(
1

)(

1
),( 1 ττ












−

ε+
= −

εαα . 

Интегрируя в пределах от τ  до t , получаем 

=ττ−ττ −−
ε xAtUxAtU )(),()(),( 11  

[ ] dsxAsUsA
ss

stU
t

)(),()(
1

)(

1
),( 1 ττ












−

ε+
= −

εαα
τ
∫ .   (2.55) 

Известно [8, с. 246], что оператор 

)(),()(),( 1 sAstUtAstV −
εε =  

является пределом эволюционных операторов 

)(),()(),( 1
,, sAstUtAstV nn

−
εε =  

задачи 

.)( 

);,0[ ,  ),()()()()()(

,,

,
1

,,,

sn

nnnn

vsv

TsTtstvtAtAtvtAtv

εε

ε
−

εεε

=

∈≤≤′+=′
 

Здесь ),(, stU nε  – эволюционные операторы, отвечающие операторам 

)(, tA nε . В силу (2.18), (2.27) 

1, ),( MstV n ≤ε , Tts ≤≤≤0 ; ...,2,1=n ; ],0( 0ε∈ε . 

Переходя в неравенстве 

xMxstV n 1, ),( ≤ε , Ex ∈ ,  

к пределу при ∞→n , получаем 

xMxstV 1),( ≤ε , Ex ∈ , 
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т.е. 

1),( MstV ≤ε , Tts ≤≤≤0 ; ...,2,1=n ; ],0( 0ε∈ε .     (2.56) 

Из соотношения (2.55) следует в силу неравенств (2.5), (2.56) оценка 

≤ττ−ττ −−
ε xAtUxAtU )(),()(),( 11 ≤

∫

ε+
−ε+

∫
τ

ρ
ρω

αα

αα αt
d

dse
ss

ss
xM

t

s

)(

)(
1  

[ ] ∫
∫

ε+≤
αρ
ρω

α
α

t
d

dse
s

xTM

t

s

0
21
1

)( .        (2.57) 

При 1=α   

≤






==
∫

∫∫∫
ω−ωρ

ρω tt
s

tt
d

ds
t

s

s
dse

s
dse

s

t

s

0
2

0

ln

2
0

2

111
 

2

1

0

1

0

2

11

1
M

Ts
dss

tt

=
−ω−

δ≤
−ω−

δ=
δ

≤
−ω−

ω
−ω−

ω−ω−
ω− ∫ .   (2.58) 

При 1>α   

≤==
∫

∫∫∫








−

−α
ω

α

+α−
ρω

α
ρ

ρω

α
−α−α

+α−

α t
ts

tt
d

dse
s

dse
s

dse
s

t

s

t

s

0

11

1
2

0

1

2
0

2

11

1

111
 

∫
−α−α −α

ω

α
δ−α

ω−
≤

T
s dse

s
e

0

1

1
2

1

1 11 1
.               (2.59) 

Покажем, что несобственный интеграл 

∫
−α−α

ω

αα =
T

s dse
s

I
0

1

1
2

11
 

сходится. Для этого достаточно показать, что 0)(lim
0

=ϕ
+→

s
s

, где 

1
1

1
2

1
)(

−α−α
ω

α=ϕ se
s

s , 
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для чего, в свою очередь, достаточно показать, что  

∞−=ϕ
+→

)(lnlim
0

s
s

.     (2.60) 

Имеем 










ω
−αα−

−α
ω=α−

−α
ω=ϕ −α

−α−α ss
s

s
s

s ln
)1(2

1
1

1
ln2

1

1
)(ln 1

11
;  (2.61) 

( ) =
−α−

== α−+→−α−+→

−α

+→ s
s

s

s
ss

sss )1(

1

lim
ln

limlnlim
0)1(0

1

0
 

0
1

lim
1

0
=

α−
=

−α

+→

s
s

.      (2.62) 

Из соотношения (2.61) следует равенство (2.60). Из соотношений (2.57) – 
(2.59) следует оценка 

≤ττ−ττ −−
ε xAtUxAtU )(),()(),( 11 ( )M T T xα α + ε −  , 

или 

≤ττ−ττ −−
ε )(),()(),( 11 AtUAtU ( )M T Tα α + ε −  ,         (2.63) 

где 21MMM =  при 1=α ; 
1

1

1
1

−αδ−α
ω−

α= eIMM   при 1>α . Учитывая 

соотношения (2.54) и (2.63), получаем 

≤ε )(tI ( )M T T Tα α + ε −  0    )(max
00 →ε≤τ≤

→τg
T

 

равномерно по ],[ Tt δ∈ , откуда следует соотношение (2.53). Из (2.50) – 

(2.53) следует предельный переход (2.48). Лемма 2.5 доказана. 
 Теорема 2.2. Пусть выполнены условия теоремы 2.1, а также усло-
вия (2.38) и (2.3), причем в случае 1=α  пусть 1−<ω . Тогда справедлив 
предельный переход (2.36). 
 Доказательство. Пусть задано произвольное сколь угодно малое 
число 0>η . По лемме 2.4 существуют такие 0)(11 >ηµ=µ , 

0)( >ηδ=δ , что для любого 10 µ<ε<  справедливо неравенство 

η<−ε )()( txtx , ],0[ δ∈t . 
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По лемме 2.5 существует такое число 0)(22 >ηµ=µ , что для любого 

20 µ<ε<  

η<−ε )()( txtx , ],[ Tt δ∈ . 

Положим { }21,min µµ=µ . Тогда для любого µ<ε<0   

η<−ε )()( txtx , ],0[ Tt ∈ . 

Теорема 2.2 доказана. 
 Например, задача вида 

ϕ=

≤≤+=′ε+

ε

εε
α

)0( 

,0   ),()()()()( 
)(lx

TttftxtAtxt
 

при некоторых дополнительных условиях на )(tA , )(tf , обеспечиваю-

щих существование и единственность ее решения [22], обладает тем 
свойством, что ее решение удовлетворяет условию (2.37), следовательно, 
для него имеет место предельный переход (2.36). 
 

 
§ 3. Случай переменной области определения операторного  
       коэффициента  
 
В данном параграфе излагаются результаты, полученные в соавтор-

стве с С.Г. Крейном. 
В банаховом пространстве E рассматривается задача 

,0   ),()()()()( TttftxtAtxt ≤≤+=′ε+ εε
α  

(3.1) 

0)0( xx =ε , 

где )(tA – заданная почти везде (п. в.) на ],0[ T  операторная функция, 

значениями которой являются линейные неограниченные операторы 

( ) EEtADtA →⊂)(:)( , EtAD =))(( ; ε  – малый положительный пара-

метр, ],0( 0ε∈ε , const0 =ε , 00 >ε ; R∈α , 1≥α . 

Исследуется вопрос о разрешимости задачи (3.1) и аппроксимации 
ее решения, а также решения соответствующего вырожденного ( 0=ε ) 
уравнения 

TttftxtAtxt ≤<+=′α 0   ),()()()( .            (3.2) 
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 Ниже используются известные понятия ω-измеримости [42] и  
(М, ω)-устойчивости [43] операторной функции )(tA , обобщенного и 

точного решений [41] для (3.1), (3.2) а также следующие пространства 
векторных функций )(tu  со значениями в E: )(EC , 

E
Tt

C
tuu )(sup

),0(∈
= ; )(EL p , ),1[ ∞∈p , 

pT
p

EL
dttuu p

1

0

)(













= ∫ ; 

{ })()()(|),0(:)( ELtutETuEL pp ∈ρ→=ρ , Pp LL
tutu )()(ρ=

ρ
. 

 Всюду в дальнейшем предполагается выполнение следующих ус-
ловий: 
 а)  E рефлексивно; 
 б)  )(tA ω-измерима и (М, ω)-устойчива в E; 

 в)  существует банахово пространство F, непрерывно и плотно вло-

женное в E, такое что ( ))(tADF ⊂  п. в. на ],0[ T , сужение 
F

tA )(   

η -измеримо и ),( ηN -устойчиво в F; 

 г)  ∞<∫
δ

T
p

EFL
dttA

),(
)(  для любого T<δ<0 ; 

д)  01 <+ω p . 

Известно [41], что при 1=α  сингулярное уравнение (3.2) для любой 

)()( ELtf p∈ , ),1[ ∞∈p , имеет единственное обобщенное решение 

)()( ELtx p∈ ; а при 1>α  и для любой )()(
2

ELtf p
ρ∈ , ),1[ ∞∈p , где 













ρ
ρ−=ρ=ρ ∫ α

α−
T

t

p d

p
tt

1
exp)(22 , 

уравнение (3.2) имеет единственное обобщенное решение )()(
2

ELtx p
ρ∈ . 

 Запишем для задачи (3.1) и уравнения (3.2) их аппроксимации с по-

мощью операторов Иосида IntAnRntAn −= ))(,()( 2 : 

,0   ),()()()()( ,, TttftxtAtxt nnn ≤≤+=′ε+ εε
α  

0, )0( xx n =ε ;                                             (3.1′)  
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TttftxtAtxt nnn ≤<+=′α 0   ),()()()( .            (3.2′) 

  

Теорема 3.1. При 1≥α  для любых )()( ELtf p∈ , ),1[ ∞∈p , 

Dx ∈0 , где ( ){ )(| tADxExD ∈∈=  п. в. на ],0[ T  и })()( ELxtA p∈ , за-

дача (3.1) при произвольном достаточно малом 0>ε  имеет единственное 
обобщенное решение )()( ECtx ∈ε  и 

)(    )(, txtx
C

n
n ε

∞→
ε →  ,     (3.3) 

где )(, tx nε – точное решение задачи (3.1′)  

 Из предельного перехода (3.3) следует, что      

)(    )(, txtx
pL

n
n ε

∞→
ε →  .     (3.4) 

 Лемма 3.1. При 1=α  для любой )()( ELtf p∈ , ),1[ ∞∈p , уравне-

ние (3.2′) при произвольном достаточно большом n имеет единственное 

точное решение )()( ELtx p
n ∈  и 

)(    )( txtx
pL

n
n

∞→
→ ,     (3.5) 

где )(tx – обобщенное решение уравнения (3.2). 

 Лемма 3.2. При 1=α  для любой )()(
*

ELtf p
ρ∈ , ),1[ ∞∈p , где 

1
** )( −=ρ=ρ tt , 

)(    )(
0

, txtx n

L

n

p

→ε
ε → .     (3.6) 

 Заметим, что )()(
*

ELEL pp ⊂ρ . 

 Теорема 3.2. При 1=α  для любой )()(
*

ELtf p
ρ∈ , ),1[ ∞∈p , 

)(  lim   lim)( ,
0

txtx n
n

ε→ε∞→
= ,                 (3.7) 

где сходимость понимается по норме пространства )(EL p . 
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 Замечание 3.1. Если в (3.4) предельный переход равномерен по ε , 

то в силу (3.4) – (3.6) при 1=α  для любой )()(
*

ELtf p
ρ∈ , ),1[ ∞∈p , 

)(    )(
0

txtx
pL

→ε
ε →  . 

 Лемма 3.3. При 1>α  для любой )()(
2

ELtf p
ρ∈ , ),1[ ∞∈p , уравне-

ние (3.2′) при произвольном достаточно большом n имеет единственное 

точное решение )()(
2

ELtx p
n ρ∈  и 

)(    )(
2

txtx

pL

n
n

ρ

∞→
→ , 

где )(tx – обобщенное решение уравнения (3.2). 

 Лемма 3.4. При 1>α  для любой )()(
1

ELtf p
ρ∈ , ),1[ ∞∈p , где 

ptt α−=ρ=ρ )(11 , уравнение (3.2′) при произвольном достаточно боль-

шом n имеет единственное точное решение )()(
1

ELtx p
n ρ∈ , кроме того, 

если )()(
0

ELtf p
ρ∈ , где α−α−=ρ=ρ ptt)(00 , то   

)(    )(
1

0
, txtx n

L

n

p
ρ

→ε
ε → .      (3.8) 

 Замечание 3.2. )()()()(
210

ELELELEL pppp
ρρρ ⊂⊂⊂  и из соотноше-

ний (3.4), (3.8) следует, что 

)(    )(
2

, txtx

pL

n
n ε

∞→
ε

ρ

→ , 

)(    )(
2

0
, txtx n

L

n

p
ρ

→ε
ε → . 

 Теорема 3.3. При 1>α  для любой )()(
0

ELtf p
ρ∈ , ),1[ ∞∈p , спра-

ведливо соотношение (3.7), где сходимость понимается по норме про-

странства )(
2

EL p
ρ . 
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 Замечание 3.3. Если в соотношении (3.4) предельный переход рав-

номерен по ε , то при 1>α  для любой )()(
0

ELtf p
ρ∈ , ),1[ ∞∈p , 

)(    )(
2

0
txtx

pLρ

→ε
ε → . 

 При доказательстве приведенных утверждений используются раз-
личные варианты обобщенного неравенства Харди [13]. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
 Актуальность изучения почти вырождающихся дифференциальных 
уравнений обусловлена двумя причинами: во-первых, такие уравнения 
используются при решении некоторых задач естествознания, во-вторых, 
они являются полезным инструментом при исследовании вырождающих-
ся дифференциальных уравнений методом малых возмущений. 
 Как показано в данной книге, в случае почти вырождающихся ли-
нейных дифференциальных уравнений удается применить конструктив-
ные методы, т.е. найти решения изучаемых уравнений в аналитическом 
виде. В нелинейном случае придется больше полагаться на качественные 
методы исследования. 
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ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 
 
аппроксимирующие операторы 100 
– – Иосида 107 
 
вырождающийся коэффициент 
– общего вида 33, 74 
– степенного вида 6, 49 
 
гамма-функция 20 
 
задача Коши 6, 11, 23, 31, 64, 72, 75, 91, 99, 100  
 
однопараметрическая группа 7 
операторная экспонента 7 
оператор-функция 7 
 

полугруппа класса 0C  49 

полугрупповое свойство 59 
производящий оператор полугруппы 49 
 
резольвента оператора 95 
решение уравнения 
– – сильное 5,6 
– – стационарное 33, 48, 74, 89 
 
стабилизирующее возмущение уравнения 6 
 
тип полугруппы 50 
точка 
– вырождения 6 
– сингулярная 6 
 
уравнение 
– возмущенное 6, 33, 49, 75 
– вырождающееся 6, 33, 49, 74, 90, 98 
– почти вырождающееся дифференциальное 4 
– предельное 4 
– сильно вырождающееся 6, 34, 75 
– сингулярное дифференциальное 6 
– слабо вырождающееся 6, 46, 75 
 
эволюционный оператор 91, 99, 100 
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УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ 
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