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ВВЕДЕНИЕ 
 

 
Изменения в системе общественных отношений активно воздей-

ствуют на высшую школу и требуют от образования мобильности, 
адекватного соответствия задачам нового исторического этапа. На 
расширенном заседании Госсовета 8 февраля 2008 г. (www.kremlin.ru) 
определена стратегия инновационного развития России, определяю-
щаяся «на реализацию человеческого потенциала, на наиболее эффек-
тивное применение знаний и умений людей…». Путин В.В. отметил, 
что «будущее России, наши успехи зависят от образования и здоровья 
людей, от их стремления к самосовершенствованию и использованию 
своих навыков и талантов». Поэтому система образования должна во-
брать в себя самые современные знания, методы, подходы и техноло-
гии обучения и воспитания. 

В период модернизации системы образования повышаются тре-
бования к качеству преподавания физики в высшей школе. Нет сомне-
ния в том, что физика, как фундамент современного естествознания, 
обеспечивает прогресс в создании инновационных технологий. Но все 
достижения физики так или иначе, начинаются со школьного и вузов-
ского образования, где формируются не только знания, умения, навы-
ки, но и научное мировоззрение и физическое мышление будущих 
специалистов. 

Важная роль в формировании научного мировоззрения будущих 
специалистов принадлежит курсу механики, который является базой 
как для изучения других разделов курса физики, так и большого числа 
общеинженерных и специальных дисциплин. Достоинством данного 
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пособия является включение в него наряду с классическими воззре-
ниями на механику идей специальной теории относительности, прин-
ципа эквивалентности, а также границ применимости ньютоновской 
механики. 

Авторы стремились прежде всего выяснить физическую сущность 
явлений, описываемых теми или иными математическими соотноше-
ниями. Иногда используется качественный подход к изучению слож-
ных механических явлений. По мнению одного из выдающихся физи-
ков Э. Ферми, «физическая сущность действительно понимаемого во-
проса может быть объяснена без сложных формул».1 В умении качест-
венно объяснить сущность физических явлений и заключается истин-
ное понимание математических уравнений, описывающих те или иные 
закономерности. 

Данный курс механики предназначен для подготовки бакалавров 
технических вузов, изучающих физику по расширенной программе. 
Однако изложение материала построено так, что пособие можно ис-
пользовать в вузах с обычной программой по физике. При сокращен-
ной программе по решению кафедры часть вопросов, изложенных в 
пособии можно опустить. Например: 

1. Раздел 1.5 – Сложное движение твердого тела. 
2. Раздел 2.7 – Опыт Майкельсона. 
3. Раздел 2.10 – Движение тела переменной массы. 
4. Раздел 5.4 – Деформация кручения. 
5. Раздел 6.4 – Доказательство формулы для силы Кориолиса. 
6. Раздел 7.11 – Релаксационные колебания. 
7. Раздел 7.13 – Связанные колебания. 
8. Раздел 8.2 – Вывод формулы для скорости волн в твердом теле. 
9. Раздел 8.3 – Рассмотрение мод движения в системе с большим 

числом степеней свободы. 
10. Глава 9. Гидродинамика. 
Приведенный перечень сокращений является сугубо ориентиро-

вочным. В зависимости от объема часов, выделяемых на изучение ме-
ханики, он может быть сокращён или расширен по усмотрению препо-
давателя. 

 
 
 
 
 
 
 

                                                           
1 Цит. По Понтекорво Б.М., Энрико Ферми. М. : Знание, 1971. С. 27. 
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1. КИНЕМАТИКА 
 

 
1.1. МЕХАНИЧЕСКОЕ ДВИЖЕНИЕ.  

ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННАЯ СИСТЕМА ОТСЧЁТА 
 

В самом общем смысле под словом «движение» понимаются лю-
бые процессы и изменения, происходящие в окружающем нас мире: 
физические, химические, биологические и др. Но механика изучает 
простейшую форму движения – механическое движение, под которым 
понимается изменение взаимного расположения тел или их частей от-
носительно друг друга в пространстве и во времени. Основные свойст-
ва пространства: трёхмерность, однородность, изотропность и непре-
рывность. Последнее свойство относится и ко времени. 

В основе механики лежат законы, сформулированные Исааком 
Ньютоном в труде « Математические начала натуральной философии» 
(1687 г.). С развитием физики выяснилось, что механика Ньютона не 
применима к описанию движения тел, скорости которых сравнимы со 

скоростью света ( 8103⋅=c м/с). При таких скоростях приходится ис-
пользовать законы релятивистской механики, основы которой были 
заложены А. Эйнштейном в специальной теории относительности 
(1905 г.). В отличие от релятивистской механики больших скоростей 
механику Ньютона часто называют нерелятивистской механикой. Од-
нако теория относительности не отрицает механику Ньютона, а лишь 
указывает на границы её применимости. 

Есть ещё одно ограничение механики Ньютона. Она не всегда 
применима к описанию движения микрочастиц, которые обладают 
кроме корпускулярных, и волновыми свойствами. 

Механика включает в себя два основных раздела: кинематику и 
динамику. Описание движения тел, определение положения тел в про-
странстве в любой момент времени является основной задачей кине-
матики, в которой не вскрываются причины того или иного движения. 
Для определения положения тела в любой, наперёд заданный момент 
времени, в кинематике необходимо знать закон изменения координат 
тела со временем и скорость тела в начале движения. 

Задача динамики более общая – в ней изучается связь между 
взаимодействием тел и характером их движения. Одна из основных 
задач динамики – определение положения тела и его скорости в любой 
момент времени по известным начальным условиям. Эту задачу часто 
называют прямой задачей динамики. Отличие её от задач, решаемых в 
кинематике, состоит в том, что для нахождения координат тела в лю-
бой момент времени необходимо по известным значениям сил, дейст-
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вующих на тело, и известной массе тела, определить ускорение; затем 
определить значение скорости, найти перемещение тела и его коорди-
наты. В динамике приходится решать и обратную задачу, когда по из-
вестному положению тела в пространстве и его скорости в любой мо-
мент времени находят силы, действующие на тело. 

Для упрощения решения задач механики вводят понятие матери-
альной точки, под которой понимают любое тело, размерами и фор-
мой которого можно пренебречь. 

Так как пространство однородно, 
т.е. все точки равноценны, и изотропно, 
т.е. все направления равноправны, то 
невозможно определить положение 
материальной точки относительно про-
странства. Однако вполне возможно 
определить положение рассматривае-
мой материальной точки относительно 
другой, которая принимается за точку 
отсчёта. В кинематике выбор тела или 

точки отсчёта, относительно которого изучается движение рассматри-
ваемой материальной точки, произволен. Для описания движения ма-
териальной точки с точкой отсчёта О необходимо связать, например, 
прямоугольную систему координат (рис. 1.1). Чтобы фиксировать ко-
ординаты ( )zyx ;;  движущейся точки M в любой момент времени, не-

обходимо иметь приборы: линейку для измерения расстояния и часы 
для измерения времени. Пространственно-временная система от-
счёта включает в себя тело отсчёта, систему координат и приборы для 
измерений расстояний и моментов времени. 

При движении материальной точки M в пространстве, её коорди-
наты изменяются с течением времени 

( )txx = ; ( )tyy = ; ( )tzz = .                         (1.1.1) 

Эти функции, заданные в явном виде, для конкретного случая 
движения материальной точки называются кинематическими уравне-
ниями движения. Положение материальной точки M в пространстве 
можно задать также с помощью радиуса-вектора 

kzjyixr ++= .                                (1.1.2) 

Поэтому вместо трёх скалярных уравнений движения материаль-
ной точки (1.1.1) можно записать одно векторное уравнение движения 

( )trr = .                                         (1.1.3) 

Линия, которую описывает материальная точка в пространстве 
при своем движении, называется траекторией. Чтобы найти уравне-
ние траектории, необходимо из кинематических уравнений движения  

 
Рис. 1.1 
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(1.1.1) исключить время t. Приведём пример. Пусть материальная точ-
ка по оси x совершает гармоническое колебание с амплитудой mX  и 

частотой ω 
tXX m ω= sin . 

Пусть та же точка одновременно движется по оси y в соответст-
вии с законом 

tYY m ω= cos . 

Чтобы найти уравнения траектории точки, запишем уравнения 
движения в виде 

2

2
2sin

mX

x
t =ω ;  

2

2
2cos

mY

y
t =ω . 

Осуществив сложение этих выражений, получим уравнение тра-
ектории 

1
2

2

2

2

=+
mm Y

y

X

x
, 

которое представляет собой эллипс. 
 
 

1.2. СКОРОСТЬ 
 

Под скоростью понимают величину, характеризующую быстроту 
движения точки. Пусть материальная точка движется неравномерно по 
криволинейной траектории (рис. 1.2). В момент времени t движущаяся 
точка проходит точку M траектории, а в момент tt ∆+  – точку N. Дли-
ной пути S∆  называется расстояние, отсчитываемое вдоль траекто-

рии. Длина пути равна длине дуги MN, т.е. NMS
(

=∆  и является ска-
лярной величиной. Вектор r∆ , соединяющий точки M и N криволи-
нейной траектории, называется вектором перемещения. Модуль век-
тора перемещения равен длине хорды MN, т.е. MNr =∆ . Положение 

движущейся точки в момент времени t и tt ∆+  характеризуется, соот-
ветственно, векторами 1r  и 2r . Легко видеть, что 21 rrr =∆+ . Другими 

словами, вектор 

12 rrr −=∆                                              (1.2.1) 

можно назвать вектором приращения радиуса вектора r  за промежу-
ток времени t∆ . 

Вектором средней скорости называется физическая величина, 
равная отношению вектора перемещения движущейся точки к проме-
жутку времени, за которое происходит данное перемещение: 
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Рис. 1.2 
 

 
t

rr

t

r

∆
−=

∆
∆= 12

срv .                                       (1.2.2) 

Вектор срv  направлен вдоль хорды MN (рис. 1.2). Модуль и на-

правление вектора средней скорости зависят от величины промежутка 
времени t∆ , за который она определяется. Следовательно, вектор срv  

недостаточно характеризует движение материальной точки. Поэтому 
вводится понятие мгновенной скорости. Будем уменьшать промежуток 
времени t∆  при определении вектора средней скорости. Вследствие 
чего будет уменьшаться по модулю вектор перемещения r∆ , при этом 

будет изменяться его направление. Однако отношение 
t

r

∆
∆

 будет 

стремиться к конечной величине, не равной нулю. 
Вектором мгновенной скорости называется предел, к которому 

стремится отношение вектора перемещения к промежутку времени, за 
которое происходит это перемещение, когда этот промежуток времени 
стремится к нулю 

t

r
t ∆

∆=
→∆ 0

limv .                                      (1.2.3) 

Другими словами, вектором мгновенной скорости называется 
предел, к которому стремится вектор средней скорости, если время, за 
которое она определяется, стремится к нулю 

ср
0
vlimv

→∆
=

t
.                                      (1.2.4) 

При 0→∆t , вектор приращения r∆  радиуса-вектора поворачи-
вается, и в пределе будет совпадать с касательной к траектории. Сле-
довательно, вектор мгновенной скорости v  всегда направлен по каса-
тельной к траектории материальной точки (рис. 1.2). 

Для определения модуля мгновенной скорости будем исходить из 
выражения (1.2.3) 

t

r

t ∆
∆

==
→∆ 0

limvv ,                                      (1.2.5) 
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где r∆  – модуль вектора перемещения. При 0→∆t  получим 

Sr ∆=∆ . Следовательно, имеем 

( )
dt

tdS

t

S
t

=
∆
∆=

→∆ 0
limv ,                                  (1.2.6) 

т.е. модуль вектора мгновенной скорости численно равен производной 
от пути по времени. 

Выясним геометрический смысл средней и мгновенной скорости. 
Пусть длина пути, пройденного материальной точкой, задана как явная 
функция времени ( )tSS =  и графически представлена на (рис. 1.3). 

Модуль средней скорости за промежуток времени ttt ∆=− 12  равен 

t

S

tt

SS

∆
∆=

−
−=

12

12
срv . Следовательно, на графике пути средняя скорость 

за промежуток времени t∆  численно равна тангенсу угла наклона 
хорды  AB к оси времени, т.е. 

α= tgvср .                                         (1.2.7) 

При 0→∆t  хорда AB будет уменьшаться по величине, а её на-
правление будет стремиться к линии AC, которая является касательной к 
графику пути в точке A. Следовательно, мгновенная скорость матери-
альной точки в момент времени t численно будет равна тангенсу угла 
наклона касательной к графику пути для данного момента времени 

β= tgv .                                          (1.2.8) 

Из выражения (1.2.3) следует, что вектор мгновенной скорости 
равен производной радиуса-вектора по времени 

dt

rd=v .                                          (1.2.9) 

Учитывая, что kzjyixr ++= , где ( )zyx ;;  – координаты движу-

щейся точки, получим 

k
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx ++=v .       (1.2.10) 

При этом считается, что направ-
ления осей координат, а, следователь-

но, и векторов i , j , k  с течением 

времени не изменяются. Пусть xv , yv , 

zv  являются проекциями вектора ско-

рости на координатные оси 

kji zyx vvvv ++= .       (1.2.11) 
 

Рис. 1.3 
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Сравнивая последние два выражения, получим 

dt

dx
x =v ;  

dt

dy
y =v ;  

dt

dz
z =v .                       (1.2.12) 

При этом необходимо знать кинематические уравнения движения 
материальной точки в явном виде: ( )txx = , ( )tyy = , ( )tzz = . Модуль 

вектора мгновенной скорости можно найти по формуле 
222

222 vvvvv 






+






+






=++==
dt

dz

dt

dy

dt

dx
zyx .          (1.2.13) 

Вычислим путь S, проходимый точкой при произвольном нерав-
номерном движении от момента времени 1t  до 2t . Так как мгновенная 

скорость точки изменяется, то разобьём траекторию на элементарные 
участки 1S∆ , 2S∆ , 3S∆ … iS∆ … NS∆ . Средняя скорость на каждом 

участке, соответственно, равна: 1срv , 2срv … iсрv … Nсрv . Тогда путь, 

пройденный материальной точкой, приблизительно будет равен 

NNii ttttS ∆++∆++∆+∆≈ срср22ср11ср v...v...vv  

или                                         ∑
=

∆≈
N

i
ii tS

1
срv .                                      (1.2.14) 

Для более точного вычисления пути необходимо увеличить число 
отрезков и уменьшить время, за которое они определяются, т.е. необ-
ходимо найти предел 

∑
=→∆

∆=
N

i
ii

t
tS

i 1
ср

0
vlim , 

или вычислить интеграл 

( )∫=
2

1

v
t

t

dttS .                                    (1.2.15) 

Дадим графическую ил-
люстрацию вычисления пути в 
общем случае. На рис. 1.4 
представлен произвольный 
график скорости неравномер-
ного движения в промежутке 
времени от 1t  до 2t . Площадь 

полоски шириной it∆  на гра-

фике скорости численно равна 

iii t∆=σ срv . 

 
 

 
 

Рис. 1.4 
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С другой стороны, согласно выше изложенному, iii tS ∆=∆ срv . 

Следовательно, площадь полоски iσ  шириной it∆  на графике скоро-

сти численно равна отрезку пути iS∆ , проходимому точкой за тот же 

промежуток времени it∆ . 

Очевидно, что весь путь, проходимый точкой за промежуток вре-
мени ( )12 tt −  согласно формулам (1.2.14) и (1.2.15) на графике скоро-

сти, численно равен площади криволинейной фигуры, ограниченной 
графиком скорости, осью времени и ординатами при 1t  и 2t . 

Рассмотрим основные закономерности равномерного прямоли-
нейного движения материальной точки, например, вдоль оси x .  

В этом случае constv =x , 0v =y , 0v =z . Учитывая, что 
dt

dx
x =v , по-

лучим dtdx xv= . Интегрируя данное выражение, найдём 

∫ ∫ += Cdtdx xv  или Ctx x += v .                    (1.2.16) 

Константу интегрирования найдём из начального условия. На-
пример, допустим, что в начальный момент времени координата дви-
жущейся точки 

00
xх

t
== .                                     (1.2.17) 

Из формулы (1.2.16) найдём 
Cx

t
==0

.                                     (1.2.18) 

Сравнивая последние два выражения, найдём 0xC = . Следова-

тельно, находим закон равномерного прямолинейного движения 
txx xv0 += .                                   (1.2.19) 

 
1.3. УСКОРЕНИЕ 

 

Наиболее общими являются движения, при которых материальная 
точка движется неравномерно и по криволинейной траектории. При 
этом вектор мгновенной скорости изменяется как по величине, так и 
по направлению. Ускорение характеризует быстроту изменения мгно-
венной скорости. 
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Рис. 1.5 
Пусть материальная точка движется по криволинейной траекто-

рии. В момент времени tt =1  вектор мгновенной скорости равен 1v , а 

в момент времени ttt ∆+=2  – 2v  (рис. 1.5). Для определения измене-

ния вектора скорости перенесём вектор 2v  из точки N в точку M па-

раллельно самому себе и соединим точки B и D. Полученный вектор 
v∆  определяет изменение мгновенной скорости по величине и на-

правлению за время t∆ , так как 12 vvv −=∆ . 

Вектором среднего ускорения называется отношение приращения 
вектора мгновенной скорости к промежутку времени, за которое это 
изменение происходит 

t
a

∆
∆= v

ср .                                        (1.3.1) 

Вектор срa  направлен вдоль вектора v∆ . Величина и направле-

ние вектора среднего ускорения зависит от промежутка времени t∆ , за 
которое он определяется. Поэтому вектор среднего ускорения недоста-
точно характеризует быстроту изменения скорости. При уменьшении 

t∆  приращение вектора v∆  также уменьшается по модулю, но отно-

шение 
t∆

∆v
 будет стремиться к конечной величине. 

Вектором мгновенного ускорения называется предел, к которому 
стремится отношение приращения вектора скорости к промежутку 
времени, за которое происходит данное изменение, когда этот проме-
жуток стремится к нулю 

t
a

t ∆
∆=

→∆

v
lim

0
.                                        (1.3.2) 

Учитывая выражение (1.3.1), можно написать 

ср
0

lim aa
t→∆

= .                                         (1.3.3) 

Как будет показано далее, вектор мгновенного ускорения при 
криволинейном движении не совпадает с вектором мгновенной скоро-
сти. Учитывая определение производной, из выражения (1.3.2) найдём 

dt

d
a

v= .                                          (1.3.4) 

На основании формулы (1.2.9) получим 

2

2

dt

rd
a = ,                                          (1.3.5) 

где r  – радиус-вектор движущейся точки. 
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Дифференцируя выражение (1.2.11) по времени, найдём 

k
dt

d
j

dt

d
i

dt

d
a zyx vvv ++= .                               (1.3.6) 

Пусть xa , ya , za  являются проекциями вектора мгновенного  

ускорения на координатные оси, тогда 

kajaiaa zyx ++= .                                (1.3.7) 

Сравнивая последние два выражения, получим 

dt

d
a x

x
v= ;  

dt

d
a y

y

v
= ;  

dt

d
a z

z
v= .                   (1.3.8) 

На основании (1.2.12) найдём 

2

2

dt

xd
ax = ;  

2

2

dt

yd
a y = ;  

2

2

dt

zd
az = .                    (1.3.9) 

Модуль вектора мгновенного ускорения равен 

2

2

22

2

22

2

2
222











+










+










=++==

dt

zd

dt

yd

dt

xd
aaaaa zyx .     (1.3.10) 

Таким образом, если известны кинематические уравнения движе-
ния материальной точки, то дифференцированием этих функций име-
ется возможность определить величину и направление мгновенной 
скорости и ускорения. Если же известно ускорение точки и начальные 
условия движения, то интегрированием можно найти законы движе-
ния. Приведем пример. Пусть материальная точка движется вдоль оси 
x с постоянным ускорением const=a  при начальных условиях: 

00
xx

t
== , 00

vv ==t
. Очевидно, что const== xaa , 0=ya , 0=za . 

Учитывая, что x
x a

dt

d =v
, найдём 

adtdtad xx ==v . 
Интегрируя это выражение, найдём 

1v Catx += , 

откуда 10
v C

tx == . Сравнивая это значение с начальными условиями, 

найдем: 01 v=C . Следовательно, получаем 

atx += 0vv .                                        (1.3.11) 
Полученное выражение можно записать в виде 

at
dt

dx += 0v  или atdtdtdx += 0v . 
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Интегрируя это выражение, найдём 

2

2

0 2
v C

at
tx ++= , а 20

Cx
t

== . 

Сравнивая это значение с начальными условиями, найдём 

02 xC = . Таким образом, находим закон движения точки 

2
v

2

00
at

txx ++= .                                 (1.3.12) 

При криволинейном неравномерном 
движении точки вектор мгновенного уско-
рения a  целесообразно разложить на две 
составляющие: вектор нормального ускоре-
ния na  и вектор тангенциального (каса-

тельного) ускорения τa  (рис. 1.6). Следова-

тельно, вектор полного ускорения равен 

τ+= aaa n ,                     (1.3.13) 
 

а его модуль может быть представлен в виде 
22
τ+= aaa n .                                       (1.3.14) 

Выясним физический смысл тангенциального и касательного  
ускорений. На рис. 1.7 изображены векторы 1v  и 2v  мгновенной скоро-

сти в моменты времени 1t  и 2t , а также изменение вектора скорости v∆ . 

 

 
 

Рис. 1.7 

     
 

Рис. 1.6 

2V



15 

Из точки M отложим отрезок MC, численно равный 1v . Соединим точ-

ки B и C. Приращение вектора скорости можно представить как сумму 

двух векторов: CDBC +=∆v . По определению ускорения имеем 

t

BC

t

CD

t

BCCD

t
a

tttt ∆
+

∆
=

∆
+=

∆
∆=

→∆→∆→∆→∆ 0000
limlimlim

v
lim .        (1.3.15) 

Рассмотрим каждое из слагаемых в отдельности. Величина векто-

ра CD  численно равна изменению модуля величины скорости, т.е. 

v∆=CD . Если 0→∆t , то вектор CD  будет поворачиваться и в пре-

деле он будет направлен по касательной к траектории. Следовательно, 
первое слагаемое в формуле (1.3.15) определяет вектор тангенциально-
го ускорения 

t

CD
a

t ∆
=

→∆τ
0

lim . 

Найдем модуль тангенциального ускорения 

ttt

CD
aa

ttt ∆
∆=

∆
∆

=
∆

==
→∆→∆→∆ττ

v
lim

v
limlim

000
. 

Окончательно получим 

dt

d
a

v=τ .                                         (1.3.16) 

Таким образом, тангенциальное ускорение характеризует быст-
роту изменения скорости по величине и равно производной по времени 
от скорости, рассматриваемой как скалярная функция времени. 

Рассмотрим второе слагаемое в выражении (1.3.15). Вектор BC  
характеризует изменение вектора мгновенной скорости по направле-

нию за время t∆ . При 0→∆t  вектор BC  остаётся перпендикулярным 
к касательной траектории и направлен по главной нормали. Следова-
тельно, второе слагаемое в формуле (1.3.15) определяет вектор нор-
мального ускорения 

t

BC
a

t
n ∆

=
→∆ 0

lim .                                 (1.3.17) 

Найдём модуль нормально ускорения. Из рис. 1.7 имеем 

α∆= vBC . Учитывая, что длина дуги MN равна S∆ , а радиус кри-

визны траектории равен R, то 
R

S∆=α∆ . Следовательно, 
R

S
BC

∆= v
. 

Модуль нормального ускорения равен 



16 

t

S

RtR

S

t

BC
aa

ttt
nn ∆

∆=
∆
∆=

∆
==

→∆→∆→∆ 000
lim

vv
limlim . 

Окончательно получим 

R
an

2v= .                                       (1.3.18) 

Таким образом, нормальное ускорение характеризует быстроту 
изменения вектора мгновенной скорости по направлению. Модуль 
полного ускорения согласно формуле (1.3.14) может быть представлен 
в виде 

222
vv













+







=
Rdt

d
a .                               (1.3.19) 

Угол между вектором полного ускорения a  и касательной к тра-
ектории на основании рис. 1.6 равен 

τ
=β

a

antg .                                        (1.3.20) 

Рассмотрим некоторые частные случаи движения материальной 
точки. 

1. Движение точки равнопеременное прямолинейное. Так как ра-
диус кривизны траектории ∞=R , то скорость изменяется только по 

величине. Следовательно, 0
v2

==
R

an ; 
dt

d
a

v=τ . 

2. Точка движется по окружности радиуса R равномерно со ско-
ростью v. Вектор скорости изменяется по направлению. Следователь-

но, 0
v ==τ dt

d
a ; 

R
an

2v= . 

3. Точка движется по окружности 
ускоренно. В этом случае вектор мгно-
венной скорости изменяется по вели-

чине и направлению 0
v >=τ dt

d
a ; 

R
an

2v=  (рис. 1.8). Если движение 

происходит замедленно, то вектор τa  

направлен противоположно вектору 
скорости v . 

 
 

Рис. 1.8 
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1.4. КИНЕМАТИКА ДВИЖЕНИЯ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ  
ПО ОКРУЖНОСТИ 

 

Пусть точка движется неравномерно по окружности радиуса R. 
Положение движущейся точки M в момент времени t характеризуется 
радиус-вектором r . В момент времени tt ∆+  движущаяся точка опи-

сывает дугу окружности SNM ∆=
(

 (рис. 1.9). Центральный угол ϕ∆  

называется угловым перемещением точки за время t∆ . Угловое пере-
мещение – векторная величина. Вектор ϕ∆  направлен вдоль оси вра-

щения так, что, если смотреть в конец вектора ϕ∆ , то вращение видно 

происходящим против часовой стрелки. 
Вектором средней угловой скорости называется отношение угло-

вого перемещения точки к промежутку времени, за которое это пере-
мещение происходит 

        
t∆
ϕ∆=ωср .                                         (1.4.1) 

Направление вектора срω  совпадает с вектором ϕ∆ . 

Величина средней угловой скорости зависит от промежутка вре-
мени, за который она определяется. Поэтому она недостаточно харак-
теризует движение точки. Вводится понятие вектора мгновенной ско-
рости 

dt

d

t tt

ϕ=ω=
∆
ϕ∆=ω

→∆→∆ ср
00

limlim .                              (1.4.2) 

Если вектор углового перемеще-
ния ϕd  изменяется только по величи-

не, то точка движется вокруг непод-
вижной оси. В этом случае модуль  
угловой мгновенной скорости числен-
но равен производной углового пере-
мещения по времени 

dt

dϕ=ω .             (1.4.3) 

Так как угол поворота принято 
измерять в радианах, то угловая ско-
рость измеряется в рад/с. 

Найдём связь угловой и линейной 
скоростей при движении точки вокруг 
неподвижной оси. Мгновенная линей-
ная скорость, согласно определению, 

 
 
 
 

Рис. 1.9 
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равна 
t

S
t ∆

∆=
→∆ 0

limv . Учитывая, что перемещение точки ϕ∆=∆ RS   

(рис. 1.9), найдём 

R
t

R
t

ω=
∆
ϕ∆=

→∆ 0
limv .                                (1.4.4) 

Из рисунка 1.9 видно, что α⋅= sinrR , где α  – угол между векто-
рами r  и ω . Следовательно, 

( )rr ,sinv ωω= .                                   (1.4.5) 
Данное выражение можно записать в виде векторного произве-

дения 
[ ]r×ω=v .                                        (1.4.6) 

Три вектора v , r , ω  образуют правую тройку векторов. Вектор 
v  перпендикулярен плоскости, в которой лежат вектора r  и ω , и на-
правлен так, что если смотреть в его конец, то кратчайший поворот 
вектора ω  к вектору r  виден происходящим против часовой стрелки 
(рис. 1.10).  

Рассмотрим закономерности равномерного движения точки по 

окружности. В данном случае const=ω . Учитывая, что 
dt

dϕ=ω , по-

лучим dtd ω=ϕ . Проинтегрируем это выражение 

∫ ∫ω=ϕ dtd , т.е. Ct +ω=ϕ ,                    (1.4.7) 

где C – постоянная интегрирования, которая находится из начальных 
условий. Например, при 0=t , угол 0ϕ=ϕ . Из формулы (1.4.7) найдём 

Ct =ϕ =0 . Сравнивая последние выражения, найдём 0ϕ=C . Следова-
тельно, окончательно получим 

tω+ϕ=ϕ 0 ,                                      (1.4.8) 
т.е. при равномерном вращении угол поворота увеличивается прямо 
пропорционально времени. 

Время, за которое точка совершает один полный оборот по  
окружности, называется периодом обращения T. Следовательно, 

T

π=ω 2
.                                (1.4.9) 

Пусть за время t  точка совершила N  пол-
ных оборотов. Тогда период обращения равен 

N

t
T = .                           (1.4.10) 

Количество оборотов, совершаемых в еди-
ницу времени, называется частотой обращения 

 
 

Рис. 1.10 
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Tt

N
n

1== .                                     (1.4.11) 

Учитывая последнее выражение, найдём 
nπ=ω 2 .                                      (1.4.12) 

Частота обращения измеряется в об/с. 
Часто, материальная точка движется по окружности неравномер-

но. В этом случае мгновенная угловая скорость точки изменяется. 
Пусть в момент времени t угловая скорость была ω , в момент tt ∆+  – 

ω∆+ω . Вектором среднего углового ускорения называется отношение 
изменения вектора угловой скорости к промежутку времени, за кото-
рое произошло данное изменение 

t∆
ω∆=εср .                                         (1.4.13) 

Среднее значение углового ускорения недостаточно характеризу-
ет движение точки, так как оно зависит от промежутка времени, за 
которое оно определяется. Вводится понятие вектора мгновенного 
углового ускорения 

dt

d

t tt

ω=ε=
∆
ω∆=ε

→∆→∆ ср
00

limlim .                        (1.4.14) 

Вектор углового ускорения характеризует быстроту изменения 
угловой скорости и измеряется в рад/с2. Если ось вращения закреплена 
и не изменяет своей ориентации, то вектор угловой скорости будет 
изменяться только по величине. В этом случае модуль вектора углово-
го ускорения равен 

dt

dω=ε .                                      (1.4.15) 

Учитывая, что 
dt

dϕ=ω , найдём 

2

2

dt

d ϕ=ε .                                    (1.4.16) 

При ускоренном вращении при 0>dt  и 0>ωd  угловое ускоре-
ние положительное 0>ε . В этом случае вектор ε  совпадает с векто-
ром ωd , т.е. вектор ε  направлен в ту же сторону, что и вектор ω  
(рис. 1.11, а). 

При замедленном вращении при 0>dt  и 0<ωd , угловое ускоре-
ние отрицательное – 0<ε . В этом случае вектор ε  направлен проти-
воположно вектору угловой скорости ω  (рис. 1.11, б).  
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Рис. 1.11 
 
 

 
 

Рис. 1.12 
 

Найдём связь нормального и тангенциального ускорений с угло-
выми величинами. Пусть материальная точка M движется ускоренно по 
окружности радиуса R со скоростью v . Вектор мгновенной скорости 
изменяется по величине и направлению (рис. 1.12). Согласно опреде-

лению, модуль тангенциального ускорения точки равен 
dt

d
a

v=τ . Учи-

тывая связь линейной и угловой скорости Rω=v , получим 
 

R
dt

d
Ra ε=ω=τ .                               (1.4.17) 

 

Модуль тангенциального ускорения равен произведению углового 
ускорения на радиус вращения точки. 

Будем характеризовать положение движущейся точки по окруж-
ности радиус-вектором r  (рис. 1.12). Тогда радиус окружности 
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α= sinrR , где α  – угол между радиус-вектором r  и угловым уско-
рением ε . Формула (1.4.17) принимает вид 

( )rra ,sin εε=τ .                               (1.4.18) 

Данное выражение можно записать в векторной форме 

[ ]ra ×ε=τ .                                       (1.4.19) 

Все три вектора этого выражения представляют собой правую 
тройку векторов (рис. 1.12). 

Модуль нормального ускорения согласно формуле (1.4.4) по оп-
ределению равен 

R
R

an
2

2v ω== .                                  (1.4.20) 

Величина нормального ускорения равна произведению квадрата 
угловой скорости на радиус вращения. 

Выражение (1.4.20) можно записать в виде 

αω⋅ω=αω= sinsin2 rran  или [ ] [ ][ ]ran ×ω×ω=×ω= v .        (1.4.21) 

Учитывая формулы (1.4.17) и (1.4.20), модуль полного ускорения 
точки движущейся по окружности равен 

4222 ω+ε=+= τ Raaa n .                        (1.4.22) 

Рассмотрим закономерности равнопеременного вращения мате-
риальной точки по окружности. Вращение точки называется равнопе-
ременным, если оно осуществляется с постоянным угловым ускорени-
ем: const=ε . Найдём, как изменяется угловая скорость при равнопе-
ременном вращении. По определению углового ускорения имеем 

dt

dω=ε  или dtd ε=ω . Проинтегрируем данное выражение 

∫ ∫ +ε=ω 1Cdtd , 

откуда получим 

1Ct +ε=ω .                                     (1.4.23) 
Постоянную интегрирования найдём из начального условия, ко-

торое зададим в виде 00 ω=ω =t . Из полученной формулы (1.4.23) 

10 Ct =ω = . Сравнивая два последние выражения, найдём 01 ω=C . Та-
ким образом, окончательно 

tε+ω=ω 0 .                                   (1.4.24) 
При равнопеременном вращении точки по окружности, мгновен-

ная скорость возрастает при 0>ε или убывает при 0<ε  прямо про-
порционально времени. Найдём, как изменится угловое перемещение 
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точки при равнопеременном вращении. По определению 
dt

dϕ=ω , из 

выражения (1.4.24) имеем 

t
dt

d ε+ω=ϕ
0  или tdtdtd ε+ω=ϕ 0 . 

Проинтегрировав полученное выражение, найдём 

2

2

0 2
C

t
t +ε+ω=ϕ .                                (1.4.25) 

Начальное условие зададим в виде 00 ϕ=ϕ =t . Из формулы (1.4.25) 

найдём 20 Ct =ϕ = , тогда 02 ϕ=C . Таким образом, окончательно 

2

2

00
t

t
ε+ω+ϕ=ϕ .                                (1.4.26) 

Уместно сравнить закономерности вращательного и поступатель-
ного движения материальной точки и провести аналогии. 

 
1.5. КИНЕМАТИКА ТВЁРДОГО ТЕЛА 

 

Любое тело обладает формой и размером, но под действием 
внешних сил объём и форма изменяются. Если деформации, возни-
кающие в теле малы или ими можно пренебречь, то такое тело можно 
назвать абсолютно твёрдым. Для определения положения такого тела 
достаточно задать положение любых трёх точек этого тела, не лежа-
щих на одной прямой, т.е. задать положение произвольного недефор-
мирующегося треугольника, жёстко связанного с телом. Так как для 
определения положения одной точки в пространстве нужно знать три 
её координаты, то для определения положения трёх точек требуется 
задание девяти величин. Однако в жёстком треугольнике не изменяю-
щиеся расстояния между каждой парой точек выражаются определён-
ным образом через координаты точек. Девять координат вершин тре-
угольника не независимы, а связаны между собой тремя уравнениями. 
Поэтому для определения положения абсолютно твёрдого тела в про-
странстве необходимо задать шесть независимых величин. 

Количество независимых величин, необходимое для определения 
положения тела или системы тел, определяет число степеней свободы. 
Следовательно, абсолютно твёрдое тело обладает шестью степенями 
свободы. 

Твёрдое тело, закреплённое неподвижно в одной точке, вокруг 
которой оно может вращаться, имеет три степени свободы, так как из 
шести независимых координат три координаты неподвижной точки 
фиксированы. Примером является движение конуса по столу. При 
этом точка вершины конуса неподвижна. 
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Если абсолютно твёрдое тело закреплено на неподвижной оси, 
вокруг которой оно может вращаться, то это означает, что фиксирова-
но положение двух вершин треугольника. Из шести независимых ко-
ординат заранее фиксированы пять (координаты двух вершин тре-
угольника, расстояние между которыми также фиксировано), и для 
определения положения тела должна быть задана только одна коорди-
ната, обычно – угловое перемещение. Тело, закреплённое на оси, обла-
дает одной степенью свободы. 

Рассмотрим основные случаи движения твёрдого тела. Движение 
твёрдого тела называется плоским, если все точки тела перемещаются 
в параллельных плоскостях. В этом случае жёсткий треугольник, кото-
рым мы определяем положение тела, можно выбрать так, чтобы он всё 
время лежал в одной из таких параллельных плоскостей. При этом для 
определения положения треугольника на плоскости достаточно задать 
только положение одной из его сторон, например AB. Но так как рас-
стояние между точками A и B неизменно, то положение отрезка на 
плоскости определяется заданием трёх независимых величин, напри-
мер, две координаты точки A на плоскости и угловое положение отрез-
ка AB. Таким образом, твёрдое тело, совершающее плоское движение 
имеет три степени свободы. 

При движении твёрдого тела различные его точки совершают в 
общем случае различные перемещения. В частном случае, когда все 
точки тела совершают одинаковое перемещение, движение называ-
ется поступательным. В этом случае любая прямая, проведённая в 
теле, движется, оставаясь параллельной самой себе. Примером посту-
пательного движения является движение тела AB, соединённого с дву-
мя одинаковыми кривошипами (рис. 1.13). При вращении кривошипов 

1AO  и 2BO  каждая точка твёрдого тела описывает окружность одного 

и того же радиуса, а любая прямая, например AB, остаётся параллель-
ной самой себе. 

При поступательном движении тела точки движутся одинаково, 
т.е. они имеют одинаковые перемещения, скорости и ускорения. Сле- 
 

 
 

Рис. 1.13 



24 

довательно, определив движение 
одной точки, мы определим движе-
ние любой точки. Поэтому при опи-
сании поступательного движения 
тела не возникает никаких новых 
вопросов по сравнению с теми, кото-
рые возникали при описании движе-
ния точки. 

Другой частный случай движе-
ния твёрдого тела – случай, когда 
две точки тела всё время остаются 
неподвижными. Прямая, соединяю-
щая эти две неподвижные точки (и 
тоже остающаяся неподвижной), 
называется осью вращения, а само 
движение – вращением вокруг непод-
вижной оси. При вращении твёрдого 

тела все его точки описывают окружности, лежащие в плоскостях, 
перпендикулярных к оси вращения z (рис. 1.14). Центры всех этих ок-
ружностей лежат на оси вращения z. Все точки тела совершают за лю-
бой промежуток времени одинаковые угловые перемещения ϕ , и по-

этому угловая скорость ω  всех точек тела одинакова. Линейные ско-
рости любых точек тела определяются выражением 

ii rω=v ,                                             (1.5.1) 

где ir  – радиус окружности, описываемой i-й точкой тела. Векторы 

скоростей всех точек тела перпендикулярны к радиусам, проведённым 
к этим точкам, а модули скоростей точек прямо пропорциональны рас-
стояниям от оси вращения. Поэтому концы векторов скоростей точек, 
лежащих на одном радиусе, лежат на прямой, образующей с радиусом 
угол β , причём ω=βtg  (рис. 1.15). 

Тангенциальное и нормальное  
ускорения каждой точки тела даются 
выражениями (1.4.17) и (1.4.20), где для 
каждой точки i твёрдого тела должен 
быть определён радиус описываемой ей 
окружности ir . Следовательно, танген-

циальное и нормальное ускорения точек 
тела при вращении равны 

ini ra 2ω= ;                 (1.5.2) 

ii ra ε=τ ,                   (1.5.3) 
 

 

Рис. 1.15 

 
 

Рис. 1.14 
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где ε  – угловое ускорение, одинаковое для всех точек тела. Полное 
линейное ускорение i -й точки, согласно (1.4.22), равно 

42 ω+ε= ii ra . 

Зная угловую скорость и угловое ускорение вращающегося тела, 
а также расстояние от точки до оси вращения, можно найти величину 
и направление линейного ускорения для любой точки тела. Так как 

отношение 
2ω

ε=τ

na

a
 одинаково для всех точек тела, вектор полного 

ускорения a  для всех точек тела образует с радиусом один и тот же 

угол (90° – γ ), причём 
2

)tg(90
ω
ε=γ−o  (рис. 1.16). Величина полного 

ускорения пропорциональна ir . Поэтому для всех точек, лежащих на 

одном радиусе, концы векторов ускорения лежат на одной прямой. 
Некоторые случаи движения твёрдого тела могут быть сведены к 

двум простым движениям – поступательному и вращательному. Такое 
движение твёрдого тела называется сложным. В качестве примера 
рассмотрим следующее устройство. Твёрдое тело в форме диска уста-
новлено на тележке (рис. 1.17), способной перемещаться по горизон-
тальным рельсам. Движение диска можно представить как результат 
двух движений, происходящих одновременно: вращение диска вокруг 
оси О, положение которой в теле остаётся неизменным, но которая 
перемещается поступательно вместе с тележкой относительно выбран-
ной лабораторной системы отсчёта. В соответствии с терминологией, 
принятой в механике, вращение тела вокруг оси О, положение которой 
в теле остаётся неизменным, называют относительным движением; 
движение оси О вместе с тележкой относительно выбранной системы 
отсчёта – переносным движением; а результирующее движение тела 
 

       
 

Рис. 1.16 Рис. 1.17 
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относительно выбранной системы отсчёта – абсолютным движением. 
Данные термины совершенно условны, так как всякое движение может 
быть определено только по отношению к некоторой системе отсчёта и 
в этом смысле является относительным. 

Элементарное перемещение любой точки диска можно предста-
вить как результат двух элементарных перемещений, происходящих за 
один и тот же промежуток времени t∆ : поступательного S∆ , при ко-
тором все точки тела перемещаются на одну и ту же величину S∆ , и 
поворота ϕ∆ , при котором все точки тела поворачиваются на один и 

тот же угол ϕ∆  относительно одной и той же оси. 

Угловая скорость относительного движения 

tt ∆
ϕ∆=ω

→∆ 0
lim . 

Относительная линейная скорость, разная для различных точек, 
будет равна 

[ ]rr ×ω=v , 

где r – расстояние от рассматриваемой точки до оси вращения. 
Скорость переносного движения 

t

S
t

e ∆
∆=

→∆ 0
limv . 

Полная или «абсолютная» скорость любой точки диска равна 

re vvv += , 

что показано на рис. 1.17. 
На рисунке 1.18, а графически показано распределение относи-

тельных скоростей точек диска, расположенных по его диаметру AB в 
соответствии с формулой rr ω=v . На рис. 1.18, б дано распределение 

переносных скоростей тех же точек диска. Результирующее распреде-
ление скоростей диска при сложном движении показано на рис. 1.18, в.  
 

 
 
 
 

Рис. 1.18 
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Таким образом, одновременное поступательное и вращательное дви-
жения диска относительно оси О сводится к одному вращательному 
движению относительно новой оси M с прежней угловой скоростью 
ω , так как угол β  в распределении скоростей остаётся неизменным. 

Новая ось «абсолютного» вращения M тела характеризуется тем, что в 
этой точке относительная и переносная скорости равны по величине и 
противоположны по направлению eMrM vv −= . Положение новой оси 

M «абсолютного» вращения зависит от величины и направления отно-
сительной скорости. Указанное сложение относительной и переносной 
скоростей можно осуществлять в любой момент времени. При этом 
положение оси M меняется как в пространстве, так и по отношению к 
диску, который совершает сложное движение. Поэтому ось M называ-
ется мгновенной осью или мгновенным центром скоростей.  
 

 
 

Рис. 1.19 
 
 

Например, качение цилиндра по горизонтальной плоскости мож-
но рассматривать с двух точек зрения: во-первых, цилиндр вращается 
вокруг оси О симметрии с угловой скоростью ω  и движется поступа-
тельно со скоростью 0v  (рис. 1.19, а), во-вторых, сумма этих двух 

движений даёт вращательное движение цилиндра с угловой скоростью 
ω  вокруг мгновенной оси M, совпадающей с точкой касания цилиндра 
с плоскостью (рис. 1.19, б). 
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2. ДИНАМИКА ПОСТУПАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 
 

 
2.1. ЗАКОН ИНЕРЦИИ 

 
В отличие от кинематики, динамика вскрывает не только причину 

движения, но и объясняет характер того или иного движения матери-
альной точки. В основе нерелятивистской механики лежат законы 
Ньютона. Динамика устанавливает связь между взаимодействием тел и 
их движением. Выясним на простых опытах причину возникновения и 
изменения движения. Пусть на горизонтальном столе находится не-
подвижный стальной шарик. Этот шарик придёт в движение, если на 
него подействовать рукой или магнитом. Следовательно, причиной 
возникновения движения является воздействие на тело других тел. 
Пусть стальной шарик движется по столу. Изменить движение шарика 
можно с помощью удара рукой или действием магнита. Очевидно, что 
причиной изменения движения, например, причиной изменения на-
правления движения шарика также является взаимодействие тел. Воз-
никновение движения тела и его изменение всегда связано с изменени-
ем скорости тела по величине и направлению, т.е. с возникновением 
ускорения. Взаимодействие тел в физике принято характеризовать си-
лой. Таким образом, можно придти к выводу: силы, действующие на 
материальную точку, приводят к изменению величины и направления 
вектора скорости этой точки, т.е. к появлению ускорения. 

Причину движения пытались выяснить учёные глубокой древно-
сти. Аристотель (384 – 322 гг. до н.э.) считал, что действие посторон-
них тел на данное тело необходимо для поддержания скорости тела 
неизменной. Например, повозка движется, если на неё действует сила 
со стороны лошади. Аристотель не знал о существовании сил трения и 
сил сопротивления, которые компенсируют силу тяги лошади. Он не 
мог объяснить причину движения стрелы, пущенной из лука. Стрела 
продолжает движение в отсутствие воздействия тетевы. 

Проблема движения стала актуальной в средние века, когда поя-
вилось огнестрельное оружие, и нужно было объяснить движение ар-
тиллерийских снарядов. С появлением гелиоцентрической системы 
Коперника требовалось объяснение причин движения планет Солнеч-
ной системы. Чтобы выяснить причину движения, необходимо от-
влечься от внешних воздействий. В условиях лабораторной системы 
отсчёта всегда присутствуют две силы – сила тяжести и сила трения. 
Если рассматривать горизонтальное движение, например, шарика, то 
сила тяжести будет компенсироваться силой реакции. Будем умень-
шать силу трения. Шарик, приведённый в движение по песчаной до-
рожке, проходит небольшое расстояние и останавливается. Тот же ша-
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рик, приведённый в движение, на гладком льду движется долго и про-
ходит большое расстояние. Если бы удалось полностью удалить тре-
ние, то шарик смог бы двигаться равномерно и прямолинейно беско-
нечно долго. Этот мысленный эксперимент привёл Галилея к идее 
инерционного движения, т.е. движению по инерции без взаимодейст-
вия с другими телами. То, что это положение Галилея противоречит 
учению Аристотеля, привело Ньютона к необходимости формулиров-
ки первого закона динамики или закона инерции: существуют такие 
системы отсчёта, в которых всякое тело сохраняет состояние покоя 
или равномерного прямолинейного движения до тех пор, пока воздей-
ствие других тел не изменит это состояние. 

Состояние покоя означает, что скорость тела равна нулю ( )0v = ; 

состояние равномерного прямолинейного движения означает, что век-
тор скорости не изменяется по величине и направлению ( )constv = . 

Следовательно, если на материальную точку силы не действуют или 

их действие компенсируется 












=∑

=
0

1

n

k
kF , то скорость точки 0v =  или 

constv = , т.е. ускорение точки 0
v ==

dt

d
a , и тело движется по инер-

ции равномерно и прямолинейно. Действие сил на материальную точ-
ку приводит к изменению величины и направления вектора скорости. 
По инерции движутся планеты Солнечной системы и искусственные 
спутники Земли. 

Первый закон Ньютона справедлив лишь в так называемых инер-
циальных системах отсчёта. Введём понятие изолированной матери-
альной точки, под которой понимается точка, не взаимодействующая с 
другими телами, или когда силы, действующие на точку, взаимно 
уравновешиваются (компенсируются). Система отсчёта называется 
инерциальной, если изолированная точка, находящаяся в ней, сохраня-
ет состояние покоя или равномерного прямолинейного движения.  
В первом приближении лабораторную систему отсчёта будем считать 
инерциальной. Рассмотрим систему отсчёта, связанную с вагоном, на 
горизонтальном полу которого имеется неподвижный шарик. Если 
вагон будет двигаться с ускорением, то шарик без всякого взаимодей-
ствия с другими телами придёт в движение, которое противоположно 
направлению ускоренного движения вагона. Другими словами, шарик 
как изолированная материальная точка не сохраняет состояние покоя в 
системе отсчёта, связанной с вагоном, который движется с ускорени-
ем. Первый закон Ньютона не выполняется. Таким образом, система 
отсчёта, которая движется относительно лабораторной системы 
отсчёта прямолинейно с ускорением, будет неинерциальной. 
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Рассмотрим ещё один пример. Пусть вагон с шариком движется 
равномерно по горизонтальному участку, но по криволинейному пути. 
В системе отсчёта, связанной с данным вагоном, шарик снова придёт в 
движение поперёк вагона без всякого взаимодействия с другими тела-
ми. Другими словами, система отсчёта, которая вращается отно-
сительно лабораторной системы отсчёта, также является неинер-
циальной. Отсюда следует важный вывод: лабораторная система от-
счёта, которая вращается вследствие суточного движения Земли, стро-
го говоря, не является инерциальной. Найдём ускорение, которое при-
обретают тела, находящиеся на экваторе Земли вследствие её суточно-
го вращения 

R
T

Ram

2
2 2








 π=ω= , 

где 
T

π=ω 2
 – угловая скорость вращения Земли, R – радиус Земли. 

Учитывая, что 4106,8 ⋅=T с; 8104,6 ⋅=R  м, найдём 4,3=ma см/с2.  

Ускорение тел на широте ϕ  будет равно ϕ= cosmaa . Если в экспери-

менте можно пренебречь ускорением тел вследствие суточного враще-
ния Земли, то лабораторную систему отсчёта можно считать инерци-
альной. 

Возьмём систему отсчёта, связанную с Солнцем. Эта система час-
то называется гелиоцентрической или коперниковой. Солнце входит в 
галактику, которая также вращается. Солнце находится на расстоянии 

22103⋅=R  см от центра галактики и движется со скоростью  
7103v ⋅=  см/с. Следовательно тела, находящиеся в коперниковой сис-

теме, без всякого взаимодействия с другими телами, имеют ускорение 

8
2

103
v −⋅≈=
R

a  см/с2. Эта величина столь мала, что ею можно пренеб-

речь. Отсюда вывод: гелиоцентрическая или коперникова система от-
счёта с высокой степенью точности является инерциальной систе-
мой отсчёта. Далее будет показано, что любая система отсчёта, кото-
рая движется равномерно и прямолинейно относительно коперниковой 
системы отсчёта, является также инерциальной. В этом состоит прин-
цип относительности Галилея (см. разд. 2.6). 

 
2.2. СИЛЫ И МАССА ТЕЛ 

 

Сила, как физическая величина, является мерой воздействия од-
них тел на другие. В механике силы принято подразделять на два клас-
са: силы, которые возникают при непосредственном контакте тел или 
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частей одного и того же тела (силы трения, силы упругости), и силы, 
действие которых проявляется на расстоянии (гравитационные, элек-
тростатические, магнитные). Сила характеризуется числовым значе-
нием или модулем, точкой приложения и направлением. Точка прило-
жения силы и её направление определяют линию действия силы. 

На рисунке 2.1 показана сила F , приложенная в точке А, длина 
отрезка АВ в соответствующем масштабе равна модулю силы, точка В 
называется концом силы; у конца силы ставится стрелка, указывающая 
направление действия силы. Прямая MN называется линией действия 
силы. Силу можно переносить по линии действия силы, если она дей-
ствует на абсолютно твёрдое тело. Для измерения модуля силы её 
сравнивают с некоторой силой, выбранной в качестве единицы. В ме-
ждународной системе единиц измерения физических величин (СИ) за 
единицу силы принят Ньютон (Н). 

Так как сила – векторная величина, то её можно задать через её 
проекции на оси прямоугольной системы координат и точку приложе-
ния. Если единичные векторы (орты) осей x, y, z обозначить через 

kji ,,  (рис. 2.21), то сила F  определится точкой приложения и равен-

ством 

kFjFiFF zyx ++= ,                               (2.2.1) 

где xF , yF , zF  – проекции силы F  на соответствующие координат-

ные оси. 
 

 
 

Рис. 2.1 
 

       
 

Рис. 2.2                                               Рис. 2.3 
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Две силы, приложенные к одной точке твёрдого тела, можно за-
менить одной равнодействующей силой (рис. 2.3), приложенной в той 
же точке и равной их геометрической сумме. Отсюда вытекают два 
обстоятельства. Во-первых, две силы 1F  и 2F  имеют равнодействую-
щую, которая эквивалентна одной силе 

21 FFF += ,                                       (2.2.2) 

во-вторых, полностью определяются точка приложения, модуль и на-
правление равнодействующей силы F . Другими словами, равнодей-
ствующую F  можно построить как диагональ параллелограмма со 
сторонами, совпадающими с векторами 1F  и 2F . Модуль, т.е. величи-
на равнодействующей, определяется равенством 

α++= cos2 21
2

2
2

1 FFFFF ,                        (2.2.3) 

где α  – угол между данными векторами 1F  и 2F . В частных случаях: 

при 0=α  получим 21 FFF += ; при =α 180° – 21 FFF −= ; при 

=α 90° – 2
2

2
1 FFF += . Геометрическое сложение сил позволяет 

переходить от нескольких сил к одной силе. Справедливо и обратное 
утверждение: любую силу F  можно разложить на две или несколько 
сил. Задавая, например, два направления, которые лежат с F  в одной 
плоскости, можно построить параллелограмм, у которого диагональ 
изображает силу F . Тогда силы 1F  и 2F , направленные по сторонам 
параллелограмма, будут представлять новую систему сил, которая эк-
вивалентна силе F . 

Для сравнения двух одинаково направленных сил можно восполь-
зоваться вызываемыми ими деформациями одного и того же упругого 
тела. На этом принципе основаны известные из курса средней школы 
пружинные весы и динамометры. При пользовании таким динамомет-
ром предполагается, что численное значение измеряемой силы F , 
действующей вдоль оси пружины, пропорционально величине x , вы-
зываемой ею деформации пружины 

kxF = ,                                          (2.2.4) 
где k  – так называемый коэффициент упругости пружины или жёст-
кость. Если зависимость (2.2.4) неверна, то измерять силы с помощью 
пружинного динамометра нельзя, так как при const≠k  динамометр 
невозможно проградуировать. Опыт показывает, что при достаточно 
малых деформациях x , т.е. при действии на пружину не слишком 
больших сил F , соотношение (2.2.4) выполняется с большой степе-
нью точности. 
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Опыт показывает, что даже если нет сил трения и сопротивления, 
всякое тело оказывает противодействие при попытке привести его в 
движение. Любое тело оказывает противодействие и при попытке из-
менить величину и направление скорости. Привести в движение тен-
нисный мяч и изменить его скорость легче, чем для футбольного мяча 
или для более тяжелого тела. Свойство тел сохранять состояние покоя 
или равномерного прямолинейного движения называется инертно-
стью. Масса является мерой инертности тел при поступательном 
движении. Из двух взаимодействующих тел более инертно то, которое 
меньше изменяет свою скорость, приобретает меньшее отклонение от 
состояния покоя или равномерного прямолинейного движения. Пусть, 
например, два шара (деревянный и металлический) равного объёма 
соединены деформированной пружиной и удерживаются нитью. При 
пережигании нити деревянный шар приобретает большую скорость, 
чем металлический, испытывает большее ускорение, т.е. деревянный 
шар менее инертен, чем металлический. Измерить массу тела, значит 
сравнить его инертность с инертностью эталона, принятого за единицу 
массы. За единицу массы принят килограмм массы, равный массе эта-
лона, сделанного из сплава иридия и платины. 

Для макроскопических тел масса обладает свойством аддитивно-
сти. Если nmmmm ...,,, 321  – массы частей некоторого объекта, то масса 

единого тела ∑
=

=+++=
n

k
kn mmmmM

1
21 ... . В этом заключается закон 

сохранения массы. Однако этот закон нарушается на микроскопиче-
ском уровне, например, в ядерных реакциях, где масса выступает как 
мера энергии. 

В механике Ньютона считается, что масса не зависит от системы 
отсчёта, в которой она измеряется. Однако согласно выводам специ-
альной теории относительности, масса зависит от скорости v  системы 
отсчёта 

2

2

0

v
1

c

m
m

−

= ,                 (2.2.5) 

где 0m  – масса покоя частицы, измерен-

ная в системе отсчёта относительно кото-
рой частица покоится; m  – релятивист-
ская масса, т.е. масса частицы в системе 
отсчёта, по отношению к которой частица 

движется; 8103⋅=c м/с – скорость света 

 
 

Рис. 2.4 
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в вакууме. Отличие масс m  и 0m  становится заметной лишь при ско-

ростях v , сравнимых со скоростью света c  (рис. 2.4). 
Масса также является мерой гравитационного взаимодействия 

тел массами 1m  и 2m , находящимися на расстоянии r  друг от друга 

2
21

r

mm
GF = ,                                        (2.2.6) 

где 111067,6 −⋅=G
2

2

кг

Нм
 – гравитационная постоянная. 

Эксперименты показывают, что инертная и гравитационные мас-
сы для любого тела совпадают. 

 
2.3. ВТОРОЙ ЗАКОН НЬЮТОНА 

 

Второй закон устанавливает связь между взаимодействием тел и 
изменением их поступательного движения. Поэтому он является ос-
новным законом динамики поступательного движения. Второй закон 
Ньютона может быть обоснован экспериментально для инерциальных 
систем отсчёта. 

Опыт 1. На гладкой горизонтальной поверхности находится те-
лежка, способная перемещаться по этой поверхности с малым трени-
ем. Лабораторную систему отсчёта считаем инерциальной. Приложим 
к тележке горизонтально направленную силу F , измеряемую с помо-
щью динамометра (рис. 2.5). 

Опыт показывает, что под действием силы F  тележка приходит в 
равноускоренное движение. Ускорение a  можно найти, измеряя пути, 
проходимые тележкой за равные промежутки времени. Результаты 
опыта приводят к следующим выводам: 

а) для данной тележки отношение величины силы к величине  
ускорения неизменно, т.е. ускорение прямо пропорционально модулю 
силы; 

б) во всех случаях направление ускорения совпадает с направле-
нием приложенной силы. 

Опыт 2. Положим на тележку какой-либо груз и найдём ускоре-
ние, с которым будет двигаться тележка под действием постоянной 

силы 1F . Опыт проведём несколько раз, изменяя массу груза. Резуль-

таты опыта приводят к следующим выводам: 
а) при увеличении массы груза ускорение, приобретаемое тележ-

кой под действием одной и той же силы 1F , уменьшается; 
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б) отношение величины силы к 
величине ускорения всегда пропор-
ционально сумме масс тележки и 
груза. Тележку следует рассматри-
вать как материальную точку, дви-
жущуюся поступательно. 

Второй закон Ньютона можно 
сформулировать следующим обра-
зом: ускорение, приобретаемое материальной точкой в инерциальной 
системе отсчёта, прямо пропорционально действующей на неё силе и 
обратно пропорционально массе этого тела; по направлению ускоре-
ние совпадает с вектором силы 

m

F
a = ,                                             (2.3.1) 

где F  – сила, действующая на точку; m  – масса тела. Второй закон 
Ньютона, записанный в виде формулы (2.3.1), справедлив лишь при 
малых скоростях движения по сравнению со скоростью света ( )c<<v . 

В этом случае масса тела считается постоянной величиной. 

Учитывая, что 
dt

d
a

v= , второй закон Ньютона можно записать в 

другой форме 

dt

d
mF

v=  или ( )vm
dt

d
F = .                         (2.3.2) 

Вектор vmp =  называется импульсом или количеством движе-

ния материальной точки, а ( )vmdpd =  представляет собою элементар-

ное изменение вектора импульса. В отличие от ускорения и скорости, 
импульс является характеристикой движущейся материальной точки, 
отражающей не только кинематическую меру его движения (скорость), 
но и его важнейшее динамическое свойство (массу). 

Таким образом, второй закон Ньютона приобретает следующую 
математическую форму: 

F
dt

pd = ,                                        (2.3.3) 

т.е. производная по времени от вектора импульса материальной точ-
ки равна вектору силы, действующей на эту точку. Этот вывод часто 
называют теоремой об изменении импульса материальной точки. 

Перепишем уравнение (2.3.2) в следующем виде 

( ) dtFmd =v ,                                     (2.3.4) 

 
 

 
 

Рис. 2.5 
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т.е. действие силы на материальную точку в течение некоторого вре-

мени всегда приводит к изменению её импульса. Вектор dtF  называ-
ется элементарным импульсом силы за малый промежуток времени 
dt . Уравнение (2.3.4) является ещё одним выражением основного за-
кона динамики точки: элементарное изменение импульса материаль-
ной точки равно элементарному импульсу действующей на неё силы. 

Пусть на материальную точку действует постоянная сила 

const=F . Допустим, что в момент времени 1t  материальная точка 

имела скорость 1v , а в момент времени 2t  – скорость 2v . Проинтегри-

ровав выражение (2.3.4) 

∫∫ =
2

1

2

1

v

v

v
t

t

dtFdm , 

получим ( ) ( )1212 vv ttFm −=−  или 

( )1212 vv ttFmm −=− ,                              (2.3.5) 

т.е. изменение импульса материальной точки под действием постоян-
ной силы равно изменению импульса силы за конечный промежуток 
времени. 

Если сила, действующая на материальную точку, 0=F , то 

0=
dt

pd
 и, следовательно, constv == mp , точка движется равномерно 

и прямолинейно по инерции или она покоится 0;v == mp  0v = . Дру-

гими словами, первый закон Ньютона является частным случаем вто-
рого закона Ньютона. 

Как показывает опыт, при действии на материальную точку не-
скольких сил справедлив принцип независимости действия сил: если 
на материальную точку действует одновременно несколько сил, то 
каждая из этих сил сообщает материальной точке ускорение, опреде-
ляемое вторым законом Ньютона так, как если бы других сил не было. 
Запишем для каждой силы закон Ньютона, т.е. 

kk Fam = ,                                         (2.3.6) 

где nk ...,,3;2;1=  – номер силы, действующей на точку массой m . 

Сложив полученные выражения (2.3.6), получим 



37 

∑∑
==

=
n

k
k

n

k
k Fam

11

 или ∑
=

==
n

k
k FFam

1

,                 (2.3.7) 

где ∑
=

=
n

k
kaa

1

 – ускорение материальной точки, возникающее под дей-

ствием n  сил одновременно. Сила ∑
=

=
n

k
kFF

1

называется главным век-

тором системы сил nFFF ;...; 21 , а также равнодействующей или ре-

зультирующей. 
Второй закон Ньютона, записанный в обычной форме (2.3.1), 

справедлив лишь при малых скоростях по отношению к скорости света 

( )м/с103 8⋅=c . При этом опыт показывает, что отношение 
a

F
 есть по-

стоянная величина, которая характеризует массу материальной точки. 
Из опытов по ускорению, например, электронов следует, что при ско-

ростях, близких к скорости света, отношение 
a

F
 не является постоян-

ной величиной. Это отношение зависит от скорости. Поэтому при ско-
ростях, близких к скорости света, следует различать массу 0m  части-

цы по отношению к системе отсчёта, относительно которой она поко-
ится ( 0m  – масса покоя) и массу m  частицы по отношению к системе 

отсчёта, относительно которой частица движется ( m  – релятивистская 
масса). Эти величины связаны соотношением 

2

2

0

v
1

c

m
m

−

= ,                                      (2.3.8) 

где v – скорость движения частицы. Произведение релятивистской 
массы материальной точки на её скорость называется релятивистским 
импульсом 

2

2

0

v
1

v
v

c

m
mP

−

== .                                 (2.3.9) 

Второй закон Ньютона, записанный в форме (2.3.3), будет спра-
ведлив и при скоростях, близких к скорости света, если под величиной 

P  понимать релятивистский импульс материальной точки, т.е. 



38 

F

c

m

dt

d =





















−
2

2

0

v
1

v
.                             (2.3.10) 

 
2.4. ТРЕТИЙ ЗАКОН НЬЮТОНА 

 
Этот закон, как и предыдущие два, является обобщением большо-

го числа опытных фактов. Всякое действие тел друг на друга носит 
характер взаимодействия: если тело 1M  действует на тело 2M  с неко-

торой силой 21F , то и тело 2M , в свою очередь, действует на тело 1M  

с силой 12F . Например, полосовой магнит 1M  и стальной шарик 2M  

притягиваются друг к другу с силами, равными по величине и проти-

воположными по направлению, т.е. 2112 FF −= . Об этом можно судить 

по показаниям пружинных динамометров 1D  и 2D  (рис. 2.6). 

Приведём ещё один пример. Пусть между шариками массами 1m  

и 2m  находится сжатая пружина, и они удерживаются в положении 

равновесия нитью на гладкой поверхности (рис. 2.7). После пережига-
ния нити, под действием сил упругости, тела приобретут ускорения, 
которые оказываются обратно пропорциональными массам тел 

1

2

2

1

m

m

a

a = . 

Отсюда следует равенство 2211 amam = , а следовательно, равенст-

во модулей сил 2112 FF =  или в векторной форме 

2112 FF −= .                                    (2.4.1) 

Сам Ньютон писал: «Действию всегда есть равное и противопо-
ложное противодействие, иначе – действия двух тел друг на друга ме-
жду собою равны и направлены в противоположные стороны». Между 
силой действия и противодействия нет никакой разницы и любую из 
них можно причислять как к действию, так и противодействию. Так 
как эти силы приложены к разным телам, то они не могут уравновеши- 
 

 
 

 

Рис. 2.6 Рис. 2.7 
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вать друг друга. Третий закон Ньютона можно сформулировать сле-
дующим образом: всякое действие тел друг на друга носит характер 
взаимодействия; силы, с которыми действуют друг на друга взаимо-
действующие тела, всегда равны по величине, действуют вдоль одной 
прямой и направлены в противоположные стороны. Содержание 
третьего закона математически записывается выражением (2.4.1).  
В механике Ньютона считается, что передача взаимодействия тел от 
одного к другому передаётся с бесконечно большой скоростью, т.е. 
мгновенно. Согласно следствиям специальной теории относительности 
скорость передачи взаимодействий тел не может быть больше скоро-
сти света (см. разд. 2.8). Если это принять во внимание, то данная вы-
ше формулировка третьего закона будет не совсем справедливой. 
Пусть, например, имеются две галактики 1 и 2, которые взаимодейст-

вуют с силами 12F  и 21F  (рис. 2.8). 

Пусть вторая галактика переместилась за 
время t∆  в положение 2′ . Но за это время t∆  
гравитационное воздействие не успело рас-
пространиться до первой галактики, и сила 

12F  осталась прежней, т.е. имеет прежнее 

направление, которое не совпадает с линией, 
соединяющей точки 1 и 2′ . 

 
 

2.5. СИЛА ТЯЖЕСТИ И ВЕС ТЕЛ 
 

Под силой тяжести понимается сила, с которой притягивается 
любое тело к Земле. Так как под действием силы притяжения к Земле 
все тела падают с одинаковым ускорением 0g , то в системе отсчёта, 

связанной с Землей, на всякое тело массы m  действует сила 

0mgF = .                                      (2.5.1) 

В данном случае мы считаем лабораторную систему отсчёта 
инерциальной. Вращение Земли учтём позже. С другой стороны, силу 
тяжести, действующую на тело массы m , можно рассчитать по закону 
всемирного тяготения 

2
0R

Mm
GF = ,                                    (2.5.2) 

где M – масса Земли; 0R  – радиус Земли. 

Сравнивая формулы (2.5.1) и (2.5.2), легко видеть, что ускорение 
свободного падения может быть рассчитано по формуле 

 
 

Рис. 2.8 
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2
0

0
R

M
Gg = .                                             (2.5.3) 

Из формулы (2.5.1) видно, что 
m

F
g =0 , т.е. ускорение свободного 

падения показывает, какая сила гравитации действует на тело единич-
ной массы в данной точке гравитационного поля на поверхности Зем-
ли. Так как планета Земля представляет собой эллипсоид вращения, то 
ускорение свободного падения на полюсах пg  всегда больше, чем на 

экваторе эg : 983п =g см/с2, 981э =g см/с2. Другими словами, ускоре-

ние свободного падения и сила тяжести зависят от широты местности. 
Если рассматриваемое тело находится на высоте h  над поверхно-

стью Земли, то сила тяжести, действующая на это тело массы m , равна 

( )20 hR

Mm
GF

+
=  или 

2r

Mm
GF = ,                 (2.5.4) 

где hRr += 0  – расстояние от центра Земли до данного тела. Ускоре-

ние свободного падения на любой высоте h  будет равно 

( ) 22 r

M
G

hR

M
G

m

F
gп =

+
== .                         (2.5.5) 

Отсюда видно, что при увеличении h  ускорение свободного па-
дения уменьшается. 

Представляет интерес исследовать, как изменяется ускорение 
свободного падения при движении по воображаемому каналу к центру 
Земли. Если тело массой m  будет находиться от центра земного шара 
на расстоянии r  ( )0Rr < , то на него будет действовать сила притяже-

ния только со стороны шара радиуса r . Масса rM  этого шара равна: 

3

3

4
rM r πρ= , где ρ  – плотность земного шара, которую мы для про-

стоты считаем постоянной величиной. Сила взаимодействия в этом 
случае будет равна 

mrG
r

mM
GF r ρπ==

3

4
2

. 

Ускорение свободного паде-
ния на расстоянии r  от центра 
Земли при 0Rr <  будет равно 

rG
m

F
gr ρπ==

3

4
.     (2.5.6)  

 

Рис. 2.9 
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Отсюда видно, что ускорение внутри земного шара прямо пропор-
ционально расстоянию от центра Земли при 0=r  0=rg . На рис. 2.9 

показана зависимость ускорения свободного падения от расстояния r  
от центра Земли. 

Необходимо различать силу тяжести и вес 
тела. Будем считать лабораторную систему отсчё-
та инерциальной. На тело массы m , лежащее на 
поверхности (рис. 2.10), действует сила тяжести 

gm  и сила реакции N . Реакциями называются 

силы, с которыми на данное тело действуют тела, 
ограничивающие движение рассматриваемого 
тела. Условие равновесия запишется в виде 

0=+ gmN  или gmN −= .                            (2.5.7) 

Аналогично, на рисунке 2.11 показаны силы, действующие на те-
ла массы m , которое подвешено на нити. Условие равновесия: 

0=+ gmT  или gmT −= ,                             (2.5.8) 

где T  – сила натяжения нити. 

Весом тела называется сила P , с которой данное 
тело m действует на подвес или опору. По третьему зако-
ну Ньютона сила, с которой тело m  действует на подвес 
или опору равна 

NP −=  или TP −= .                     (2.5.9) 
По модулю вес равен 

mgNP ==  или mgTP == ,                    (2.5.10) 

т.е. в рассмотренных случаях вес численно равен силе тя-
жести. Однако если опора или подвес будут двигаться с 

ускорением относительно Земли, то вес по модулю не будет равен силе 
тяжести. Рассмотрим несколько частных случаев. 

1. На полу лифта находится человек массой m . Определим его 
вес, если лифт движется вверх с ускорением a . Другими словами, 
найдём силу, с которой человек давит на пол лифта (рис. 2.12). Считая 
лабораторную систему отсчёта инерциальной, запишем основное 
уравнение динамики 

gmNam += ,                                    (2.5.11) 

где N  и gm  – силы, действующие на человека. При переходе к ска-

лярной записи, следует учесть знаки всех векторов. В проекции на вер-
тикальную ось x  имеем 

mgNma −= . 

 
 

Рис. 2.10 
 

 
 

Рис. 2.11 
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Откуда найдём силу, с которой пол давит на человека 
( )agmmamgN +=+= .                   (2.5.12) 

Сила, с которой человек давит на пол согласно формулам (2.5.9) и 
(2.5.10), по модулю равна 

( )agmP += ,                              (2.5.13) 

т.е. вес человека больше силы тяжести ( )mgP > . Принято говорить, 

что человек испытывает перегрузку. 
2. Найдём вес человека, если лифт движется вниз с замедлением 

(рис. 2.13). Основной закон динамики (2.5.11) в проекции на ось x  
имеет вид 

mgNma −=  или ( )agmN += . 

В данном случае человек снова испытывает перегрузку, а его вес 
определится той же формулой (2.5.13). Таким образом, перегрузка 
возникает в двух случаях, когда лифт движется вверх с ускорением 
( )0>a  и вниз с замедлением ( )0<a . 

 

 
 

 

Рис. 2.12 
 

Рис. 2.13 

  
 

Рис. 2.14 Рис. 2.15 
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3. Рассмотрим движение лифта вверх с замедлением (рис. 2.14). 
Второй закон Ньютона в проекции на ось x  имеет вид 

Nmgma −= . 

Откуда имеем 
( )agmmamgN −=−= . 

Другими словами, вес человека равен 

( )agmP −= , 

т.е. вес по модулю меньше силы тяжести ( mgP < ). Если лифт будет 

двигаться вверх с замедлением ga = , то вес тела будет равен нулю, 

т.е. 0=P . В этом случае человек не оказывает никакого давления на 
пол лифта. 

4. Пусть лифт движется вниз с ускорением a  (рис. 2.15). Основ-
ной закон динамики в проекции на ось x  имеет вид 

Nmgma −= . 

Откуда получим вес 
( ))agmNP −== , т.е. mgP < . 

Если лифт будет свободно падать с ускорением 
ga = , то вес тела 0=P . Таким образом, невесомость 

может возникать в двух случаях: при движении вверх 
замедленно ( )ga =  и при движении вниз ускоренно 

( )ga = . 

Понятие веса и невесомости удобно проиллюстриро-
вать с помощью тайваньской игрушки, представляющей 
собой винтовую пружину или спираль из пластика. Важ-
ное свойство спирали – она имеет очень малый коэффици-
ент жёсткости. Поэтому спираль под действием собствен-
ного веса легко деформируется. Для демонстрации нали-
чия веса спирали подвесим её за один конец с помощью 
нити (рис. 2.16). В поле тяжести Земли спираль оказывает-
ся растянутой неравномерно: максимально в верхней час-
ти и минимально в её нижней части. Сила, с которой спи-
раль действует на нить или подвес, определяет её вес P . 
Величина деформации спирали в её верхней части, с точ-
ностью до веса одного витка, служит мерой веса всей спи-
рали. Легко видеть, что величина деформации спирали в 
её средней части в два раза меньше, чем в верхней части. 
Величина деформации спирали между витками под номе-
рами N  и 1+N  (нумерация витков осуществляется снизу 
вверх) является мерой веса нижних N  её витков. Таким 

 
 

Рис. 2.16 
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образом, по величине деформации спирали в различных её частях 
можно качественно судить как о весе всей спирали, так и о весе любой 
её части. 

Для демонстрации перегрузки (увеличение веса) достаточно нить, 
удерживающую спираль, привести в движение вверх с некоторым  
ускорением. При этом отмечается увеличение расстояний между всеми 
витками спирали, что говорит об увеличении веса как всей спирали, 
так и её любой части. Если нить, удерживающую спираль, привести в 
ускоренное движение вниз, то расстояние между витками спирали 
уменьшается, что говорит об уменьшении веса. 

Для демонстрации невесомости пережигают нить, на которой ви-
села деформированная пружина, и наблюдают за её падением. Через 
малый промежуток времени τ  от начала падения деформации в спира-
ли исчезают полностью и в дальнейшем она падает с ускорением 

ga = , находясь в недеформированном состоянии. Отсутствие дефор-

мации в пружине при её свободном падении говорит о том, что пру-
жина, как и её любая часть, не имеет веса. 

Невесомость можно наблюдать не только при падении пружины. 
Для этого подбрасывают пружину вверх. Независимо от того, была 
деформирована пружина или нет, в начальный момент при бросании 
она движется вверх с отрицательным ускорением ga −=  и вниз с по-

ложительным ускорением ga = , находясь в недеформированном со-

стоянии. Другими словами, при свободном движении вверх или вниз 
вес тела равен нулю. 

 
2.6. МЕХАНИЧЕСКИЙ ПРИНЦИП ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 

 

Из данного в разделе 2.1 определения инерциальной системы от-
счёта следует, что во всех инерциальных системах отсчёта ускорение 
изолированной материальной точки должно быть равно нулю. Это по-
зволяет установить, как должна двигаться относительно инерциальной 
системы какая-либо другая система отсчёта, чтобы она также была 
инерциальной. Опыт показывает, что две инерциальные системы от-
счёта могут двигаться друг относительно друга только поступательно 
и притом равномерно и прямолинейно. 

Рассмотрим две системы отсчёта: инерциальную XYZ, которую 
условно будем считать неподвижной, и подвижную систему ZYX ′′′ , 
скорость поступательного движения которой 0v  постоянна по величи-

не и направлению. Для упрощения задачи, будем считать, что в на-
чальный момент времени 0=t  начала O  и O′  обеих систем коорди-
нат и соответствующие оси совпадают. Взаимное расположение этих 
систем в произвольный момент времени t  показано на рис. 2.17. Ско-
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рость 0v  направлена вдоль прямой 

OO ′ , а радиус-вектор, проведен-
ный из O  в O′ , tr 00 v= . Положе-

ние произвольной материальной 
точки M  в неподвижной и под-
вижной системах отсчёта опреде-
ляется радиус-векторами r  и r ′ , 
причём 

trrrr 00 v+′=+′= .  (2.6.1) 

В проекциях на оси координат 
это векторное равенство записыва-
ется в следующем виде, называемом преобразованием координат Га-
лилея 









+′=
+′=
+′=

tZZ

tYY

tXX

z

y

x

0

0

0

v

v

v

.                                      (2.6.2) 

В классической механике принимается, что ход времени не зави-
сит от относительного движения систем отсчёта. Поэтому систему 
(2.6.2) можно дополнить ещё одним уравнением 

tt ′= .                                               (2.6.3) 

В классической механике Ньютона время носит абсолютный ха-
рактер. Темп хода времени одинаков во всех инерциальных системах 
отсчёта. Если, например, какие-то события происходят в данной инер-
циальной системе отсчёта одновременно, то они одновременны во всех 
инерциальных системах отсчёта. В классической механике считается, 
что пространство абсолютно. Пусть, например, в системе отсчёта XYZ  
расстояние между двумя точками равно 

( ) ( ) ( )212
2

12
2

12 ZZYYXXR −+−+−= .                 (2.6.4) 

Воспользовавшись преобразованиями Галилея (2.6.2), найдём 
расстояние R′  между теми же точками в системе ZYX ′′′ , которое сов-
падает с прежним значением RR =′ . 

Дифференцируя уравнение (2.6.1) по времени, и учитывая, что 
constv0 = , найдём соотношение между скоростями материальной 

точки по отношению к различным инерциальным системам отсчёта 

0vvv +′= .                                         (2.6.5) 

 

Рис. 2.17 
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Данное соотношение принято называть классическим законом 
сложения скоростей. Скорость материальной точки по отношению к 
различным системам отсчёта различна. Так как инерциальные системы 
отсчёта равноценны, то никакая из них не имеет преимуществ и, сле-
довательно, скорости нельзя придать абсолютный характер. 

Продифференцируем выражение (2.6.5) по времени, считая, что 
constv0 =  

aa ′= .                                         (2.6.6) 

Ускорение материальной точки одинаково во всех инерциальных 
системах отсчёта. Если материальная точка не подвержена действию 
других тел, то 0=a . Поскольку a′  также равно нулю, рассматривае-
мая нами подвижная система действительно является инерциальной – 
изолированная точка либо движется относительно неё равномерно и 
прямолинейно, либо покоится. 

Как показывает опыт, силы, действующие на материальную точку 
со стороны других тел, одинаковы во всех инерциальных системах 
отсчёта, т.е. 

FF ′= .                                        (2.6.7) 
Из соотношений (2.6.6) и (2.6.7) для инерциальных систем отсчё-

та следует, что 
a

F

a

F
′
′

= , т.е. 

mm ′= .                                        (2.6.8) 
Таким образом, уравнения Ньютона для материальной точки, а 

также для произвольных систем материальных точек одинаковы во 
всех инерциальных системах отсчёта, т.е. инвариантны по отноше-
нию к преобразованиям Галилея. Из данного принципа следует, что 
равномерное и прямолинейное движение системы отсчёта как целого, 
не влияет на ход протекающих в ней механических процессов. Следо-
вательно, никакими механическими опытами, проведёнными внутри 
инерциальной системы отсчёта, нельзя обнаружить, движется она рав-
номерно и прямолинейно или покоится. 

 
2.7. ОПЫТ МАЙКЕЛЬСОНА И ПОСТУЛАТЫ ЭЙНШТЕЙНА 
 

На рубеже XVIII и XIX вв. встал вопрос о справедливости прин-
ципа относительности Галилея для немеханических процессов, напри-
мер, электромагнитных или оптических. Возможно, что оптические 
явления протекают неодинаково в различных инерциальных системах 
отсчёта и тогда с помощью этих опытов, проведённых внутри системы 
отсчёта, можно определить, движется она равномерно и прямолинейно 
или покоится. Тогда скорости движения тел можно придать абсолют-
ный смысл по отношению к этой преимущественной системе отсчёта. 
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Впервые Майкельсоном в 1881 г. 
была сделана попытка определить аб-
солютную скорость Земли в мировом 
пространстве. Идея опыта Майкельсо-
на состояла в сравнении времени про-
хождения светом двух путей, один из 
которых совпадает с направлением 
движения Земли по орбите вокруг 
Солнца, а другой – ему перпендикуля-
рен. При этом считалось, что мировое 
пространство заполнено неподвижным 
«эфиром», а распространение света 
рассматривается как процесс распро-
странения упругих колебаний в «эфи-

ре». Для сравнения указанных промежутков времени Майкельсоном был 
использован специально сконструированный оптический интерферо-
метр (рис. 2.18), он включал в себя: источник света S , два зеркала D  и 
K  и полупрозрачную пластину P , с помощью которой получаются две 
когерентные волны, распространяющиеся по взаимно перпендикуляр-
ным направлениям. Волны, отражённые от зеркал D  и K , снова про-
ходят через полупрозрачную пластину и поступают в точку M  экрана, 
где наблюдается интерференционная картина. 

Пусть интерферометр вместе с Землей движется со скоростью v  
в направлении плеча 1lBK = , 30v ≈  км/с – скорость орбитального 

движения Земли. Определим время, за которое свет пройдёт отрезок 
BK . Скорость света по отношению к интерферометру будет равна 

( )v−c  и следовательно, 
v

1

−
=

c

l
tBK , где c  – скорость света в вакууме. 

Аналогично, время, за которое свет пройдёт отрезок KB , будет равно 

v
1

+
=

c

l
tKB . Полное время, затраченное светом на прохождение пути 

до зеркала K  и обратно, равно 
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Учитывая, что 
2

2v

c
 мало, то 

2

2

2

2

v
1

v
1

1

c

c

+≈
−

. Следовательно, по-

лучим 

 
 

Рис. 2.18 
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Теперь рассчитаем время, необходимое для распространения све-
та от точки B  до зеркала D . Здесь следует учесть, что пока свет будет 
распространяться от B  к D , зеркало D  переместиться по отношению 
к мировому «эфиру» в положение D′ . Поэтому для определения вре-
мени прохождения пути BD  необходимо разложить вектор скорости 

c  на составляющие ⊥c  и v , причем 222 v+= ⊥cc . Очевидно, что 

⊥
=

′
=

c

BD

c

DB
tBD , т.е. 

2

2

2

22

2

v
1

v
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l
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l
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−

=
−

= . 

Так как время, затраченное светом на прохождение обратного пу-
ти точно такое же, получим 

2
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2

v
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2
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c
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l
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−

==⊥ .                                 (2.7.3) 

Учитывая, что 
2

2v

c
 мало, то можно считать, что 
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. Тогда получим 













+=⊥ 2

2
2 v

2

1
1

2

cc

l
t .                                   (2.7.4) 

Следовательно, разность времени в прохождении светом двух 
взаимно перпендикулярных направлений равна 
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Так как для различных точек M  наблюдения найденная разность 
времени будет различной, то в пространстве наблюдается определён-
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ная неподвижная интерференционная картина когерентных волн. Что-
бы определить скорость v Земли, Майкельсон повернул интерферо-
метр на 90° так, что плечи меняются местами. Новая разность времени 
для света, очевидно, равна 

( ) 






 −+−=∆
2

v22 1
23

2

122
l

l
c

ll
c

t .                             (2.7.6) 

Следовательно, полное изменение времени хода волн при поворо-
те прибора на 90°  равно 

( )213

2

21
v

ll
c

ttt +=∆+∆=∆ .                               (2.7.7) 

Так как 0≠∆t , то поворот интерферометра на 90° должен был 
приводить к изменению интерференционной картины, т.е. и её движе-
нию. Зарегистрировать данное изменение времени хода световых волн 
не представляло труда, так как точность измерений была очень высо-
кой. Она позволяла отметить разность хода света при скорости Земли в 
1 км/с, хотя она примерно равна 30 км/с. 

Однако эксперимент Майкельсона показал, что никакой разности 
во времени движения света по направлению движения Земли и по пер-
пендикулярному направлению нет, т.е. опыт Майкельсона дал отри-
цательный результат. Другими словами, Майкельсоном была сделана 
попытка с помощью немеханического, т.е. оптического опыта, прове-
дённого внутри инерциальной системы отсчёта, связанной с Землей, 
определить, движется ли она равномерно и прямолинейно или покоит-
ся. Однако обнаружить абсолютное движение Земли не удалось. Ви-
димо, и с помощью немеханического опыта нельзя определить, дви-
жется инерциальная система отсчёта равномерно и прямолинейно или 
покоится. 

Возникает вопрос – почему формула (2.7.7) указывает на возмож-
ность определения абсолютной скорости Земли? При выводе данной 
формулы мы предполагали существование неподвижного мирового 
«эфира» как некой среды и использовали классический закон сложения 
скоростей, который имеет, как оказалось, ограниченное применение. 

Современной физикой установлено, что мирового «эфира» нет. 
Что же касается классического закона сложения скоростей, то он явля-
ется следствием преобразований Галилея, которые также имеют огра-
ниченную область применения. При выводе преобразований Галилея в 
неявном виде использовались два положения, которые казались на-
столько очевидными, что их даже мы не считали нужными обосновать: 
полагали, что время во всех инерциальных системах отсчёта протекает 
одинаково и что размеры тел во всех инерциальных системах отсчёта 
также одинаковы, т.е. пространство и время считались абсолютными. 
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В 1905 году А. Эйнштейн кардинальным образом пересмотрел 
существовавшие до сих пор представления о пространстве и времени в 
специальной теории относительности, которая называется релятивист-
ской теорией. В её основу он положил два постулата, которые надёжно 
подкреплены экспериментально. 

Первый постулат: во всех инерциальных системах отсчёта не 
только механические, но и все другие явления природы протекают 
одинаково. Это означает, что все инерциальные системы отсчёта рав-
ноправны и с помощью любого физического опыта, проведённого 
внутри системы, нельзя обнаружить, движется она равномерно и пря-
молинейно или покоится. Другими словами, Эйнштейн распространил 
механический принцип относительности Галилея на все явления при-
роды. Поэтому первый постулат часто называют принципом относи-
тельности Эйнштейна. 

Второй постулат: во всех инерциальных системах отсчёта ско-

рость света для вакуума одинакова и равна 810997928,2 ⋅=c м/с и не 
зависит от скоростей источника и приёмника света. Этот постулат 
часто называют принципом постоянства скорости света. 

 
2.8. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛОРЕНЦА И  
ОСНОВНЫЕ СЛЕДСТВИЯ ИЗ НИХ 

 

Принцип постоянства скорости света противоречит классическому 
закону сложения скоростей (2.6.5), который является следствием преоб-
разований Галилея. Следовательно, в специальной теории относитель-
ности должны быть другие преобразования координат и времени. 

Предположим, что новые преобразования отличаются от преобра-
зований Галилея наличием множителя γ , т.е. 

( )txx v−γ=′ ; ( )txx ′+′γ= v .                              (2.8.1) 

Для определения значения множителя γ  воспользуемся вторым 

постулатом Эйнштейна. Допустим, что в момент времени 0=t , когда 
начала координат совпадают, происходит излучение светового сигнала 
из начала координат. В произвольные моменты времени t  и t′  сигна-
лы в обеих системах в силу постоянства скорости света будут дохо-
дить до точек сфер, координаты которых определяются, соответствен-
но, равенствами 

ctx = ; tcx ′=′ .                                   (2.8.2) 
Из уравнений (2.8.1) имеем 

( )( )txtxxx ′+′−γ=′ vv2 . 

Подставляя сюда формулы (2.8.2), найдём 
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( )( )ttctctttc vv22 +′−γ=′ . 

После преобразований 

( )2222 v−γ= cc . 

Откуда найдём 

2

2v
1

1

c
−

=γ .                                       (2.8.3) 

Подставляя это выражение в формулы (2.8.1), получаем новые 
преобразования координат 
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Для определения новых преобразований времени, выразим x′  из 
формулы (2.8.5) и подставим в выражение (2.8.4). После математиче-
ских преобразований найдём 
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Следует учесть, что при движении подвижной системы отсчёта 
относительно неподвижной вдоль оси x  имеем 

;; zzyy =′=′                                    (2.8.8) 

.; zzyy ′=′=                                     (2.8.9) 

Эти новые преобразования (2.8.4) – (2.8.9) координат и времени 
впервые были получены Лоренцем и носят его имя. Лоренц показал, 
что уравнения электродинамики не инвариантны относительно преоб-
разований Галилея, что и побудило его к нахождению новых преобра-
зований. Следует заметить, что если скорость подвижной системы от-
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счёта v значительно меньше скорости света c , преобразования Лорен-
ца превращаются в преобразования Галилея. Это говорит о том, что 
при c<<v  могут быть использованы законы механики Ньютона. При-
няв преобразования Лоренца, следует указать на те следствия, которые 
вытекают из них. 

1. Предельность скорости передачи взаимодействий. В класси-
ческой механике считалось, что тела или микрообъекты могут двигаться 
с любыми сколь угодно большими скоростями, вплоть до ∞=v . Одна-

ко из преобразований Лоренца видно, что при c>v  значение 
2

2v
1

c
−  

будет мнимым числом и величины tx,  теряют физический смысл. Сле-
довательно, передача любых взаимодействий между телами не может 
быть осуществлена быстрее скорости света в вакууме. 

2. Изменение размеров движущихся тел. Пусть некоторое тело, 
например, стержень, движется вместе с инерциальной системой отсчё-
та zyx ′′′  и имеет в этой системе длину 120 xxl ′−′= , которая называется 

собственной длиной (рис. 2.19). Для определения длины стержня l  в 
системе отсчёта xyz необходимо найти координаты 1x  и 2x , восполь-

зовавшись преобразованиями Лоренца (2.8.4), т.е. 

2

2

1
1

v
1

v

c

tx
x

−

−=′ ; 

2

2

2
2

v
1

v

c

tx
x

−

−=′ . 

Откуда находим 

2

2

12
120

v
1

c

xx
xxl

−

−=′−′=  или 
2

2

0
v

1
c

ll −= ,               (2.8.10) 

где 12 xxl −=  – искомая длина стержня. Так как 1
v

1
2

2

<−
c

, то 0ll < .  

 
 

Рис. 2.19 
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Следовательно, линейный размер тела, движущегося относитель-
но неподвижной системы отсчёта со скоростью, близкой к c , умень-

шается в направлении движения в 

2

2v
1

1

c
−

 раз. При этом поперечные 

размеры не изменяются. Кстати отметим, если учесть сокращение од-
ного из плеч интерферометра Майкельсона, то не должно наблюдаться 
различие во времени движения светового сигнала в двух взаимно пер-
пендикулярных направлениях, что и объясняет отрицательный резуль-
тат этого опыта. 

3. Изменение темпа хода времени. Пусть в некоторой точке x′ , 
движущейся инерциальной системы отсчёта zyx ′′′ , произошли два 

события в моменты времени 1t′  и 2t′ . Промежуток времени между эти-

ми событиями в движущейся системе отсчёта равен 120 ttt ′−′=′∆ , кото-

рый называется собственным временем. Для нахождения промежутка 
времени 12 ttt −=∆  между теми же событиями в системе xyz следует 

учесть следующее. Если в системе отсчёта zyx ′′′  события происходят в 

одной точке, то в системе xyz эти события происходят в различных 

точках 1x  и 2x . Расстояние между этими координатами, в которых 

произошли два события, в системе xyz равно 

( ) tttxx ∆=−=− vv 1212 .                         (2.8.11) 

Воспользовавшись преобразованиями Лоренца (2.8.6) получим 
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Учитывая формулу (2.8.11), окончательно найдём 

2

2

0
v

1
c

tt −∆=′∆  или 

2

2

0

v
1

c

t
t

−

′∆
=∆ .                 (2.8.12) 

Так как 1
v

1
2

2

<−
c

, то tt ∆<′∆ . Таким образом, длительность 

некоторого события минимальна в той инерциальной системе отсчёта, 
относительно которой материальная система покоится. Другими сло-
вами, темп хода времени часов, движущихся относительно инерциаль-
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ной системы отсчёта, меньше, чем покоящихся. Легко заметить, что 
замедление времени становится существенным лишь при скоростях 

c≈v . При c<<v  получается классический результат tt ∆=′∆ 0 . 

4. Релятивистский закон сложения скоростей. Выше было ска-
зано, что классический закон сложения скоростей противоречит по-
стулату постоянства скорости света. Найдём релятивистский закон 
сложения скоростей. Пусть в системе zyx ′′′  движется материальная 

точка со скоростью u′ , проекции которой на оси координат равны 

td

xd
ux ′

′
=′ ; 

td

yd
uy ′

′
=′ ; 

td

zd
uz ′

′
=′ .                        (2.8.13) 

Найдём проекции вектора скорости u , т.е. zyx uuu ;; . На основе 

преобразований Лоренца (2.8.4) – (2.8.9) имеем 
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yddy ′= ;  zddz ′= ;                                (2.8.15) 
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Откуда найдем релятивистский закон сложения скоростей 
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Покажем на частном примере, что новый закон сложения скоро-
стей удовлетворяет постулату постоянства скорости света. Пусть в 
системе zyx ′′′  движется фотон со скоростью cux =′ . Тогда его ско-

рость относительно системы zyx ,,  в соответствии с формулой (2.8.17) 

равна 
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Таким образом, скорость фотона по отношению к двум системам 
отсчёта одинакова и равна c . Если тело движется так, что cux <<′ , то 
согласно (2.8.17) мы снова приходим к классическому закону сложе-
ния скоростей. 

Из преобразований Лоренца следует, что как расстояние x∆ , так 
и промежуток времени между событиями изменяются при переходе от 
одной системы отсчёта к другой, т.е. пространство и время не являют-
ся абсолютными. При этом оказывается, что пространственные и вре-
менные отношения событий не являются независимыми. В закон пре-
образования координат входит время и в закон преобразования време-
ни входят пространственные координаты. Следовательно, релятивист-
ская теория указывает на относительность свойств пространства и 
времени и устанавливает между ними определенную взаимосвязь. 

 
2.9. ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ИМПУЛЬСА  

ДЛЯ СИСТЕМЫ МАТЕРИАЛЬНЫХ ТОЧЕК 
 

В механике под материальной системой понимают совокупность 
материальных точек, движения которых взаимосвязаны. Примером 
материальной системы может служить Солнечная система. Твёрдое 
тело рассматривается как недеформированная материальная система с 
распределённой по всему объёму массой. При рассмотрении системы 
материальных точек целесообразно силы разделить на внешние и 
внутренние. Силы, действующие на точки системы, называются внеш-
ними, если они вызваны действием тел, не входящих в рассматривае-
мую систему. Силы, вызванные взаимодействием точек самой систе-
мы, называются внутренними. Из третьего закона Ньютона следует, 
что внутренние силы носят характер взаимодействия, причём если 

точка B  действует на точку A  с силой iF1 , а точка A  действует на 

точку B  с силой iF2 , то эти силы равны по модулю и направлены по 

одной прямой в противоположные стороны ii FF 21 −=  (рис. 2.20). Из 
этого следуют два свойства внутренних сил материальной системы. 

Первое свойство. Геометрическая сумма всех внутренних сил 
системы равна нулю 

∑ = 0i
kF ,                                        (2.9.1) 

где i
kF  – равнодействующая всех внутренних сил, приложенных к 

точке с номером k . 
Второе свойство. Геометрическая сумма моментов всех внутрен-

них сил относительно произвольной точки пространства равна нулю 

[ ] 0=×∑ i
kk Fr .                                      (2.9.2) 
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Для системы, состоящей из двух точек 
A  и B  (рис.2.20) с силами взаимодействия 

iF1  и iF2  это свойство очевидно. Действи-

тельно, так как ii FF 12 −= , а плечи 1h  и 2h  

относительно точки O  у обеих сил равны, то 
моменты этих сил численно равны и направ-
лены в противоположные стороны 

1122 hFhF ii = .                                      (2.9.3) 

Система материальных точек называется замкнутой, если действие 
внешних сил отсутствует или действие их скомпенсировано. Так, на-
пример, в Солнечной системе планеты и их спутники совершают весьма 
сложные движения только под действием одних внутренних сил. 

Рассмотрим замкнутую систему, состоящую из n  тел с массами 

nmmm ,...,, 21 . Обозначим скорости этих тел соответственно  

nv...,,v,v 21 , а внутреннюю силу, действующую на i  тело со стороны 

k  через ikF . На основании второго закона Ньютона запишем следую-

щую систему уравнений движения всех тел системы: 

( ) nFFFm
dt

d
1131211 ...v +++= ; 

( ) nFFFm
dt

d
2232122 ...v +++= ; 

…………………………. 

( ) ( )121 ...v −+++= nnnnnn FFFm
dt

d
.                    (2.9.4) 

Складывая почленно эти уравнения и учитывая первое свойство 
внутренних сил (2.9.1), находим 

( )∑
=

=
n

k
kkm

dt

d

1

0v  или 0v
1

=∑
=

n

k
kkm

dt

d
.                   (2.9.5) 

Геометрическая сумма импульсов всех материальных точек сис-
темы называется вектором полного импульса всей системы, т.е. 

( )∑
=

=
n

k
kk Pm

1

v .                                    (2.9.6) 

Таким образом 

0v
1

== ∑
=

n

k
kkm

dt

d

dt

Pd
 или constv

1

==∑
=

n

k
kkmP ,             (2.9.7) 

т.е. векторная сумма импульсов тел, составляющих замкнутую систе-
му, постоянна. Иначе говоря, полный вектор импульса замкнутой 

 
 

Рис. 2.20 
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системы тел с течением времени не изменяется. Это положение но-
сит название закона сохранения импульса. 

Закон сохранения импульса объясняет такие явления как, напри-
мер, отдача при выстреле, реактивное движение и др. (см. разд. 2.10). 

Полный вектор импульса замкнутой системы (2.9.7) можно запи-
сать в виде 
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где ∑
=

=
n

k
kmM

1

 – масса всей замкнутой системы. Выражение в скобках 

называется вектором скорости центра масс  системы или центром 
инерции 

∑

∑
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==
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n
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kk
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m

m

1

1

v

v .                                    (2.9.9) 

Следовательно, закон сохранения импульса (2.9.7) можно запи-
сать в виде 

constv == cMP ,                                 (2.9.10) 

т.е. произведение массы всей замкнутой системы на скорость её цен-
тра масс есть величина постоянная. Справедливость этого закона 
можно проиллюстрировать следующим примером. На подвижной те-
лежке устанавливается массивный физический маятник (его масса 
сравнима с массой тележки). В начальный момент система тележка–
маятник находится в покое: 0v =c , 0=P . Отклонив маятник, отпус-

кают его. Отмечают, что маятник и тележка совершают противофаз-
ные колебания так, что центр масс системы остаётся постоянным, т.е. 
его скорость 0v =c  и, следовательно, 0=P . Центр масс механиче-

ской системы в ряде случаев совпадает с центром тяжести. Центр масс 
системы можно рассчитать теоретически, если положение всех точек 
системы известно. Пусть радиус-вектор kZjYiXR ccc ++=  определя-

ет положение центра масс системы. Скорость центра масс равна 

dt

Rd
c =v .                                           (2.9.11) 
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Учитывая, что скорость k  материальной точки равна 

dt

rd k
k =v , 

где kzjyixr kkkk ++=  – радиус-вектор k  точки. 

На основании выражения (2.9.9) получим 
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Следовательно, координаты центра масс механической системы 
определяются выражениями: 
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Если материальные точки механической системы распределены 
непрерывно, т.е. представляют собой тело некоторого объёма V , то 
при нахождении центра масс необходимо систему разбить на элемен-
тарные участки dxdydzdm ρ= , и от суммирования перейти к интегри-

рованию: 

∫∫∫
∫∫∫
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1
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V
c zdxdydz

VM

zdxdydz

Z
1

,              (2.9.14) 

где V – объём однородного тела. 
Сделаем одно замечание. Принято говорить, что Луна вращается 

вокруг Земли. Это не совсем так. Земля и Луна вращаются вокруг цен-
тра масс этой системы. 

Рассмотрим теперь незамкнутую механическую систему, испы-
тывающую действие внешних сил. Пусть на k  материальную точку 

действует внешняя сила kF . Очевидно, что в этом случае в правые 
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части уравнений (2.9.4) войдут кроме внутренних сил ikF  также и 

внешние силы kF . Тогда в результате сложения уравнений (2.9.4) по-

лучим следующее дифференциальное уравнение поступательного 
движения системы: 

0
1

FF
dt

Pd n

k
k ==∑

=
,                                 (2.9.15) 

где ∑
=

=
n

k
kFF

1
0  – главный вектор всех внешних сил, действующих на 

систему материальных точек. Из последнего выражения следует, что 
производная полного импульса системы материальных точек равна 
геометрической сумме всех внешних сил, приложенных к этим телам. 
Другими словами, действие внешних сил на материальную систему в 
течение некоторого промежутка времени приводит к изменению пол-
ного импульса этой системы 

tFP ∆=∆ 0 .                                          (2.9.16) 

В проекциях на оси неподвижной декартовой системы координат 
векторное уравнение (2.9.15) эквивалентно системе трёх скалярных 
уравнений: 

x
x F

dt

dP = ;  y
y F

dt

dP
= ;  z

z F
dt

dP = .                        (2.9.17) 

Из этих уравнений следует Закон сохранения проекции импульса: 
если проекция главного вектора внешних сил на какую-либо ось равна 
нулю, то проекция на эту ось вектора импульса системы не зависит от 

времени. Например, если 0=xF , то 0=
dt

dPx  и const=xP . Так как 

0=xF , 0≠yF , 0≠zF , то незамкнутая система по своей сущности ве-

дёт себя как замкнутая система вдоль оси x . Это позволяет использо-
вать закон сохранения импульса для систем материальных точек, нахо-
дящихся на поверхности Земли, где всегда действуют внешние силы. 
Однако проекция сил тяжести на горизонтальную плоскость всегда рав-
на нулю. Например, если человек начинает движение вдоль лодки, то 
она также приходит в движение в противоположную сторону. Однако 
центр масс данной системы остаётся неизменным в пространстве. 

Учитывая формулу (2.9.10), выражение (2.9.15) можно записать в 
виде 

( ) 0v FM
dt

d
c =  или 0

v
F

dt

d
M c = .                        (2.9.18) 
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Так как c
c a

dt

d
=

v
 – ускорение центра масс системы, окончательно 

получим 

0FaM c = .                                     (2.9.19) 

Произведение массы всей системы материальных точек на уско-
рение её центра масс равно главному вектору всех внешних сил, дей-
ствующих на точки этой системы. Другими словами, центр масс 
движется как материальная точка, в которой сосредоточена вся масса 
системы и к которой приложен главный вектор внешних сил. 

 
2.10. ДВИЖЕНИЕ ТЕЛА ПЕРЕМЕННОЙ МАССЫ 

 

Часто, тела при своём движении изменяют свою массу. Например, 
погрузка и разгрузка транспорта на ходу, изменение массы самолёта 
вследствие сгорания топлива и т.п. Рассмотрим истечение воды из ав-
томобиля, поливающего улицы. Это тоже пример движения тела с пе-
ременной массой (рис. 2.21). Пусть u  – скорость истечения воды от-
носительно автомобиля. Если v – скорость автомобиля, то ( )v+u  – 

скорость воды относительно системы отсчёта, связанной с Землей. 
Пусть в момент времени t  масса автомобиля вместе с водой равна M . 
Допустим, что за время dt  автомобиль теряет массу dM  вследствие 
истечения воды. Количество воды, вытекающей в единицу времени, 
назовём секундным расходом жидкости 

dt

dM=µ .                                           (2.10.1) 

Тогда получим 
dtdM µ= .                                         (2.10.2) 

Будем учитывать только силу тяги mF , действующую на автомо-

биль, силы сопротивления считали достаточно малыми. Применим 

 
v  

 
 

Рис. 2.21 
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второй закон Ньютона к системе автомобиль–вытекающая жидкость.  
В момент времени t  импульс системы равен v1 MP = . В момент вре-

мени dtt +  импульс равен 
( )( ) ( )udtddtMP +µ++µ−= vvv2 . 

Учитывая, что dtFPP т=− 12 , получим 

dtFMudtdtdtddtMdM т=−µ+µ+µ−µ−+ vvvvvv . 

Пренебрегая величиной vdtdµ , имеющей второй порядок мало-

сти, получим 

dtFudtMd т=µ+v   или  uF
dt

d
M т µ−=v

,               (2.10.3) 

где величина ( )uµ−  имеет размерность силы, т.е. при движении тела 

переменной массы на него действует дополнительная сила 
uFр µ−= ,                                         (2.10.4) 

которая называется реактивной силой. Величина этой силы равна про-
изведению секундного расхода жидкости на её относительную ско-
рость. Из формулы (2.10.4) следует, что реактивная сила направлена 
противоположно относительной скорости жидкости. Газовые реактив-
ные силы нашли применение в авиации и ракетной технике. Выраже-
ние (2.10.3) называют формулой Мещерского. 

Рассчитаем начальное ускорение ракеты, если секундный расход 
топлива равен 200=µ  кг/с, а начальная масса 20 000 кг. При отрыве 

от пускового стола на ракету действуют две силы: сила тяжести и ре-
активная сила. Уравнение Мещерского имеет вид 

mgFma р −=  или 
m

mgu
a

−µ= . 

При скорости газов 3000=u  м/с, получим 20=a  м/с2. 
Рассчитаем, какую максимальную скорость приобретёт жидкост-

ная ракета при полном сгорании топлива. Будем учитывать только ре-
активную силу. В этом случае уравнение движения имеет вид 

u
dt

d
M µ−=v

  или  u
dt

dM

dt

d
M −=v

. 

Сокращая на dt , получим 

0v =+ udMMd .                                (2.10.5) 

Откуда видно, что при увеличении массы ( )0>dM , скорость 

должна уменьшаться ( )0v <d , и наоборот, при уменьшении массы 

( )0<dM , скорость увеличивается ( )0v >d . Последнее выражение за-

пишем в виде 
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M

dM

u

d −=v
.                                     (2.10.6) 

Пусть на старте скорость ракеты равна 0v = , а её масса 

kт MMM += 00 , где 0тM  – масса топлива и окислителя, kM  – масса 

конструкции и полезного груза. При достижении максимальной скоро-
сти тv  масса ракеты равна kM . Проинтегрируем выражение (2.10.6) 

∫∫ −=
km M

M
M

dM

u

d

0

v

0

v
. 

Интегрирование дает 
( )kт MMu lnlnv 0 −=  или 









+=+==

k

т

k

тk

k
т M

M
u

M

MM
u

M

M
u 000 1lnlnlnv . 

Эта формула Циолковского для максимальной скорости ракеты. 

Отношение z
M

M

k

т =0  называют числом Циолковского. Оценим мак-

симальную скорость ракеты на жидком топливе. Пусть скорость газов 
из сопла ракеты 3000=u  м/с, число Циолковского 9=z . Эти значе-
ния максимально возможные. Расчёт даёт 

690010lg3,2300010ln3000 =⋅=⋅=u  м/с. 

Эта скорость значительно меньше первой космической скорости 
7900v1 =  м/с. Отсюда следует, что одна ракета на жидком топливе не 

может вывести спутник на околоземную орбиту. Достижение первой 
космической скорости возможно при использовании многоступенча-
тых ракет. 
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3. РАБОТА И МЕХАНИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ 
 

 
3.1. ПОНЯТИЕ ОБ ЭНЕРГИИ, РАБОТЕ И МОЩНОСТИ 

 

В разделе 2.3 мы ввели понятие импульса тела vmP = , который 
является мерой его поступательного движения. Однако эта динамиче-
ская характеристика не может служить универсальной мерой для всех 
форм движения. Приведём следующий пример. Пусть массивный диск 
равномерно вращается вокруг неподвижной оси симметрии. Любая 
произвольная материальная точка i , не лежащая на оси диска, имеет 

импульс iii mP v= , не равный нулю. Однако векторная сумма импуль-
сов всех точек диска равна нулю при любой скорости вращения. Объ-
ясняется это тем, что для любой точки i  имеется диаметрально проти-
воположная точка k  той же массы, вектор скорости которой ik vv −=  
направлен противоположно. 

Единой мерой различных форм движения является энергия. Энер-
гия системы тел количественно характеризует эту систему с точки 
зрения возможных в ней количественных и качественных превраще-
ний и изменений движения. Энергия тела или системы тел не зависит 
от предыстории и определяется динамическими характеристиками 
этих тел в данный момент времени. Поэтому принято говорить, что 
тела обладают запасом энергии, являющейся мерой его движения. 
Энергия является функцией состояния системы. В разделе 2.1 отмеча-
лось, что возникновение и превращение механического движения мо-
жет происходить только под действием сил. Следовательно, под дей-
ствием сил происходит изменение энергии тела. Процесс изменения 
энергии тела под действием силы называется процессом совершения 
работы, а величина приращения энергии в этом процессе называется 
механической работой, совершаемой силой. Опыт показывает, что 
сила, приложенная к телу, совершает работу только в том случае, если 
это тело перемещается. При прямолинейном поступательном движе-
нии тела (рис. 3.1) работа, совершаемая постоянной силой F , тем 
больше, чем больше составляющая силы τF  – касательная к траекто-

рии, и чем больше путь S , пройденный телом за время действия силы 
α== τ cosFSSFA ,        (3.1.1) 

где α  – угол между векторами F  и S . 
Механическая работа силы F  не совер-
шается в двух случаях: во-первых, при 

0=S ; во-вторых, при =α 90°.  
В последнем случае вектор силы оказы-

 
 

Рис. 3.1 
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вается перпендикулярным вектору перемещения S . Очевидно, что 
при <α≤0 90° работа положительная ( )0>A ; при 90° ≤α< 180° – 

работа отрицательная ( )0<A . Например, работа, совершаемая силой 

трения или силой сопротивления, отрицательна. 
Любое достаточно малое элементарное перемещение материаль-

ной точки или поступательно движущегося тела можно считать пря-
молинейным. Поэтому элементарная работа Aδ , совершаемая силой 

F  при малом перемещении dS  точки её приложения, равна 

dSFdSFA α==δ τ cos .                               (3.1.2) 

Если r  – радиус-вектор, который определяет положение точки 
приложения силы, то можно считать, что rddS= , и, следовательно, 

элементарная механическая работа равна 

( )rdFA =δ ,                                           (3.1.3) 

т.е. элементарная механическая работа равна скалярному произведе-
нию векторов F  и rd . Механическая работа зависит от вида процесса 
и не является функцией состояния. Поэтому Aδ  не является полным 
дифференциалом какой-либо функции координат. Следовательно, 
нельзя элементарную работу обозначать dA . На основании сказанно-
го, элементарную работу принято обозначать Aδ . Учитывая, что для 

прямоугольной системы координат kFjFiFF zyx ++=  и 

kdzjdyidxrd ++= , на основании (3.1.3) имеем 

dzFdyFdxFA zyx ++=δ .                            (3.1.4) 

Для вычисления работы, совершаемой переменной силой, на ко-
нечном криволинейном отрезке необходимо найти сумму элементар-
ных работ на отдельных бесконечно малых участках пути. Эта сумма 
приводится к интегралу 

∫ τ=
S

dSFA
0

.                                        (3.1.5) 

Если величина касательной состав-
ляющей силы F  задана как функция от 
длины пути S  (рис. 3.2), то согласно оп-
ределению интеграла (3.1.5), работа A , 
совершаемая силой на пути O–S, численно 
равна площади, заштрихованной на  
рис. 3.2. 

 
 

Рис. 3.2 
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Для характеристики скорости совершения работы силой вводится 
понятие мощности. При равномерном совершении работы мощностью 
называется физическая величина, численно равная работе, совершае-
мой этой силой за единицу времени 

t

A
N = .                                          (3.1.6) 

При неравномерном совершении работы вводится понятие сред-
ней мощности срN  за промежуток времени t∆  

t

A
N

∆
∆=ср ,                                        (3.1.7) 

где A∆  – работа, совершаемая силой за время t∆ . 
Мгновенной мощностью называется предел, к которому стремит-

ся средняя мощность, когда время, за которое оно определяется, стре-
мится к нулю 

dt

A

t

A
NN

tt

δ=
∆
∆==

→∆→∆ 0
ср

0
limlim .                       (3.1.8) 

На основании формулы (3.1.4) получим 

( )vvvv FFFF
dt

dz
F

dt

dy
F

dt

dx
FN zzyyxxzyx =++=++= ,         (3.1.9) 

где v  – скорость движения тела. 
Учитывая, что за единицу измерения механической работы при-

нимается Джоуль, единицей измерения мощности является Ватт:  
Вт = Дж/с. 

 
 

3.2. КИНЕТИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ И ТЕОРЕМА  
ОБ ИЗМЕНЕНИИ КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ 

 
Кинетической энергией называют механическую энергию всякого 

свободно движущегося тела. Кинетическая энергия равна той работе, 
которую совершают силы для увеличения скорости тела и приобрете-
ния запаса энергии. 

Пусть в начальный момент времени тело массой m  имело ско-

рость 1v . Действие силы F  на данное тело приводит к тому, что ско-

рость увеличивается до 2v . Элементарная работа rdFA =δ . На основе 

второго закона Ньютона 
dt

рd
F =  получим 

рdrd
dt

рd
A v==δ ,                                  (3.2.1) 
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так как v=
dt

rd
 – скорость. Механическая работа сил за конечный 

промежуток времени равна 

∫=
2

1

v12

р

р

рdA .                                      (3.2.2) 

1. Рассмотрим нерелятивистский случай малых скоростей движе-
ния ( )c<<v . Импульс тела равен vmP = , где m  – масса тела, которая 

не зависит от скорости движения const=m . Следовательно, 

vmdPd = . Подставляя это выражение в формулу (3.2.2), получим 

∫=
2

1

v

v

12 vvdmA .                                    (3.2.3) 

Считая, что направления векторов v  и vd  совпадают, интегриро-
вание даёт 

2

v

2

v 2
1

2
2

12
mm

A −= .                                (3.2.4) 

При 0v1 =  и vv2 = , получим 

2

v2m
AEk == ,                                   (3.2.5) 

т.е. кинетическая энергия поступательно движущегося тела равна 
половине произведения массы этого тела на квадрат его скорости. 
Кинетическая энергия – скалярная величина, и она не может быть от-
рицательной. Выражение (3.2.4) называется теоремой об изменении 
кинетической энергии для материальной точки. Работа силы по пере-
мещению материальной точки равна изменению её кинетической 
энергии 

1212 kk EEA −= .                                   (3.2.6) 

Если система состоит из N  поступательно движущихся тел, то 
полная кинетическая энергия системы равна сумме кинетических 

энергий 
2

v2
ii

ki
m

E =  всех тел, входящих в неё 

∑∑
==

==
N

i

ii
N

i
kiki

m
EE

1

2

1 2

v
.                           (3.2.7) 

Теорему об изменении кинетической энергии (3.2.6) можно 
обобщить на систему материальных точек. 

Кинетическая энергия системы зависит только от величины масс 
и скоростей движения, входящих в неё тел. При этом не существенно, 
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каким образом тело массы im  приобрело скорость iv . Следовательно, 

кинетическая энергия системы есть функция состояния её движения. 
2. Рассмотрим релятивистский случай движения. Пусть матери-

альная точка при скорости 0v0 =  имеет массу покоя 0m . Под дейст-

вием силы материальная точка приобретает скорость v , близкую к 
скорости света, и её релятивистская масса становится равной 

2

2

0

v
1

c

m
m

−

= .                                     (3.2.8) 

Если в начальный момент материальная точка имела импульс 
0v000 == mP , то после действия силы её импульс равен 

vmp = .                                         (3.2.9) 

Из этих двух выражений исключим скорость v . Для этого, счи-

тая, что 
m

p=v , выражение (3.2.8) запишем в виде 

022

2

1 m
cm

p
m =−  или 2

022

2
2 1 m

cm

p
m =










− . 

Раскрывая скобки, получим 

2
02

2
2 m

c

p
m =− , 

откуда найдём 
22

0
222 cmcmp −= .                              (3.2.10) 

Увеличение релятивистского импульса связано не только с воз-
растанием скорости, но и с увеличением массы. Продифференцируем 
полученное выражение, считая, что const=c  и const0 =m  

dmmcpdp 222 = , 

откуда найдём 

p

dmmc
dp

2

= . 

Учитывая выражение (3.2.9), найдём 

v

2dmc
dp = . 

Подставляя это выражение в формулу (3.2.2), найдём работу 
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∫∫ ==
m

m

p

dmcdpA

0

2

0

v  или cmmcA 0
2 −= .               (3.2.11) 

Так как в начальный момент скорость материальной точки 
0v0 = , а работа силы идёт на увеличение кинетической энергии, то 

кинетическая энергия в релятивистском случае дается выражением 

AEk =  или 2
0

2 cmmcEk −= .                   (3.2.12) 

Учитывая выражение (3.2.8), получим 

2
0

2

2

2
0

v
1

cm

c

cm
Ek −

−

= .                           (3.2.13) 

Согласно выражению (3.2.11), работа, совершаемая силой, приво-
дящая к увеличению скорости материальной точки, приводит также к 
увеличению массы на величину 

0mmm −=∆ .                                   (3.2.14) 

Возникновение кинетической энергии связано с увеличением 
массы материальной точки 

( ) 22
0 mccmmEk ∆=−= .                        (3.2.15) 

В релятивистской механике вводится понятие полной энергии 

2

2

2
02

v
1

c

cm
mcE

−

== .                             (3.2.16) 

Полная энергия E  зависит от скорости движения. Минимальное 
значение полной энергии будет при v = 0. Это минимальное значение 
полной энергии принято называть энергией покоя 

2
00 cmE = .                                         (3.2.17) 

Следовательно, согласно формуле (3.2.13), кинетическая энергия 
материальной точки численно равна разности между полной энергией 
и энергией покоя 

0EEEk −= .                                       (3.2.18) 

Таким образом, релятивистская механика устанавливает фунда-
ментальную связь энергии и массы. 

Взаимосвязь полной энергии и релятивистского импульса в реля-
тивистской механике можно найти из выражения (3.2.10). Умножив 

эту формулу на 2c , получим 
42

0
4222 cmcmcp −= . 
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Учитывая, что 242 Ecm = , найдём 

42
0

22 cmcpE +=  или 22
0

2 cmpcE += .                  (3.2.19) 

В нерелятивистской теории взаимосвязь между кинетической 

энергией 
2

v2m
Ek =  и импульсом vmp =  можно найти, если из этих 

выражений исключить скорость v, считая массу тела const=m  

m

p
Ek 2

2

= .                                       (3.2.20) 

 
3.3. КОНСЕРВАТИВНЫЕ СИЛЫ И ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ ЭНЕРГИЯ 

 

Вычислим работу силы тяжести при перемещении тела массой m  
из положения 1 в положение 2. Будем считать, что разность высот 
( )21 hh −  значительно меньше радиуса Земли так, что ускорение сво-

бодного падения можно считать постоянной величиной (рис. 3.3, а). 
Согласно определению механической работы, получим 

1121212 cosα== mgSSgmA .                           (3.3.1) 

Так как <α1 90°, то работа положительная ( )012 >A . Учитывая, 

что 112 cosαS  есть проекция вектора перемещения 12S  на вертикаль-

ное направление 
( )21112 cos hhS −=α ,                                 (3.3.2) 

получим 
( )2112 hhmgA −= ;                                   (3.3.3) 

2112 mghmghA −= .                                  (3.3.4)   

 

 
 

Рис. 3.3 
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Отсюда следует, что работа силы тяжести определяется начальным 
и конечным положением тела. Легко видеть, что работа силы тяжести 
при перемещении тела из положения 2 в положение 1 (рис. 3.3, б) будет 
отрицательной ( )021 <A , так как >α2 90°, то 

( )211221 hhmgAA −−=−= .                             (3.3.5) 

Вычислим работу силы тяжести при перемещении тела массой m  
из положения 1 в положение 2 по криволинейной траектории 1–а–2. 
Разобьём линию перемещения на элементарные участки kS∆   

(рис. 3.4). Элементарная работа будет равна 

kkk SmgA α∆=∆ cos  или kk hmgA ∆=∆ . 

Для работы силы тяжести на криволинейном участке 1–а–2 полу-
чим выражение 

∑∑∑
===

−− ∆=∆=∆=
N

k
k

N

k
k

N

k
ka hmghmgAA

111
21 . 

Учитывая, что ( )21
1

hhh
N

k
k −=∆∑

=
, получим 

                 ( ) 02121 >−=−− hhmgA a .                             (3.3.6) 

Легко видеть, что работа силы тяжести не зависит от формы тра-
ектории, по которой перемещается тело. Нетрудно доказать, что рабо-
та силы тяжести при перемещении по траектории 2–б–1 будет иметь ту 
же величину, но противоположного знака 

( ) 02112 <−−=−− hhmgA б .                             (3.3.7) 

Таким образом, работа силы тяжести не зависит от формы тра-
ектории, а определяется начальным и конечным положением тела. 

Допустим, что под действием силы тяжести тело перемещается по 
линии 1–а–2, а затем по линии 2–б–1, т.е. тело перемещается по замк-
нутой траектории. Механическая работа в этом случае будет равна 

сумме работ 21 −−aA  и 12 −−бA , т.е. 

01221 =+= −−−− ba AAA .    (3.3.8) 

Таким образом, работа силы 
тяжести на любой замкнутой тра-
ектории равна нулю. Силы называ-
ются консервативными, если работа, 
совершаемая ими, не зависит от фор-
мы траектории, а определяется поло-
жением тел в начале и конце пере-
мещения, т.е. определяется конфигу-

 
 

Рис. 3.4 
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рацией системы тел взаимодействия. Необходимым и достаточным 
условием консервативности сил является равенство нулю работы на 
любой замкнутой траектории. Кроме силы тяжести к консервативным 
силам относятся: силы электростатического взаимодействия Кулона, 
силы упругости. Неконсервативной силой является сила трения, сила 
вязкого сопротивления и др. 

Система взаимодействующих тел, между которыми действуют 
консервативные силы, может совершать механическую работу по пе-
ремещению тел. Однако при этом изменяется положение тел, т.е. их 
конфигурация. Наступает такое состояние, что дальше механическая 
работа совершаться не может. Следовательно, система тел, в которой 
действуют консервативные силы, обладает способностью совершать 
работу, т.е. данная система обладает запасом некоторой энергии, кото-
рая называется потенциальной энергией. Потенциальная энергия сис-
темы обусловлена только консервативными силами. Она зависит толь-
ко от взаимного расположения частей системы, а также от их положе-
ния по отношению к внешним телам. Принято говорить, что работа 

21−A  консервативных сил равна уменьшению потенциальной энергии 

W  системы в этом процессе 

( ) WWWWWA ∆−=−−=−=− 122121 ,                        (3.3.9) 

где 12 WWW −=∆  – изменение потенциальной энергии. Сравнивая 

полученное выражение с формулой (3.3.4), найдём известное значение 
потенциальной энергии тела в поле тяжести Земли 

mghW = .                                     (3.3.10) 

При этом считается, что потенциальная энергия тела на поверх-
ности Земли ( )0=h  принимается за 00 =W . 

Найдём потенциальную энергию упругодеформированного тела. 
Сила упругости пропорциональна величине деформации x , т.е. 

kxF −=упр , где k  – коэффициент упругости и жёсткости, а знак «ми-

нус» показывает, что сила упругости направлена в сторону, противо-
положную деформации: упругодеформированное тело стремится вос-
становить свою первоначальную форму, т.е. 0=x . Элементарная ра-
бота силы упругости равна 

kxdxdxFA −==δ упр . 

Работа, совершаемая силой упругости по переводу тела из дефор-
мированного состояния в недеформированное, равна 
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2

20
kx

kxdxA
x

=−= ∫ .                                 (3.3.11) 

Принимая потенциальную энергию тела в недеформированном 
состоянии при 0=x , равной нулю, найдём потенциальную энергию 
деформированного тела 

2

2kx
W = .                                       (3.3.12) 

Подсчитаем потенциальную энергию гравитационного взаимо-
действия двух тел. Для этого найдём работу, которую совершают силы 
гравитации по перемещению тела массой m  из бесконечности в точку, 
находящуюся на расстоянии r  от центра Земли. Сила гравитационного 
притяжения равна 

2r

Mm
GF = , 

где M  – масса Земли. Считая, что направление действия силы F  сов-
падает с элементарным перемещением rd , имеем 

dr
r

Mm
GFdrA

2
==δ . 

Интегрируя это выражение, найдём значение потенциальной 
энергии гравитационного взаимодействия 

r

Mm
G

r

dr
GMmWA

r

−=== ∫
∞

2
.                         (3.3.13) 

При этом считается, что потенциальная энергия тел, находящихся 
на бесконечно большом расстоянии, равна нулю. 

 
3.4. КОСМИЧЕСКИЕ СКОРОСТИ 

 

Под первой космической скоростью понимается скорость, кото-
рую необходимо сообщить любому телу, чтобы оно вращалось в виде 
спутника вблизи поверхности Земли. Если R  – радиус Земли, h  – вы-
сота спутника над поверхностью, то радиус орбиты спутника равен 

hRr += .                                        (3.4.1) 

По закону всемирного тяготения на спутник действует сила при-
тяжения 

2r

Mm
GF = ,                                       (3.4.2) 
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где M  – масса Земли; m  – масса космического корабля. Сила грави-
тационного притяжения выполняет роль центростремительной силы и 

по второму закону Ньютона сообщает кораблю ускорение 
r

a
2v= , т.е. 

r
mF

2v= .                                       (3.4.3) 

Приравнивая правые части последних двух выражений, найдем 
скорость спутника на круговой орбите любого радиуса 

r

M
G=v ,                                         (3.4.4) 

или 

( )hR

M
G

+
=v .                                     (3.4.5) 

Во-первых, скорость спутника не зависит от его массы, во-
вторых, с увеличением радиуса r  орбиты или высоты h  скорость 
уменьшается, а период T  обращения увеличивается. Для периода об-

ращения спутника можно получить значение 
v

2 r
T

π= . При учёте фор-

мулы (3.4.4) найдём 

GM

rr
T

π= 2
.                                      (3.4.6) 

При достаточно большом радиусе орбиты 00040≈r  км период 
обращения спутника равен периоду обращения Земли. В этом случае 
спутник как бы «висит» над определённой точкой поверхности Земли. 
Такие спутники используют в качестве ретрансляторов сигналов при 
радиосвязи и т.д. Величину первой космической скорости можно по-
лучить, если в формуле (3.4.5) положить 0→h , т.е. считать, что ради-
ус орбиты близок к радиусу Земли 

R

M
G=1v ,                                        (3.4.7) 

или 

gRR
R

M
G ==

21v ,                              (3.4.8) 

где g
R

M
G =

2
 – ускорение свободного падения на поверхности Земли. 

Считая 8,9=g  м/с2, 6104,6 ⋅=R  м, по формуле (3.4.8) найдём 

9,7v1 = км/с. 
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Под второй космической скоростью понимается скорость, кото-
рую необходимо сообщить любому телу, чтобы оно не вернулось об-
ратно на Землю. С одной стороны, внешние силы должны совершить 
работу, которая равна потенциальной энергии взаимодействия данного 
тела массой m  с массой Земли M , т.е. WA −= . Согласно формуле 
(3.3.13), имеем 

R

Mm
GA = ,                                          (3.4.9) 

где R  – радиус Земли. С другой стороны, эта работа должна пойти на 
увеличение кинетической энергии тела 

2

v2
2m

A = .                                        (3.4.10) 

Приравнивая правые части последних выражений, найдём вто-
рую космическую скорость 

gRR
R

M
G

R

M
G 222v

22 === .                   (3.4.11) 

Сравнивая это выражение с формулой (3.4.8), найдём 

12 v2v = ,                                         (3.4.12) 

т.е. вторая космическая скорость больше первой в 2  раз и равна 
2,11v2 =  км/с. Вторая космическая скорость позволяет путешество-

вать внутри Солнечной системы. 
Под третьей космической скоростью понимают скорость, кото-

рую необходимо сообщить любому телу, чтобы оно покинуло Солнеч-
ную систему. Величина этой скорости зависит, в какой момент и с ка-
кой точки поверхности земли осуществляется старт ракеты. Мини-
мальное значение третьей космической скорости равно 16v3 ≈  км/с. 

Эта скорость позволяет осуществить межзвездное путешествие. 
 

3.5. ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ 
 

Пусть имеется система материальных точек массами im  

( )ni ...,,3,2,1= , которые движутся со скоростями nv...,,v,v,v 321 . 

Допустим, что между точками действуют внутренние консервативные 

силы ikF  взаимодействия (см. разд. 2.9). На основании второго закона 

Ньютона для i материальной точки имеем 

imiii
i

i FFFF
dt

d
m ++++= ...

v
321 .                          (3.5.1) 
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Умножим скалярно данное выражение на элементарное переме-

щение ird  и учтём, что i
i

dt

rd
v=  

iimiiiiiiiii rdFrdFrdFrdFdm ++++= ...vv 321 . 

Такие выражения можно записать для всех точек системы, а затем 
их сложить 

( )∑∑
==

++++=
n

i
iimiiiiii

n

i
iii rdFrdFrdFrdFdm

1
321

1

...vv .             (3.5.2) 

Учитывая, что iiiiii dEmddm =






= 2v
2

1
vv  – дифференциал кине-

тической энергии i  точки; iiimiiiiii ArdFrdFrdFrdF δ=++++ ...321  – 

элементарная работа консервативных сил над i материальной точкой, 
получим 

∑∑
==

δ=
n

i
i

n

i
i AdE

11

 или 0=δ− AdE ,                       (3.5.3) 

где ∑∑
==

==
n

i
ii

n

i
i mEE

1

2

1

v
2

1
 – кинетическая энергия всей системы мате-

риальных точек; ∑
=

=
n

i
iAA

1

 – работа, совершаемая консервативными 

силами по перемещению материальных точек системы. Так как работа 
консервативных сил может совершаться только за счёт убыли потен-
циальной энергии системы, т.е. dWA −=δ , то выражение (3.5.3) при-
нимает вид 

0=+ dWdE  или ( ) 0=+ WEd .                        (3.5.4) 

Откуда следует закон сохранения энергии 

const=+ WE .                                   (3.5.5) 

Сумму кинетической и потенциальной энергии часто называют 
полной энергией в нерелятивистской механике. Следовательно, полная 
энергия механической системы, в которой действуют консерватив-
ные силы, с течением времени не изменяется, т.е. она остаётся по-
стоянной величиной. При этом механическая система должна быть 
изолированной, т.е. она не должна обмениваться энергией с окружаю-
щими внешними телами. 

Таким образом, в изолированной системе энергия может перехо-
дить из одних видов в другие, и предаваться от одного тела к другому, 
но её общее количество остаётся неизменным. 
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Если в изолированной системе кроме консервативных внутренних 
сил действуют внешние неконсервативные силы, то изменение кине-
тической энергии системы происходит за счёт работы тех и других. 
Выражение (3.5.3) в этом случае принимает вид 

трAAdE δ+δ= , 

где трAδ  – работа неконсервативных сил, например, сил трения. Так 

как работа консервативных сил совершается за счёт убыли потенци-
альной энергии системы, т.е. dWA −=δ , то найдём 

трAdWdE δ=+  или ( ) трAWEd δ=+ . 

Учитывая, что rdFA тртр =δ  – элементарная работа сил трения, 

получим 
( ) rdFWEd тр=+ , 

разделим на dt , получим 

( ) vтрFWE
dt

d =+ . 

Так как угол между вектором трF  и вектором скорости v  больше 

90°, то 

( ) 0<+ WE
dt

d
.                                    (3.5.6) 

Следовательно, действие неконсервативных сил приводит к тому, 
что полная энергия изолированной системы с течением времени 
уменьшается, т.е. происходит её рассеяние или диссипация. 

 
 

3.6. АБСОЛЮТНО НЕУПРУГИЙ УДАР 
 
При абсолютно неупругом ударе происходит такое взаимодейст-

вие двух тел, когда они объединяются в одно тело и движутся после 
удара с одинаковой скоростью. Примером такого взаимодействия яв-
ляются столкновения шаров, выполненных из мягкой глины или пла-
стилина. Пусть два абсолютно неупругих шара массами 1m  и 2m  до 

удара движутся поступательно со скоростями 1v  и 2v , направленны-

ми в одну и ту же сторону вдоль линии их центров, причём 21 vv >   

(рис. 3.5). Необходимо найти скорость v  шаров после соударения. Для 
абсолютно неупругого удара при малых скоростях выполняется закон 
сохранения импульса 

( )vvv 212211 mmmm +=+ .                           (3.6.1) 
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При центральном ударе 
векторы v,v,v 21  направлены 

вдоль одной прямой. Поэтому 
в уравнении (3.6.1) можно 
перейти от векторов к их чис-
ленным значениям. При этом 

считается, если вектор скорости совпадает с выбранной осью x , то 
скорость положительная, в противном случае –  отрицательная 

( )vvv 212211 mmmm +=+ .                              (3.6.2) 

Откуда найдём скорость после взаимодействия 

21

2211 vv
v

mm

mm

+
+= .                                     (3.6.3) 

Если 21 mm = , то  

2

vv
v 21 += .                                          (3.6.4) 

В случае движения шаров навстречу друг другу, закон сохранения 
импульса имеет вид 

( )vvv 212211 mmmm +=− ,                                (3.6.5) 

откуда найдём 

21

2211 vv
v

mm

mm

+
−= .                                       (3.6.6) 

Если 21 mm =  и 21 vv = , то получим 0v = , т.е. после удара шары 

останавливаются. 
Очевидно, что при абсолютно неупругом ударе происходят потери 

механической энергии. Кинетическая энергия шаров до удара равна 

2
22

2
111 v

2

1
v

2

1
mmEk += .                                 (3.6.7) 

Кинетическая энергия тел после удара равна 

( ) 2
212 v

2

1
mmEk += . 

Или при учёте формулы (3.6.3) найдём 

( )
21

2
2211

2
vv

2

1

mm

mm
Ek +

+= .                                 (3.6.8) 

Найдём потери энергии при абсолютно неупругом ударе 

( )
21

2
22112

22
2
1121

vv

2

1
v

2

1
v

2

1

mm

mm
mmEEE kkk +

+−+=−=∆ . 

 
 

Рис. 3.5 
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Раскрыв скобки и приводя подобные члены, получим 

( )2
221

2
1

21

21 vvv2v
2

1 +−








+
=∆

mm

mm
Ek  

или                             ( )221
21

21 vv
2

1 −








+
=∆

mm

mm
Ek .                          (3.6.9) 

Считая, что µ=
+ 21

21

mm

mm
 – приведённая масса, а ( )221 vv −  – 

квадрат относительной скорости тел до удара, окончательно получим 

( )221 vv
2

1 −µ=∆ kE ,                               (3.6.10) 

т.е. потери механической энергии при абсолютно неупругом ударе 
равны половине произведения приведённой массы на квадрат относи-
тельной скорости тел до удара. 

Таким образом, при неупругом ударе полная механическая энер-
гия системы уменьшается, т.е. часть её рассеивается. Объясняется это 
тем, что при абсолютно неупругом ударе происходит деформация со-
ударяющихся тел. Эта деформация сохраняется и после удара тел, по-
этому она называется остаточной деформацией. На деформацию тел 
затрачивается работа, которая в точности равна убыли механической 
энергии системы. 

Неупругий удар применяется для целей двоякого рода. Во-
первых, для изменения формы тел (ковка, штамповка металла и т.п.).  
В этом случае важно, чтобы большая часть кинетической энергии пер-
вого тела затрачивалась на деформацию тел. Для этого необходимо, 
чтобы масса неподвижного тела (например, наковальни вместе с кус-
ком металла) была во много раз больше массы ударяющегося тела (на-
пример, молота). 

Вторая цель состоит в возможно большем перемещении тел после 
удара и преодолении при этом сопротивлений (забивка свай в землю, 
вбивание клиньев, гвоздей и т.п.). В этом случае выгодно, чтобы рабо-
та, затрачиваемая на деформацию, была как можно меньше, и чтобы 
общая кинетическая энергия обоих тел после удара была наибольшей. 
Для этого необходимо, чтобы масса ударяющегося тела (молота, ко-
провой бабы) была во много раз больше массы второго тела (гвоздя, 
сваи и т.д.). 

Рассмотрим два частных случая. 
1. Пусть два тела одинаковой массы mmm == 21  движутся с 

одинаковой скоростью навстречу друг другу 01 vv = , 02 vv −= . Кине-

тическая энергия тел до неупругого удара равна 
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2
0

2
0

2
01 vv

2

1
v

2

1
mmmEk =+= .                         (3.6.11) 

Так как относительная скорость тел до удара равна 
( ) 021 v2vv =− , то потери кинетической энергии, согласно формуле 
(3.6.9), равны 

2
0

2
0 vv2

2

1
m

mm

mm
Ek =















+
=∆ .                        (3.6.12) 

Сравнивая полученные формулы, можно сделать вывод: вся пер-
воначальная кинетическая энергия идёт на деформацию тел, т.е. на их 
разрушение. 

2. Пусть тела имеют одинаковую массу mmm == 21 , первое тело 

имело скорость 01 vv = , а второе перед ударом покоилось 0v2 = . Ки-
нетическая энергия тел до удара 

2
01 v

2

1
mEk = .                                   (3.6.13) 

Потери энергии при ударе 

2
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2
0 v
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1
v

2

1
m

mm

mm
Ek =















+
=∆  или 12

1
kk EE =∆ .          (3.6.14) 

На разрушение идёт половина первоначальной кинетической 
энергии. 

 

3.7. АБСОЛЮТНО УПРУГИЙ УДАР 
 

При абсолютно упругом ударе считается, что в телах после 
взаимодействия не возникает остаточных деформаций и разрушений. 
Кинетическая энергия частиц до удара полностью превращается в 
кинетическую энергию после удара. С известной степенью приближе-
ния можно считать, что так взаимодействуют бильярдные или сталь-
ные шары. 

Пусть два абсолютно упругих шара с массами 1m  и 2m  до удара 

(рис. 3.6, а) движутся поступательно со скоростями 1v  и 2v , направ-

ленными вдоль x  линии, совпадающей с их центрами, причём 21 vv > . 

Требуется найти скорости шаров 1v′  и 2v′  после соударения (рис. 3.6, б). 
 

 
 

а)                                                             б) 
 

Рис. 3.6 
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При абсолютно упругом ударе будет выполняться закон сохране-
ния импульса 

22112211 vvvv ′+′=+ mmmm                               (3.7.1) 

и закон сохранения энергии 

2

v

2

v

2

v

2

v 2
22

2
11

2
22

2
11 ′

+
′

=+ mmmm
.                         (3.7.2) 

Решая совместно эти уравнения, можно найти неизвестные скоро-
сти 1v′  и 2v′ . Для этого перепишем полученные уравнения в виде 

( ) ( )111222 vvvv −′=′− mm ;                                   (3.7.3) 

( ) ( )2
1

2
11

2
2

2
22 vvvv −′=′− mm .                                 (3.7.4) 

Осуществим почленное деление выражения (3.7.4) на (3.7.3) 

11

2
1

2
1

22

2
2

2
2

vv

vv

vv

vv

−′
−′

=
′−
′−

 или 1122 vvvv +′=′+ . 

Умножим полученное соотношение на 2m  

( ) ( )112222 vvvv +′=′+ mm .                                (3.7.5) 

Осуществив почленное сложение уравнений (3.7.3) и (3.7.5), по-
сле приведения подобных членов найдём 

( )
21

12122
1

vv2
v

mm

mmm

+
−+=′ .                                 (3.7.6) 

Аналогично находим скорость второго тела после абсолютно  
упругого удара 

( )
21

21211
2

vv2
v

mm

mmm

+
−+=′ .                              (3.7.7) 

Рассмотрим несколько частных случаев. 
1. Пусть шары равной массы mmm == 21  движутся навстречу 

друг другу (рис. 3.7, а) с разными скоростями. На основе формул 
(3.7.6) и (3.7.7) найдём 

21 vv =′ ;                                            (3.7.8) 

12 vv =′ ,                                            (3.7.9) 

т.е. происходит обмен импульсами и шары разлетаются с разными 
скоростями. Если до удара 21 vv > , то после удара 12 vv ′>′ . Если 

21 vv =  получим 12 vv ′=′ . 

2. Пусть первый шар при абсолютно упругом ударе движется со 
скоростью 1v , а второй шар покоится при 0v2 = . Формулы скоростей 

шаров после удара имеют вид 
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а) б) 
 

Рис. 3.7 
 

( )
21

121
1

v
v

mm

mm

+
−=′ ;                                      (3.7.10) 

21

11
2

v2
v

mm

m

+
=′ .                                          (3.7.11) 

Рассмотрим специальные случаи. 
а) Пусть масса 1m  первого шара больше, чем масса второго 

21 mm > . Скорость первого шара до удара 1v , а скорость второго 

0v2 =   (рис. 3.8, а).  

 

  
а) б) 

 

Рис. 3.8 
 
Согласно полученным формулам (3.7.10) и (3.7.11), скорость 1v′  пер-

вого шара будет больше нуля, и первый шар будет двигаться после удара 
в том же направлении, но с меньшей скоростью 11 vv <′  (рис. 3.8, б). Вто-

рой шар приобретёт положительную скорость 2v′  и будет двигаться в 

том же направлении. 
б) Пусть 21 mm < . До удара первый шар движется со скоростью 

1v , а второй покоится 0v2 =  (рис. 3.9, а). Согласно формуле (3.7.10) 

первый шар после удара будет иметь скорость 0v1 <′ , т.е. его направ-

ление движения изменится на противоположное; 2v′  также не равна 

нулю, но она положительна (рис. 3.9, б). 
 

  
 

Рис. 3.9 
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в) Пусть массы абсолютно ударяющихся шаров одинаковы 
mmm == 21 . До удара первый шар имеет скорость 1v , а скорость вто-

рого шара v2 = 0 (рис. 3.10, а). 
 

а)     
 

б)     

Рис. 3.10 
 
 

На основании формул (3.7.10) и (3.7.11) найдём скорости тел по-
сле удара 01 =′V , 12 VV =′ , т.е при абсолютном ударе импульс полно-

стью передаётся от первого шара ко второму. При этом первый шар 
останавливается. 

г) Пусть имеются три шара одинаковой массы 321 mmm == . До аб-

солютно упругого удара первый шар имеет скорость v1, а два других по-
коятся (рис. 3.11, а). Первый шар при ударе передаёт свой импульс второ-
му шару, а сам останавливается. Второй шар передаёт свой импульс 
третьему шару, а сам останавливается. В результате, после удара третий 
шар имеет скорость v1, а два первых шара находятся в покое (рис. 3.11, б). 
Аналогичная ситуация складывается, когда число шаров более трёх. 

 

а)     
 

б)    

Рис. 3.11 
 
Абсолютно упругих тел не бывает. При ударе тел, выполненных из 

любого твёрдого материала, происходят частичные потери энергии. Ко-
эффициентом восстановления по энергии называется отношение кине-
тической энергии тел после удара к кинетической энергии до удара 

21

21

EE

EE

+
′+′

=ε .                                        (3.7.12) 

Коэффициентом восстановления по скорости называется отно-
шение относительной скорости сближения тел после удара к относи-
тельной скорости до удара 

21

21

vv

vv

−
′−′

=k .                                      (3.7.13) 

Так, например, при соударении тел из дерева 5,0=k , из слоновой 

кости 89,0=k , из стекла 94,0=k . В предельных случаях для абсо-

лютно неупругого удара 0=k , а для абсолютно упругого – 1=k . 
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4. ДИНАМИКА ВРАЩАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ  
ТВЁРДОГО ТЕЛА 

 

 
4.1. МОМЕНТ СИЛЫ 

 
Сила может не только сооб-

щать поступательное движение 
различным телам, но и оказывать 
на них вращательное действие. 
Мерой вращательного действия 
силы является момент силы. Под 
моментом силы относительно точ-
ки или центра O понимается век-
торное произведение радиуса – 
вектора r  точки К приложения 
силы на вектор F  (рис. 4.1) 

[ ]FrM ×= .              (4.1.1) 

Момент силы – векторная величина. Вектор M  направлен пер-
пендикулярно плоскости, в которой лежат векторы r  и F , причём 

если смотреть в конец вектора M , то кратчайший поворот вектора r  
к вектору F  виден происходящим против часовой стрелки. Другими 

словами, векторы r , F  и M  образуют правую тройку векторов. Чис-
ленное значение вектора момента силы относительно точки О, соглас-
но правилу векторного произведения, равно 

α= sinFrM ,                                       (4.1.2) 

где α  – угол между векторами r  и F . Восстановим перпендикуляр 
из точки О к линии АВ действия силы. (рис. 4.1). Кратчайшее расстоя-
ние h = OD от точки О до линии действия силы называется плечом си-
лы. Из ∆ ОКD найдём 

hr =αsin .                                          (4.1.3) 
Учитывая это выражение, из формулы (4.1.2) следует, что модуль 

момента силы относительно точки О равен произведению модуля 
силы на плечо 

FhM = .                                           (4.1.4) 
Обозначив через xM , yM  и zM  проекции вектора момента силы  

M  относительно точки О на координатные оси, можно записать 

kMjMiMM zyx ++= , 

 
 

Рис. 4.1 
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где kji ,,  – единичные векторы по 

соответствующим осям координат. 
Величины проекций xM , yM , zM  

характеризуют также моменты силы 
относительно соответствующих 
осей координат. Так, например, zM  

определяет момент силы относи-
тельно оси z. Для его определения 
находят проекцию силы F  на плос-
кость xOy, которая перпендикулярна 
оси z и обозначают её xyF  (рис. 4.2). 

Находят кратчайшее расстояние h от оси z до линии действия силы 

xyF , т.е. плечо силы. Момент силы  F  относительно оси z равен 

hFM xyz ±= .                                      (4.1.5) 

Если наблюдатель видит со стороны положительного направле-
ния оси z, что сила xyF  стремится повернуть тело вокруг оси z против 

хода часовой стрелки, то берётся знак «плюс», а в противном случае – 
знак «минус». 

 
4.2. МОМЕНТ ИМПУЛЬСА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 

 

Импульс vmp =  – динамическая характеристика материальной 

точки при её поступательном движении. Пусть материальная точка 
массой m движется по криволинейной траектории. Положение движу-
щейся точки определяется радиус-вектором r . Вектором момента 

импульса L  материальной точки m относительно центра О называ-
ется векторное произведение радиус-вектора r  точки на импульс p  

[ ]prL ×= ;                                            (4.2.1) 

или                                         [ ]vmrL ×= .                                         (4.2.2) 

Три вектора ,r  p  и L  образуют правую тройку векторов (рис. 4.3). 

Численное значение момента импульса относительно точки О  равно 
α=α= sinvsin rmprL ,                              (4.2.3) 

где α  – угол между векторами p  и r  или между векторами v  и r . 

Проекции xL , yL  и zL  вектора L  на координатные оси принято 

называть моментом импульса относительно координатных осей. На-
пример, zL  определяет момент импульса относительно оси z.  
 

 
 

Рис. 4.2 
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Рис. 4.3 

 
При движении материальной точки m по окружности радиуса r момент 
импульса относительно начала координат равен 

rmL v= ,                                          (4.2.4) 

так как угол α  между векторами v  и r  в этом частном случае ра- 
вен 90°. 
 

4.3. ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ МОМЕНТА  
ИМПУЛЬСА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 

 

Пусть материальная точка массой m движется произвольно под 
действием силы F . По второму закону Ньютона имеем 

( ) Fm
dt

d =v ,                                    (4.3.1) 

где v – мгновенная скорость точки. Умножим обе части данного вы-
ражения векторно на радиус-вектор r  точки 

( ) [ ]Frm
dt

d
r ×=







 × v .                               (4.3.2) 

Найдём производную по времени от момента импульса относи-
тельно точки 

[ ] ( )






 ×+






 ×=× vvv m
dt

d
rm

dt

rd
mr

dt

d
.                 (4.3.3) 

Так как v=
dt

rd
 – скорость точки, то первое слагаемое в выраже-

нии (4.3.3) равно нулю, так как [ ] [ ] 0vvvv =×=× mm . 
Следовательно, выражение (4.3.3) можно записать в виде 
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( ) [ ]
dt

Ld
mr

dt

d
m

dt

d
r =×=







 × vv .                         (4.3.4) 

Очевидно, что 
[ ] MFr =× ,                                     (4.3.5) 

момент силы относительно неподвижной точки вращения. Таким об-
разом, уравнение (4.3.2) принимает вид 

M
dt

Ld = .                                        (4.3.6) 

Этот результат называется теоремой об изменении момента им-
пульса материальной точки или основным  законом динамики враща-
тельного движения точки: скорость изменения момента импульса 
материальной точки, вращающейся относительно неподвижного  
центра, равна моменту силы, действующей на ту же точку, относи-
тельно того же неподвижного центра. Другими словами, действие 
вращательного момента силы приводит к изменению момента импуль-
са. Для конечного элементарного промежутка времени можно записать 

tML ∆=∆ .                                       (4.3.7) 
Если момент сил, действующих на материальную точку, равен 

нулю, 0=M , то согласно формуле (4.3.6), получим закон сохранения 
импульса для материальной точки 

0=
dt

Ld
 или [ ] constv =×= mrL .                     (4.3.8) 

Если момент сил, действующих на материальную точку отно-
сительно некоторого центра, равен нулю, то момент импульса мате-

риальной точки относительно то-
го же центра сохраняется по ве-
личине и направлению. 

Приведём следующий пример. 
Любая планета вращается вокруг 
Солнца по эллиптической орбите. 
При этом Солнце находится в од-
ном из фокусов эллипса (рис. 4.4). 
В точках максимального А и мини-

мального В удаления планеты от Солнца моменты сил, действующих 
на планеты, относительно Солнца равны нулю. Следовательно, для 
точек А и В выполняется закон сохранения импульса 

2211 vv rmrm =  или 2211 vv rr = , 

т.е. мгновенная скорость движения планет обратно пропорциональна 
расстоянию до Солнца, что подтверждается астрономическими наблю-
дениями. 

 

 
 

Рис. 4.4 
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4.4. ТЕОРЕМА ОБ ИЗМЕНЕНИИ МОМЕНТА  
ИМПУЛЬСА ТВЁРДОГО ТЕЛА 

 
Рассмотрим закономерность движения твёрдого тела, закреплённо-

го в одной неподвижной точке О, вокруг которой тело может свободно 
вращаться. Совместим с этой точкой начало неподвижной системы ко-
ординат. Точка О называется центром вращения. Положение в про-
странстве любой i-й точки тела с элементарной массой im  определяется 

радиус-вектором ir  проведённым из центра О в эту точку. Каждая i-я 

материальная точка имеет момент импульса относительно центра 

[ ]iiii mrL v×= .                                       (4.4.1) 

Векторная сумма моментов импульсов iL  всех материальных то-

чек тела относительно некоторого центра называется главным момен-
том  импульса тела относительно того же центра 

[ ]∑∑
==

×==
n

i
iii

n

i
iO mrLL

11

v .                            (4.4.2) 

Обозначим через iF  равнодействующую всех внешних сил, дей-

ствующих на i-ю точку, и через ikF  силу, действующую на i-ю точку 

со стороны к-й точки тела. Момент iM  внешней силы, действующей 

на i-ю материальную точку относительно центра О, равен 

[ ]iii FrM ×= .                                         (4.4.3) 

Векторная сумма моментов iM  всех внешних сил, приложенных 

к телу, относительно некоторого центра называется результирующим 
или главным моментом внешних сил относительно того же центра 

[ ]∑∑
==

×==
n

i
ii

n

i
iO FrMM

11

.                              (4.4.4) 

Векторная сумма моментов относительно точки О всех внутренних 

сил ikF  взаимодействия между точками тела равна нулю (см. разд. 2.9) 
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ikiik FrM .                          (4.4.5) 

Согласно теореме об изменении момента импульса (4.3.6), для 
каждой материальной точки твёрдого тела можно записать 
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iki
i MM

dt

Ld
+= . 

Осуществляя суммирование по всем точкам твёрдого тела, полу-
чим 
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i MML

dt

d

111

.                             (4.4.6) 

Учитывая выражение (4.4.2), (4.4.4) и (4.4.5), получим теорему об 
изменении момента импульса твёрдого тела, закреплённого в одной 
неподвижной точке 

O
O M

dt

Ld
= .                                        (4.4.7) 

Таким образом, скорость изменения главного момента импульса 
тела, вращающегося вокруг неподвижной точки, равна результирую-
щему моменту относительно этой точки всех внешних сил, прило-
женных к телу. Этот вывод составляет основной закон динамики 
вращательного движения твёрдого тела, закреплённого в одной не-
подвижной точке. Для конечного промежутка времени ∆t можно за-
писать 

tML OO ∆=∆ ,                                       (4.4.8) 

т.е. действие момента внешних сил относительно некоторого центра 
приводит к изменению момента импульса твёрдого тела, вычисленно-
го относительно того же центра. Если момент внешних сил 0=OM , то 

из формулы (4.4.7) получим 

0=
dt

Ld O   или  [ ] constv
1

=×=∑
=

n

i
iiiO mrL .                 (4.4.9) 

Это соотношение принято называть Законом сохранения момента 
импульса твёрдого тела относительно неподвижной точки: момент 
импульса твёрдого тела, вычисленный относительно некоторого не-
подвижного центра, остаётся постоянным по величине и направле-
нию в мировом пространстве, если  результирующий момент всех 
внешних сил, приложенных к телу относительно того же  центра, 
равен нулю. Простейшим примером этого закона является сохранение в 
пространстве направление оси вращения юлы. Вектор момента им-
пульса OL  при этом совпадает с осью её вращения. Однако трение в 

единственной точке опоры юлы приводит к изменению вектора OL  

момента импульса, и при малых скоростях вращения юла падает. Про-
явлением данного закона (4.4.9) является сохранение в пространстве 
направления оси вращения Земли при её суточном движении. 
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В справедливости закона 
сохранения момента импульса 
можно убедиться на опыте с 
гироскопом, имеющим три 
степени свободы. Гироскопом 
называется однородное сим-
метричное тело, быстро вра-
щающееся вокруг его оси 
симметрии. Гироскоп облада-
ет тремя степенями свободы, 
если он укреплён в подставке 
так, что его центр инерции G 
неподвижен, а сам гироскоп 
может свободно вращаться 
вокруг любой оси, проходя-
щей через точку G. Обычно 
это осуществляется путём 

подвеса гироскопа с помощью двух кольцевых обойм, входящих одна 
в другую (рис. 4.5). Гироскоп свободно вращается во внутренней 
обойме А вокруг оси 21AA . Внутренняя обойма сама свободно враща-

ется во внешней обойме В вокруг оси 21BB , перпендикулярной к 

21AA . Наконец, внешняя обойма свободно вращается в обойме D во-

круг оси 21DD , перпендикулярной и к 21AA  и к 21BB . Все три оси 

пересекаются в центре инерции G гироскопа. 
Если отвлечься от влияния трения, то момент относительно непод-

вижной точки G всех внешних сил, прикладываемых к гироскопу через 
стойку D, равен нулю. Момент силы тяжести самого гироскопа также 
равен нулю, так как точка G – его центр инерции. Поэтому при любых 
воздействиях на стойку D вращающийся гироскоп сохраняет неизмен-

ным направление вектора L  момента импульса относительно точки G. 

Вектор L  направлен вдоль оси 21AA  вращения гироскопа. Поэтому при 

любых поворотах стойки D направление оси 21AA  гироскопа по отно-

шению к неподвижным окружающим телам не изменяется. 
Гироскопы нашли большое техническое применение: автономные  

системы наведения ракет и морских торпед; автопилот в авиации; ги-
рокомпас и т.д. 

Учитывая, что векторы OL  и OM  можно выразить через их про-

екции на оси координат: 

kLjLiLL zyxO ++= ,                             (4.4.10) 

 
 

Рис. 4.5 
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kMjMiMM zyxO ++= ,                            (4.4.11) 

векторное соотношение (4.4.7) эквивалентно трем скалярным уравне-
ниям 

x
x M

dt

dL = ;                                      (4.4.12) 

y
y M

dt

dL
= ;                                      (4.4.13) 

z
z M

dt

dL = .                                       (4.4.14) 

Полученные уравнения (4.4.12) – (4.4.14) выражают основной закон 
динамики для твёрдого тела, вращающегося вокруг неподвижной оси: 
скорость изменения момента импульса тела относительно неподвиж-
ной оси вращения равна результирующему моменту относительно 
этой же оси всех внешних сил, действующих на тело (см. разд. 4.8). 

Для конечного промежутка времени имеем 
tML zz ∆=∆ ,                                         (4.4.15) 

т.е. момент силы zM , приложенный к твёрдому телу относительно оси 

вращения z, приводит к изменению момента импульса zL∆  этого тела, 

вычисляемого относительно той же оси. Следовательно, момент им-
пульса zL  является основной динамической характеристикой при 

вращении тела вокруг неподвижной оси. 
 

4.5. МОМЕНТ ИМПУЛЬСА ТЕЛА ОТНОСИТЕЛЬНО ОСИ. 
МОМЕНТ ИНЕРЦИИ 

 
Учитывая, что вращение твёрдого 

тела широко используется в различных 
технических механизмах, рассмотрим 
вопрос о вычислении момента импульса 

zL  твёрдого тела, имеющего неподвиж-

ную ось z вращения (рис. 4.6). Разобьём 
твёрдое тело на элементарные участки 
массой im . При вращении твёрдого тела 

относительно оси z, каждая элементар-
ная точка i описывает окружность, 
плоскость которой расположена пер-
пендикулярно оси z вращения. Обозна-
чим радиус i-й окружности через ih , а 

 
 

Рис. 4.6 
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её скорость через iv . Согласно определению (4.2.4) момент импульса 

i-й материальной точки относительно оси вращения z равен 

iiii hVmL = .                                      (4.5.1) 

Так как угловая скорость ω  вращения твёрдого тела  одинакова 
для всех точек тела, то ii hω=v . Выражение (4.5.1) принимает вид 

2
iii hmL ω= .                                       (4.5.2) 

Осуществляя суммирование моментов iL  импульсов всех эле-

ментарных точек, найдём главный момент импульса  твёрдого тела 
относительно оси z 

∑∑
==

ω==
n

i
ii

n

i
iz hmLL

1

2

1

.                             (4.5.3) 

Произведение массы материальной точки на квадрат её рас-
стояния до оси вращения называется моментом инерции точки отно-
сительно данной оси, т.е. 

2
iiiz hmI = .                                         (4.5.4) 

Сумма моментов инерции материальных точек относительно 
некоторой оси вращения называется моментом инерции данного тела 
относительно рассматриваемой оси 

∑
=

=
n

i
iiz hmI

1

2 .                                      (4.5.5) 

По-другому можно сказать, что сумма произведений всех масс 
материальных точек на квадрат их расстояний до оси вращения на-
зывается моментом инерции твёрдого тела относительно данной 
оси. Момент инерции тела зависит не только от массы, но и от того, 
как эта масса распределяется по отношению к оси вращения, а также 
от положения оси по отношению к данному телу. Следовательно, мо-
мент инерции зависит от формы тела и от положения оси вращения. 
Момент инерции является мерой инертности тела при его вращении 
(см. разд. 4.6) и является важной динамической характеристикой. Учи-
тывая выражение (4.5.5). уравнение (4.5.3) принимает вид 

zz IL ω= .                                           (4.5.6) 

т.е. момент импульса твёрдого тела относительно некоторой оси z 
равен произведению угловой скорости вращения тела на момент 
инерции тела, вычисленного относительно той же оси. Следователь-
но, расчёт моментов импульсов тел сводится к вычислению моментов 
инерции этих тел по отношению к рассматриваемым осям вращения. 
Рассмотрим несколько примеров вычисления моментов инерции раз-
личных тел. 
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1. Тонкостенный цилиндр или кольцо. Пусть ось z вращения сов-
падает с осью симметрии цилиндра (рис. 4.7). Другими словами, ось 
вращения проходит через центр масс C цилиндра или кольца. Будем 
считать, что толщина стенок цилиндра значительно меньше его радиу-

са R. Разобьём тонкостенный цилиндр на эле-
ментарные массы im∆ . Согласно определе-

нию, момент инерции тонкостенного цилинд-
ра по отношению к оси z будет равен 
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∆=∆==
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izC mRRmII

1

2

1

2

1
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Учитывая, что mm
n

i
i =∆∑

=1

 – масса рас-

сматриваемого кольца, получим 
2mRI zC = .                   (4.5.7) 

Данный результат очевиден, так как радиус R вращения одинаков 
для всех элементарных масс. 

2. Диск или цилиндр. Пусть ось вра-
щения z проходит через центр масс С пер-
пендикулярно к плоскости диска (рис. 4.8). 
Обозначим через m массу диска, а через  
R – его радиус. Разобьём диск на элемен-
тарные тонкостенные цилиндры массой 
dm. Момент инерции тонкостенного ци-
линдра относительно оси z равен 

dmrdI i
2= .                  (4.5.8) 

Массу dm выразим через плотность ρ 
материала цилиндра 

ρπ=ρ= rdrhdVdm 2 ,                                     (4.5.9) 

где dV – элементарный объём; dr – толщина элементарного цилиндра, 
а h – его высота. Учитывая полученные выражения, на основании 
(4.5.8) получаем 

drhrdIi
32πρ= .                                    (4.5.10) 

Момент инерции цилиндра или диска найдём интегрированием 
полученного выражения 

22
4

0

3

2

1

4
22 hRR

R
hdrrhI

R

zC ρπ=πρ=πρ= ∫  или 2

2

1
mRI zC = .  (4.5.11) 

3. Однородный стержень. Пусть m – масса стержня; l – его длина 
(рис. 4.9). Ось вращения проходит через центр масс С перпендикуляр-

 
 

Рис. 4.7 

 
 

Рис. 4.8 
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но к продольной оси стержня. Разобьём  стержень  на элементарные 
участки длиной dx и массой dm. Момент инерции элементарного уча-
стка относительно оси z равен 

dVxdmxdI i ρ== 22 , 

где ρ  – плотность; SdxdV =  – элементарный объём; S – площадь по-

перечного сечения стержня. Следовательно, имеем 

dxSxdIi
2ρ= . 

Интегрирование по всей длине 
стержня даёт 

3
2

2

2

12

1
SldxxSI

l

l
zC ρ=ρ= ∫

−

. 

Учитывая, что mSl =ρ  – масса 

всего стержня, окончательно найдём 

2

12

1
mlI zC = .                                        (4.5.12) 

4. Шар. Момент инерции шара относительно оси, проходящей 
через его центр масс С, равен 

2

5

2
mRI zC = ,                                        (4.5.13) 

где m – масса, R – радиус шара. 
Если найден момент инерции тела относительно оси z, проходя-

щей через центр масс, то с помощью теоремы Штейнера можно опре-
делить момент инерции тела относительно любой оси z′ , которая па-
раллельна первой. Докажем эту теорему для частного случая двух ма-
лых тел массами 1m  и 2m  (рис. 4.10). Пусть точка С является центром 

масс системы двух тел, для которой выполняется соотношение 

2211 hmhm = .                                    (4.5.14) 

Момент инерции двух тел относительно оси z, проходящий через 
центр масс С, равен 

2
22

2
11 hmhmI zC += .    (4.5.15) 

Вычислим момент инерции 
рассматриваемых тел относитель-
но оси z′ , которая отстоит от оси z 
на расстоянии d 

( ) ( )222
2

11 dhmdhmI z −++=′ . 

 
 

Рис. 4.9 

 
 

Рис. 4.10 
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Откуда найдём 

( ) dhmdhmdmmhmhmI z 2211
2

21
2
22

2
11 22 −++++=′ . 

Учитывая выражения (4.5.14) и (4.5.15), найдём 

2mdII zCz +=′ ,                                  (4.5.16) 

где 21 mmm +=  – общая масса тел. Таким образом, момент инерции 

zI ′  тела относительно любой оси z′  равен сумме момента инерции  

zCI  тела относительно оси z , проходящей через центр масс С тела 

и произведения массы m тела на квадрат расстояния d между парал-
лельными осями. Из формулы (4.5.16) следует, что при удалении оси 
вращения от центра масс момент инерции возрастает. Приведём не-
сколько примеров. 

а) Если ось z вращения тонкостенного цилиндра (рис. 4.7) пере- 
нести на расстояние d = R параллельно самой себе, то по теореме 
Штейнера новый момент инерции будет равен 

2222 2mRmRmRmdII zCz =+=+=′ ,              (4.5.17) 

т.е. он возрастает в два раза. 
б) Такой перенос оси вращения для диска (рис. 4.8) увеличивает 

момент инерции в три раза 

222

2

3

2

1
mRmRmRI z =+=′ .                          (4.5.18) 

в) По теореме Штейнера найдём момент инерции стержня  
(рис. 4.9) относительно оси, проходящей через один из его концов 

2
2

2

3

1

412

1
ml

l
mmlI z =+=′ ,                          (4.5.19) 

т.е. момент инерции возрастает в четыре раза. 
 
4.6. ОСНОВНОЙ ЗАКОН ДИНАМИКИ ВРАЩАТЕЛЬНОГО  
ДВИЖЕНИЯ ТЕЛА ОТНОСИТЕЛЬНО НЕПОДВИЖНОЙ ОСИ 

 

Из формулы (4.5.6) следует, что основное уравнение (4.4.14) ди-
намики тела, вращающегося вокруг неподвижной оси, можно предста-
вить в форме 

( ) zz MI
dt

d =ω .                                      (4.6.1) 

Если тело абсолютно твёрдое, то его момент инерции zI  не зави-

сит от времени. Поэтому  
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zz M
dt

d
I =ω

 или zz MI =ε ,                                (4.6.2) 

где ε  – угловое ускорение тела. Из полученного уравнения (4.6.2) 
видно, что угловое ускорение твёрдого тела, вращающегося вокруг 
неподвижной оси z, прямо пропорционально результирующему мо-
менту относительно этой оси всех внешних сил, действующих на те-
ло, и обратно пропорционально моменту инерции тела относительно 
той же оси 

z

z

I

M=ε .                                            (4.6.3) 

Таким образом, момент инерции 
тела является мерой его инертности 
во вращательном движении. 

Момент zM  внешних сил счи-

тается положительным, если силы 
вызывают увеличение угловой ско-

рости вращения тела 






 >ω
0

dt

d
. Если 

0=zM , то 0=ω=ε
dt

d
 и угловая 

скорость вращения твёрдого тела 
постоянна. Следовательно, изолиро-
ванное твёрдое тело может нахо-
диться не только в состоянии покоя 
или  равномерного прямолинейного 
поступательного движения, но и в 
состоянии равномерного вращения 
вокруг неподвижной оси. 

Зависимость углового ускоре-
ния твёрдого тела от его момента 
инерции и момента внешних сил 
можно проиллюстрировать на опыте 

с прибором Обербека (рис. 4.11). Крестовина, состоящая из четырёх 
взаимно перпендикулярных одинаковых стержней с надетыми и за-
креплёнными на них четырьмя одинаковыми грузами массой 0m  каж-
дый, может свободно вращаться вокруг неподвижной горизонтальной 
оси С. Грузы массой 0m  расположены на равных расстояниях h от оси 
С, которая является центром масс крестовины. Крестовина жёстко 
скреплена со шкивом радиуса r, на котором намотана нить. Один ко-
нец нити закреплён на шкиве, а к другому привязан груз массой m. 

 
 

Рис. 4.11 
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Если груз m отпустить, то он будет падать вниз, натягивая нить и при-
водя крестовину во вращательное движение вокруг оси С. 

Движение груза массой m происходит с ускорением а по закону 

2

2at
H = . 

Зная расстояние H и время t, за которое груз проходит это рас-
стояние, можно определить опытным путём ускорение 

2

2

t

H
a = .                                              (4.6.4) 

Угловое ускорение крестовины будет равно 

r

a=ε , 

где r – радиус шкива, на который намотана нить 

2

2

rt

H=ε .                                            (4.6.5) 

Записав второй закон Ньютона для поступательного движения 
груза массой m 

Tmgma −= , 

находят силу натяжения нити 
( )agmmamgT −=−= . 

Учитывая выражение (4.6.4), найдём 








 −=
2

2

t

H
gmT .                                     (4.6.6) 

Момент внешних сил, действующих на крестовину, равен 








 −==
2

2

t

H
gmrTrM .                               (4.6.7) 

Момент инерции крестовины с грузами складывается из момента 
инерции четырёх стержней kI  и момента инерции четырёх грузов 

массами 0m , т.е. 
2

04 hmII KC += .                                      (4.6.8) 

Опыт показывает, если момент инерции CI  постоянен, то при 

увеличении массы m груза, а следовательно, и при увеличении момен-
та силы М угловое ускорение всей системы увеличивается в соответст-
вии с формулой (4.6.3); если момент внешних сил M постоянен, то при 
увеличении расстояния h грузов 0m  от оси вращения, т.е. при увели-

чении момента инерции крестовины, угловое ускорение уменьшается в 
соответствии с формулой (4.6.3). 
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4.7. КИНЕТИЧЕСКАЯ ЭНЕРГИЯ ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ТЕЛА 
 

При произвольном движении твёрдого тела его разные матери-
альные точки движутся с различными скоростями iv . Кинетическая 

энергия тела, движущегося произвольным образом, равна сумме кине-
тических энергий всех материальных точек, на которые это тело мож-
но мысленно разбить 

∑
=

=
n

i

ii
K

m
E

1

2

2

v
.                                     (4.7.1) 

Если тело вращается вокруг неподвижной оси Oz (рис. 4.6) с уг-
ловой скоростью ω , то линейная скорость i-й точки равна 

ii hω=v , 

где ih  – расстояние от этой точки до оси вращения. Следовательно, 

кинетическая энергия тела, вращающегося вокруг неподвижной оси 

22

2

1

2
2

к.вр
ω=ω= ∑

=

z
n

i
ii

I
hmE ,                          (4.7.2) 

где zI  – момент инерции тела относительно оси вращения. 

Найдём кинетическую энергию при  
плоском движении тела. Пусть, например, 
цилиндр массой m катится по горизон-
тальной плоскости (рис. 4.12) со скоростью 

Cv , С – центр масс. Учитывая, что при 

качении цилиндра точка P неподвижна, и 
она является мгновенным центром скоро-
стей, для кинетической энергии имеем 

2

2ω= P
K

I
E ,               (4.7.3) 

где PI  – момент инерции тела, относительно оси, проходящей через 

точку Р. По теореме Штейнера имеем 
2mRII CP += , 

где R – радиус цилиндра. Следовательно, получим 

22

222 RmI
E C

K
ω+ω= . 

Учитывая, что СR v=ω  – скорость центра масс тела, окончатель-

но получим 

22

v 22 ω
+= CС

K
Im

E .                                   (4.7.4) 

 
 

Рис. 4.12 
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Кинетическая энергия тела, совершающего плоское движение, 
складывается из кинетической энергии поступательного движения 
центра масс, считая, что в центре масс сосредоточена вся масса 
тела, и кинетической энергии вращения данного тела вокруг оси, про-
ходящей через центр масс перпендикулярно плоскости движения. 

 
4.8. ЗАКОН СОХРАНЕНИЯ МОМЕНТА ИМПУЛЬСА ТЕЛА  

ОТНОСИТЕЛЬНО ОСИ 
 

В разделе 4.4 показано (4.4.14), что скорость изменения момента 
импульса тела относительно неподвижной оси z вращения равна ре-
зультирующему моменту относительно этой же оси всех внешних сил, 
действующих на тело 

z
z M

dt

dL = .                                     (4.8.1) 

Отсюда следует, если 0=zM , то  

0=
dt

dLz  и const=zL ,                                 (4.8.2) 

т.е. справедлив закон сохранения момента импульса относительно  
оси z: если момент внешних сил относительно неподвижной оси вра-
щения тела равен нулю, то момент импульса тела относительно 
этой оси не изменяется в процессе движения. 

Учитывая формулу (4.5.6), данный закон можно записать в виде 

const=ωzzI ,                                          (4.8.3) 

где zI  – момент инерции тела относительно оси z вращения; zω  – угло-

вая скорость тела. Указанный закон сохранения можно сформулиро-
вать так: если результирующий момент всех внешних сил, приложен-
ных к телу, относительно какой-либо неподвижной оси, тождест-
венно равен нулю, то произведение угловой скорости вращения тела 
на момент его инерции относительно той же оси не изменяется с 
течением времени. 

Отсюда следуют важные выводы. Во-первых, если момент инер-
ции тела const=zI , то при 0=zM  из формулы (4.8.3) следует, что 

угловая скорость не изменяется, т.е. угловая скорость const=ωz . 

Примером может служить постоянство угловых скоростей вращения 
планет Солнечной системы вокруг собственных осей. Во-вторых, из 
формулы (4.8.3) следует, если момент инерции тела относительно  
оси z вращения изменится, то должна измениться и угловая скорость 
вращения тела относительно той же оси, при условии, что 0=zM . 
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Этот вывод легко проиллюстри-
ровать с помощью прибора, изо-
бражённого на рис. 4.13.  

Прибор состоит из двух гру-
зов одинаковых масс m, которые с 
помощью лёгкого пантографа ук-
реплены на вертикальном стержне 
с помощью двух подшипников. 
Верхний подшипник 1 прибора 
неподвижен, а нижний 2 с помо-
щью трубочки может перемещать-
ся по вертикальному стержню. 
Грузы массой m можно приводить 
во вращение вокруг вертикальной 
оси с произвольной угловой скоростью. Располагают грузы на достаточ-
но большом расстоянии 1r  от оси вращения и сообщают грузам неболь-

шую угловую скорость вращения 1ω . При этом момент инерции грузов 

равен 2
12 2mrI = . Перемещают нижний подшипник 2 пантографа вниз 

так, чтобы уменьшить радиус вращения грузов ( )12 rr < . При этом 

уменьшается момент инерции 2
22 2mrI = , т.е. 12 II < . Наблюдают значи-

тельное увеличение угловой скорости вращения грузов, т.е. 12 ω>ω . 

Таким образом, выполняется соотношение 

2211 ω=ω II .                                       (4.8.4) 

Закон сохранения момента импульса используется балеринами, 
фигуристами, мастерами прыжков в воду с трамплина и др. 

Чтобы привести твёрдое тело во вращении вокруг неподвижной 
оси z, необходимо совершить работу ( )12 ϕ−ϕ= zMA , где zM  – мо-

мент внешних сил, ( )12 ϕ−ϕ  – угол поворота тела. Согласно закону 

сохранения энергии, эта работа идёт на увеличение кинетической 
энергии вращения 

22

2
1

2
2 ω−ω= II

A .                                   (4.8.5) 

 
 
 
 
 
 

 

Рис. 4.13 
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5. УПРУГИЕ ДЕФОРМАЦИИ ТЕЛ 
 

5.1. ИДЕАЛЬНЫЕ УПРУГИЕ ТЕЛА 
 

Все твёрдые тела под действием внешних сил изменяют свою 
форму и объём. Эти изменения тел называются деформациями. Для 
твёрдых тел различают упругую и пластическую деформации. Дефор-
мация называется упругой, если после снятия воздействия внешней 
силы на тело, деформации исчезают полностью. Если после снятия 
воздействия сил возникает остаточная деформация, то такая деформа-
ция называется пластической. Вопрос о том, будет деформация упру-
гой или пластичной, зависит не только от физических свойств тел, но и 
от величины приложенных сил. Если внешние механические силы 
превышают так называемый предел упругости, то деформация будет 
пластической, если меньше, то деформация будет упругой. Все реаль-
ные тела обладают пластической деформацией, так как даже при ма-
лом воздействии тело не восстанавливается полностью. Идеально  
упругими телами называют такие, в которых пластическая деформация 
невозможна. 

 
5.2. ДЕФОРМАЦИЯ СТЕРЖНЕЙ 

 

Пусть имеется стержень некоторой длины l и поперечным сече-

нием площадью S. Под действием внешних сил eF , приложенных к 
его торцам, стержень деформируется. Мысленно рассечём упругоде-
формированный стержень на две части. Каждая часть стержня нахо-

дится в равновесии, так как внешняя сила eF , действующая на дан-

ную часть, уравновешивается внутренней силой упругости F , дейст-
вующей на рассматриваемую часть со стороны другой. Отношение  

внутренней силы упругости F  к площади поперечного сечения 
стержня называется механическим напряжением. Если внешние силы 
растягивают стержень, то механическое напряжение называется на-
тяжением 

S

F
T = .                                          (5.2.1) 

Если при деформации стержень уменьшает размеры, то механи-
ческое напряжение называется давлением 

S

F
P −= .                                            (5.2.2) 

Очевидно, что PT −= , TP −= . 
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Пусть к стержню приложено механи-
ческое натяжение, при котором длина 
стержня увеличивается от 0l  до l (рис. 5.1). 
Абсолютной деформацией стержня назы-
вается удлинение стержня 

llllll ∆=−∆+=− 000 .   (5.2.3) 

Относительной деформацией назы-
вается отношение удлинения l∆  стержня 
к его первоначальной длине 

0l

l∆=ε .                        (5.2.4) 

При растяжении стержня 0>ε , так как ∆l > 0; при сжатии 0<ε , 
так как 0<∆l . 

Английский физик Р. Гук экспериментально установил, что меха-
ническое напряжение упругодеформированного тела прямо пропор-
ционально его относительной деформации (закон Гука) 

ε=∆= E
l

l
ET

0

,                                      (5.2.5) 

где Е – модуль упругости или модуль Юнга. Допустим, что удлинение 
стержня l∆  равно его первоначальной длине 0l , т.е. 0ll =∆ , или 

1
0

=∆=ε
l

l
. В этом случае, согласно формуле (5.2.5), модуль Юнга ра-

вен E = T. Следовательно, модуль Юнга показывает, какое механиче-
ское натяжение нужно приложить к стержню, чтобы увеличить его 
длину вдвое, если при этом выполняется закон Гука. 

Аналогично, закон Гука для сжатия стержня имеет вид 

ε=∆= E
l

l
EP

0

.                                      (5.2.6) 

Опыт показывает, что при растяжении стержней их поперечные 
размеры уменьшаются, а при сжатии – увеличиваются. 

Пусть первоначальный поперечный размер стержня был ра- 
вен 0a . При растяжении стержня его поперечный размер стал равен 

aaa ∆−= 0 , где a∆  – абсолютное изменение поперечного размера 
стержня. Относительное изменение поперечного размера  будет равно 

00

00

0

0

a

a

a

aaa

a

aa ∆−=−∆−=−=ε⊥ .                      (5.2.7) 

Следовательно, при растяжении стержня 0<ε⊥ , при сжатии 

0>ε⊥ . 

 
 

Рис. 5.1 
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Отношение относительного поперечного сжатия стержня к отно-
сительному удлинению стержня, взятому с обратным знаком, называ-
ется коэффициентом Пуассона 

ε
ε−=µ ⊥  или 

0

0

l

l
a

a

∆

∆−
−=µ .                               (5.2.8) 

Зная коэффициент Пуассона и относительное удлинение стержня, 
можно определить относительное поперечное сжатие 

µε−=ε⊥ .                                     (5.2.9) 

Если вещество однородно и изотропно, то его упругие свойства 
полностью определяются двумя физическими величинами E и µ. 

 
5.3. ДЕФОРМАЦИЯ СДВИГА 

 

Сдвигом называют такую деформацию твёрдого тела, при кото-
рой все его плоские слои, параллельные некоторой плоскости, назы-
ваемой плоскостью сдвига, не искривляясь  и не изменяясь в размерах, 
смещаются параллельно друг другу (рис. 5.2). Сдвиг происходит под 
действием касательной силы F , приложенной к грани BC параллель-
ной плоскости сдвига. Грань AD, параллельная BC, закреплена непод-
вижно. Отношение касательной силы F  к площади BC грани тела 
принято называть касательным механическим напряжением 

S

F=τ ,                                          (5.3.1) 

где S – площадь поверхности грани BC тела. 
За величину деформации сдвига принимают угол γ , т.е. при ма-

лых деформациях 

DC

CC ′
=γ≈γ tg .                                       (5.3.2) 

Абсолютный сдвиг равен расстоянию CC ′ , а γ  – называют углом 
сдвига или относительным сдвигом. 
 

 
 

Рис. 5.2 
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По закону Гука следует, что касательное механическое напряже-
ние прямо пропорционально углу сдвига 

γ=τ G ,                                            (5.3.3) 
где G – модуль сдвига. Как и модуль Юнга, модуль сдвига зависит от 
физических свойств вещества и его состояния. Можно показать, что 
для однородных и изотропных твёрдых тел справедливо соотношение 

( )µ+
=

12

E
G ,                                         (5.3.4) 

где Е – модуль Юнга; µ – коэффициент Пуассона. Так как для твёрдых 

тел 
2

1<µ , то EG < , т.е. модуль сдвига всегда меньше модуля Юнга 

для данного твёрдого тела. 

 
5.4. ДЕФОРМАЦИЯ КРУЧЕНИЯ 

 
Деформация кручения возникает в 

образце (стержне, проволоке и т.п.), если 
одно сечение образца закреплено непод-
вижно, а ко второму приложена пара сил  
F  (рис. 5.3). Пара сил создаёт вращатель-
ный момент сил 

FdM = .                  (5.4.1) 
Под действием вращательного мо-

мента все поперечные сечения стержня 
поворачиваются на некоторые углы тем 
большие, чем дальше эти сечения распо-

ложены от сечения, которое закреплено неподвижно. Деформация 
кручения сводится к сдвигу поперечных слоёв стержня. За величину 
деформации кручения принимается угол ϕ  поворота одного основа-
ния стержня по отношению к другому. Закон Гука: момент внешних 
сил при упругой деформации кручения прямо пропорционален величине 
деформации 

ϕ= DM ,                                            (5.4.2) 

где D – называется постоянной кручения. Величина D зависит не толь-
ко от физических свойств твёрдого тела и его состояния, но и от гео-
метрических размеров образца. Так, например, для сплошного стержня 
длиной l  и радиусом R 

l

RG
D

2

4π= ,                                           (5.4.3) 

где G  – модуль сдвига. 

 
 

Рис. 5.3 
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6. ДВИЖЕНИЕ В НЕИНЕРЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ ОТСЧЁТА 
 

 
6.1. ПОНЯТИЕ О СИЛАХ ИНЕРЦИИ 

 

Часто, движение материальной точки целесообразно рассматри-
вать по отношению к двум системам отсчёта: инерциальной S (непод-
вижной) и неинерциальной S′ , которая может двигаться произвольно. 
Неинерциальность подвижной системы S′  может быть обусловлена её 
поступательным движением с ускорением 0a  или её вращением с  

угловой скоростью ω  (см. разд. 2.1). Движение подвижной системы 
отсчёта S′  по отношению к инерциальной системе отсчёта S принято 
называть переносным движением. Движение материальной точки мас-
сы m по отношению к инерциальной системе отсчёта S подчиняется 
второму закону Ньютона 

m

F
a = ,                                           (6.1.1) 

где F  – равнодействующая всех сил, приложенных к материальной 
точке со стороны взаимодействующих с ней тел. Это движение приня-
то называть абсолютным, следовательно, a  – абсолютное ускорение 
материальной точки. Движение материальной точки по отношению к 
неинерциальной системе отсчёта S′  принято называть относитель-
ным движением. В неинерциальной системе отсчёта S′  законы Нью-
тона не выполняются. Оказывается, что относительное ускорение ra  

точки по отношению к неинерциальной системе отсчёта S′  не равно 

отношению 
m

F
, т.е. 

m

F
ar ≠ .                                         (6.1.2) 

В частности, при 0=F , получим 0≠ra . Другими словами, мате-

риальная точка или твёрдое тело в системе S′  в отсутствии действия 
сил со стороны других тел может иметь относительное ускорение 

0≠ra , т.е. в подвижной системе S′  без воздействия сил тело может 

изменять свою скорость. В справедливости сказанного каждый не раз 
убеждался, пользуясь любым видом транспорта. Так, например, пасса-
жиры, неподвижно стоящие в прямолинейно движущемся автобусе, от-
клоняются назад при ускоренном поступательном переносном движении 
автобуса, или вперёд – при его замедлении. Аналогично, при переходе 
автобуса с прямолинейного пути на закругление радиуса R пассажиры 
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отклоняются в сторону, противоположную центру кривизны траектории. 
При движении автобуса по закруглению появляется центростремитель-

ное переносное ускорение Rae
2ω= . Если бы пол автобуса был идеаль-

но гладким, то при резком изменении скорости автобуса и появлении 
неинерциальности системы отсчёта S′ , пассажиры должны были бы 
скользить по полу, несмотря на то, что на них не действуют никакие 
горизонтальные «обычные» силы взаимодействия. 

Из описанных мысленных экспериментов следует, что в неинер-
циальных системах отсчёта S′  помимо «обычных» сил на все тела 
действуют силы инерции, которые сообщают всякому телу в этих сис-
темах ускорения, пропорциональные массе тела. Для того, чтобы мож-
но было использовать форму второго закона Ньютона для материаль-
ной точки в неинерциальной системе отсчёта при относительном дви-

жении, необходимо к «обычным» силам взаимодействия F  добавить 
силы инерции: eI  – переносная сила инерции; kI  – сила инерции Ко-

риолиса (см. разд. 6.4). Второй закон Ньютона в неинерциальной сис-
теме отсчёта S′  имеет вид 

ker IIFam ++= ,                                    (6.1.3) 

где ra  – ускорение материальной точки при её относительном движе-

нии. Силы eI  и kI  учитывают влияние на относительное движение 

материальной точки  характера движения подвижной системы отсчёта. 
Переносная сила инерции численно равна произведению массы мате-
риальной точки на переносное ускорение, взятое с обратным знаком 

ee amI −= ; сила Кориолиса численно равна произведению массы дви-

жущейся точки на кориолисово ускорение, взятое с обратным знаком 

kk amI −= , где ka  – ускорение Кориолиса (см. разд. 6.4). Силы инер-

ции реально действуют на материальную точку в неинерциальной сис-
теме отсчёта и могут быть измерены, например, с помощью пружинно-
го динамометра. Однако в отличие от «обычных» сил для сил инерции 
нельзя указать, действие каких именно тел на рассматриваемую мате-
риальную точку они выражают. Следовательно, к силам инерции не 
применим третий закон Ньютона. Эта особенность сил инерции не 
является неожиданной, так как величины eI  и kI  в уравнении (6.1.3) 

обусловлены только неинерциальностью системы отсчёта и никак не 
связаны с действием на материальную точку со стороны других тел, 

учитываемым вектором F . Другими словами, силы инерции по суще-
ству нельзя называть силами (см. разд. 2.1). Введение этих сил оправ-
дывается лишь тем, что с их помощью уравнение относительного дви-
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жения точки приводится к виду (6.1.3), соответствующему второму 
закону Ньютона. Если «обычные» силы взаимодействия не зависят от 
выбора неинерциальной системы отсчёта, то переносная и кориолисо-
ва силы инерции определяются выбором неинерциальной системы 
отсчёта. 

Задача определения сил инерции, действующих на данное тело в 
данной неинерциальной системе отсчёта, сводится к нахождению пе-
реносного ea  и кориолисова ускорения ka , так как 

ee amI −= ;                                         (6.1.4) 

kk amI −= .                                         (6.1.5) 

Рассмотрим некоторые простейшие примеры неинерциальных 
систем. 

 
6.2. СИЛЫ ИНЕРЦИИ В СИСТЕМАХ ОТСЧЁТА,  

ДВИЖУЩИХСЯ ПОСТУПАТЕЛЬНО 
 

Пусть в неподвижной коперниковой инерциальной системе от-
счёта xyz имеется вагон, который движется горизонтально по прямо-
линейному участку с ускорением 0a  (рис. 6.1, а). Наблюдатель нахо-

дится в системе xyz. 
Опыт показывает, что отвес массой m, установленный в вагоне, 

при его ускоренном движении отклоняется на некоторый угол α  от 
вертикали. Причём чем больше ускорение 0a  поступательного движе-

ния вагона, тем больше угол α  отклонения отвеса. В инерциальной 
системе отсчёта xyz на отвес массой m действуют две «обычные» силы: 
 

  
 

а) б) 
 

Рис. 6.1 
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сила тяжести gm  и сила натяжения нити T . Отвес массой m в инер-

циальной системе отсчёта xyz имеет то же ускорение 0a , что и сам ва-

гон, так как они движутся одновременно. Две силы gm  и T  создают 

равнодействующую, которая сообщает отвесу по второму закону Нью-
тона ускорение 0a , т.е.  

Tgmam +=0 ,                                    (6.2.1) 

или 

00 =−+ amTgm .                                  (6.2.2) 

Найдём угол α  отклонения отвеса 

g

a

mg

ma

mg

F 00tg ===α , 

откуда найдём ускорение вагона 

α= tg0 ga .                                          (6.2.3) 

Таким образом, отвес может служить прибором (акселерометром) 
для измерения ускорения в неинерциальной системы отсчёта, связан-
ной с вагоном. 

Рассмотрим поведение отвеса массы m в неинерциальной системе 
отсчёта zyx ′′′ , которая жёстко связана с вагоном (рис. 6.1, б). При этом 

наблюдатель находится в вагоне. На отвес массой m также действуют 

две «обычные» силы gm  и T , расположенные под некоторым углом. 

Но по отношению к вагону и к неинерциальной системе отсчёта zyx ′′′  

отвес массой m  находится в покое. Однако равнодействующая сил 

gm  и T  не равна нулю, и эти силы не могут обеспечить покой отвеса. 

Следовательно, чтобы обеспечить выполнение законов Ньютона о 
равновесии материальной точки m мы должны предположить, что на 
точку действует поступательная сила инерции 

0amI о
е −= ,                                            (6.2.4) 

направленная противоположно вектору переносного ускорения  
(рис. 6.1, б). Условие равновесия для отвеса в неинерциальной системе 
отсчёта имеет вид 

0=++ о
еITgm ,                                     (6.2.5) 

или  

00 =−+ amTgm .                                  (6.2.6) 

Полученное соотношение полностью совпадает с (6.2.2). 
Таким образом, чтобы сохранилась форма законов Ньютона в не-

инерциальной системе отсчёта, движущейся поступательно с ускоре-
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нием 0a , прямолинейно, необходимо ввести поступательную силу 

инерции, численно равную произведению массы тела на ускорение 
движущейся системы отсчёта (6.2.4). 

 
6.3. СИЛЫ ИНЕРЦИИ ВО ВРАЩАЮЩИХСЯ  

СИСТЕМАХ ОТСЧЁТА 
 

Пусть в неподвижной коперниковой системе отсчёта xyz распо-
ложен горизонтальный диск, способный вращаться с постоянной угло-
вой скоростью ω  вокруг вертикальной оси (рис. 6.2, а). Система от-
счёта zyx ′′′  жёстко связана с диском и будет неинерциальной вследст-

вие его вращения. Опыт показывает, что отвес массой m, установлен-
ный на опоре диска, при его вращении отклоняется на некоторый угол 
α . Угол α  тем больше, чем больше угловая скорость вращения ω  и 
больше радиус R. В инерциальной системе отсчёта отвес движется по 
окружности радиуса R и на него действуют  две «обычные» силы: gm  

и T . При постоянной скорости вращения ω  отвес имеет постоянное 

центростремительное ускорение Ra 2
ц ω= , которое обеспечивается 

равнодействующей сил gm  и T , т.е. TgmF += . По второму закону 

Ньютона имеем 
Tgmam +=ц ;                                    (6.3.1) 

или  
0ц =−+ amTgm .                                (6.3.2) 

 

  
а) б) 

 

Рис. 6.2 
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В неинерциальной системе отсчёта zyx ′′′ , связанной с вращаю-

щимся диском, т.е. для наблюдателя, находящегося на диске, на отвес m 

также действуют две «обычные» силы: gm  и T , находящиеся под 

углом друг к другу, но тело массой m находится в покое (рис. 6.2, б). 

При этом равнодействующая двух сил gm  и T  не равна нулю. Следо-

вательно, чтобы обеспечить условие равновесия отвеса m в неинерци-
альной системе отсчёта, мы должны предположить, что на тело m дей-
ствует центробежная сила инерции 

ццб amI −= ,                                     (6.3.3) 

которая направлена противоположно вектору цa . Условие равновесия 

отвеса в системе zyx ′′′  запишется в виде 

0цб =++ ITgm ,                                   (6.3.4) 

или  
0ц =−+ amTgm .                                 (6.3.5) 

Полученное соотношение полностью совпадает с законом Нью-
тона (6.3.2) для инерциальной системы отсчёта xyz. 

Действие центробежных сил инерции широко используется в тех-
нике: центробежные насосы, сепараторы, центрифуги для разделения 
тяжёлых изотопов и т.п. При проектировании быстро вращающихся 
деталей машин-роторов паровых и газовых турбин, компрессоров, 
электрических двигателей и генераторов, коленчатых валов, двигате-
лей внутреннего сгорания и других, принимаются меры для уравнове-
шивания центробежных сил инерции. 

Следует отметить, что, если диск (рис. 6.2, б) вращается неравно-
мерно с угловым ускорением ε , переносное ускорение движущейся 
точки m будет иметь, кроме центростремительного ускорения 

Ra 2
ц ω= , ускорение касательное или вращательное Ra ε=вр . В этом 

случае в неинерциальной системе отсчёта zyx ′′′  на тело m будет дей-

ствовать переносная вращательная сила инерции 

врвр amI −= ,                                       (6.3.6) 

которая направлена по касательной к окружности радиуса R и направ-
лена противоположно вектору врa .  

Можно сделать следующий вывод: в зависимости от характера 
движения неинерциальной системы отсчёта, в ней могут действовать 
три переносные силы инерции: поступательная, центробежная и вра-
щательная. 
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6.4. КОРИОЛИСОВА СИЛА ИНЕРЦИИ 
 
Расположим в неподвижной инерциальной системе отсчёта xyz 

диск, способный вращаться вокруг вертикальной оси z с угловой ско-
ростью ω . (рис. 6.3). Система отсчёта zyx ′′′ , связанная жёстко с дис-

ком, является неинерциальной системой отсчёта. Пусть вдоль радиуса 
диска равномерно ползёт жук массой m с относительной скоростью 

rv . Найдём ускорение, которым обладает жук. Во-первых, вектор от-

носительной скорости rv  вследствие вращения диска изменится по 

направлению. Допустим, что за время dt  вектор rv  повернётся вместе 

с диском на угол dtd ω=α . Тогда изменение вектора rv  по направле-

нию будет равно 
dtdd rrr ω=α= vvv .                                   (6.4.1) 

 
 

 
 

Рис. 6.3 
 

Переносной скоростью ev  жука является скорость той точки дис-

ка, через которую проползает жук в данный момент времени. Если жук 
находится на расстоянии r от оси z вращения, то переносная скорость 
жука численно равна в момент времени t re ω=1v . За время dt жук 

переместится вдоль радиуса на расстояние dr и его переносная ско-
рость будет численно равна ( )drre +ω=2v . Следовательно, изменение 

переносной  скорости по величине на время dt равно 

( ) drrdrrd eee ω=ω−+ω=−= 12 vvv . 
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Учитывая, что dtdr rv= , найдём 

dtd re vv ω= .                                      (6.4.2) 
Найдём ускорение жука, которое обусловлено изменением относи-

тельной скорости по направлению и переносной скорости по величине 

r
er

dt

dd
a v2

vv
к ω=+= .                             (6.4.3) 

Это ускорение принято называть ускорением Кориолиса или по-
воротным ускорением. Его значение найдено для частного случая,  
когда вектор относительной скорости rv  перпендикулярен вектору ω  
угловой скорости подвижной системы координат. В случае произволь-
ного угла между векторами rv  и ω , формула принимает вид 

( )rra v,sinv2к ωω= ,                                   (6.4.4) 

или в векторной форме 
[ ]ra v2к ×ω= .                                         (6.4.5) 

Направление ускорения Кориолиса, согласно правилу векторного 
произведения, совпадает в данном частном случае с вектором ev  пе-
реносной скорости. Наличие ускорения Кориолиса приводит к тому, 
что на жука, движущегося равномерно по диску, действует кориолисо-
ва сила инерции или поворотная сила инерции 

[ ]rmamI v2кк ×ω−=−= ,                              (6.4.6) 

которая направлена противоположно вектору кa  (рис. 6.3). Действие 

этой силы кI  приводит к тому, что траектория движения жука стано-
вится криволинейной. Это является следствием того, что вектор силы 
Кориолиса кI  направлен перпендикулярно вектору относительной 

скорости жука rv . Три вектора ω , rv  и кI  образуют левую тройку 
векторов. 

Так как система отсчёта, связанная с поверхностью Земли, враща-
ется вследствие суточного движения, то на все тела, движущиеся в 
земной системе отсчёта, действует поворотная сила инерции согласно 
формуле (6.4.6). Действие силы Кориолиса приводит к тому, что ар-
тиллерийские снаряды в северном полушарии отклоняются вправо от 
цели. Следовательно, поворотную силу инерции следует учитывать не 
только в артиллерии, но и при запуске тактических, стратегических и 
космических объектов. Действием поворотных сил инерции можно 
объяснить, почему реки, текущие в меридианальном направлении, все-
гда подмывают вполне определённый берег: правый по течению – для 
рек северного полушария Земли, и левый – для рек южного полуша-
рия. Аналогично объясняется более значительный износ правых рель-
сов железных дорог по ходу движения поездов в северном полушарии. 
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Неинерциальность земной системы отсчёта легко обнаружить на 
опыте с помощью маятника Фуко, который представляет массивное 
тело, подвешенное на достаточно длинной нити. Крепление нити к 
опоре осуществляется так, что вращение опоры не сказывается на сво-
бодных колебаниях маятника под действием силы тяжести. Фуко Л. в 
1851 г. обнаружил, что плоскость качания маятника постоянно изме-
няет свою ориентацию по  отношению к земной системе отсчёта. На-
блюдатель, находящийся на Земле, объясняет вращение плоскости ка-
чаний маятника Фуко действием перпендикулярной к этой плоскости 
кориолисовой силы. 

В заключение следует обратить внимание на важное сходство, 
существующее между силами инерции и силами тяготения. Как было 
показано, силы инерции пропорциональны массам материальных то-
чек, и при прочих равных условиях сообщают материальным точкам 
одинаковые относительные ускорения. Точно таким же свойством об-
ладают силы тяготения: сила, действующая на материальную точку, 
равна произведению массы этой точки на «g» – напряжённость поля 
тяготения. Следовательно, действие на материальную точку сил инер-
ции можно заменить действием эквивалентного им поля тяготения. 
Можно сделать вывод, называемый принципом эквивалентности: ко-
перникова система отсчёта, в которой действует однородное гравита-
ционное поле, создающее ускорение a , эквивалентно системе отсчёта, 
в которой нет поля тяготения, но которое движется с ускорением a . 

Известно, что на кораблях-спутниках космонавты находятся в не-
весомости, так как их  сила тяжести уравновешивается центробежной 
силой инерции. Основываясь на принципе эквивалентности, невесо-
мость для космонавтов можно устранить, если космическому кораблю 
сообщить вращение вокруг его оси. На космонавтов будут действовать 
центробежные силы инерции, прижимающие их (подобно силе тяже-
сти) к стенке корабля. 

Несколько слов о природе сил инерции . Классическая механика 
считает эти силы фиктивными, так как нельзя указать тело, взаимодей-
ствуя с которыми, оно возникает. Так как силы тяготения определяют-
ся массой вещества, то на основе принципа эквивалентности, Беркли 
высказал мысль, что причиной сил инерции является вся масса «сферы 
небесных тел», окружающих нашу Землю, т.е. всё вещество Вселен-
ной. Эйнштейн А. создал общую теорию относительности, которая 
утверждает, что ускоренное движение системы отсчёта S′  относи-
тельно «сферы небесных тел» (или то же самое ускоренное движение 
«сферы небесных тел» относительно S′ ) является причиной возникно-
вения сил, которые качественно совпадают с наблюдаемыми на опыте 
силами инерции. Рассматриваемая гипотеза о происхождении сил 
инерции говорит против представления о фиктивности сил инерции. 
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7. МЕХАНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ 
 

 
7.1. ПОНЯТИЕ О КОЛЕБАТЕЛЬНОМ ДВИЖЕНИИ 

 

Под колебательным движением, или просто под механическим 
колебанием понимают всякое движение, характеризуемое той или 
иной степенью повторяемости физических величин, которые опреде-
ляют движение системы. Примерами колебательного движения могут 
служить колебания различных маятников, струн, мембран, мостов, 
поршней двигателей внутреннего сгорания и т.д. 

Колебание называется периодическим, если значения физических 
величин, изменяющихся в процессе колебательного движения, повто-
ряются через равные промежутки времени. Простейшим примером 
периодических колебаний являются гармонические колебания, возни-
кающие под действием восстанавливающих сил, которые могут иметь 
различную природу, но обладающие двумя свойствами: восстанавли-
вающая сила пропорциональна мгновенному смещению или отклоне-
нию тела от положения устойчивого равновесия, и направлена  всегда 
противоположно смещению. Природа восстанавливающих  сил может 
быть различной. Например, восстанавливающая сила может быть обу-
словлена упругими свойствами пружины и возникает вследствие де-
формации пружины.  

 

 
Рис. 7.1 

 

На рисунке 7.1 показан пружинный маятник, который состоит из 
массивного шара, насаженного на горизонтальный стержень, вдоль 
которого он может скользить. На стержень надета стальная пружина, 
закреплённая на его конце и шаре. В состоянии равновесия шар нахо-
дится в положении О (рис. 7.1, а). При смещении шара от положения 
равновесия на величину x на него действует сила упругости kxF −= , 
где k – коэффициент жёсткости пружины. 

а) 

б) 

 x 

 x 

k 

k 

m 

m 

 x 

O 

O 

F 
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Другим примером восстанавливающей силы является сила, воз-
никающая при вертикальных отклонениях плавающих тел в жидкости. 
В положении равновесия сила Архимеда уравновешивается силой тя-
жести, т.е. mgFA =  (рис. 7.2, а). При вертикальном смещении тела на 

величину x возникает дополнительная сила Архимеда gSxFA ρ−=′ , где 

ρ  – плотность жидкости; S – площадь поперечного сечения тела;  

g – ускорение свободного падения (рис. 7.2, б). 
 

 
 

а)                                                    б) 
 

Рис. 7.2 
 

Кроме восстанавливающих сил при колебательном движении 
действуют также силы сопротивления, зависящие от скорости. Это 
силы трения, или силы сопротивления при движении тел в вязкой сре-
де. На колеблющееся тело могут действовать возмущающие силы со 
стороны других тел, т.е. силы, которые являются заданными функция-
ми времени. 

Колебания, которые возникают в системе, не подверженной дей-
ствию переменных внешних сил, называются свободными. Если в ко-
лебательной системе отсутствуют потери энергии, связанные с дейст-
вием сил трения или вязкого трения, то колебания будут продолжаться 
бесконечно долго. Такие колебательные системы называются идеаль-
ными, а сами колебания собственными. В реальных колебательных 
системах всегда существуют потери энергии, обусловленные силами 
сопротивления, в результате чего колебания не могут продолжаться 
бесконечно долго, т.е. они являются затухающими (см. разд. 7.5). 

 
7.2. СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ПРУЖИННОГО МАЯТНИКА 

 

Исследуем более подробно колебания пружинного маятника, ко-
торый состоит из материальной точки массой m  и пружины жёстко-
стью k . При отсутствии сил сопротивления (рис. 7.1, б) основное 
уравнение динамики для него в произвольный момент времени имеет 
вид 
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kx
dt

xd
m −=

2

2

    или    0
2

2

=+ x
m

k

dt

xd
,                        (7.2.1) 

т.е. движение пружинного маятника описывается линейным диффе-
ренциальным уравнением второго порядка. Ниже покажем, что его 
решение имеет вид 

( )00sin ϕ+ω= txx m .                                   (7.2.2) 

Данное уравнение называется уравнением гармонических колеба-
ний. Исследуем его. Так как ( )00sin ϕ+ω t  изменяется с течением вре-

мени от +1 до –1, то величина мгновенного смещения x маятника от 
положения равновесия изменяется в пределах от mx+  до mx− . Макси-

мальное смещение mx  маятника от положения равновесия называется 

амплитудой колебаний, которая зависит от начальных условий приве-
дения маятника в колебание. Величина 0ϕ  называется начальной фа-

зой, которая определяет смещение маятника от положения равновесия 
в начальный момент времени 0=t , т.е. 00 sinϕ= mxx . Величина 

( )0ϕ+ωt  называется фазой колебания, которая определяет мгновенное 

смещение x  маятника в любой момент времени. Поскольку синус яв-
ляется периодической функцией с периодом π2 , то состояние системы 
повторяется через равные промежутки времени Т. Следовательно, 
справедливо равенство 

( )[ ] ( )π+ϕ+ω=ϕ++ω 2sinsin 000 tTt , 

откуда найдём 

T

π=ω 2
0 ,                                         (7.2.3) 

где Т – период гармонических колебаний – время, за которое совершает-
ся одно полное колебание. Учитывая, что период колебаний обратно 
пропорционален частоте ν , под которой понимается число полных 

колебаний, совершаемых системой за единицу времени 
ν

= 1
T , получим 

πν=ω 20 .                                       (7.2.4) 

Величина 0ω , показывающая число полных колебаний, совер-

шаемых системой за π2  секунд, называется круговой или циклической 
частотой. 

На основании изложенного, уравнение гармонических колебаний 
может быть представлено в виде 

( )00 2sin
2

sin ϕ+πν=






 ϕ+π= txt
T

xx mm . 
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Временная диаграмма гармонических колебаний представлена на 
рис. 7.3, где 000 sinϕ== = mt

xxх  – смещение тела от положения рав-

новесия в начальный момент времени. 
Докажем, что выражение (7.2.2) является решением дифференци-

ального уравнения (7.2.1.). Для этого продифференцируем (7.2.2) по 
времени 

( )000 cos ϕ+ωω= tx
dt

dx
m ;                              (7.2.5) 

( )00
2
02

2

sin ϕ+ωω−= tx
dt

xd
m .                           (7.2.6) 

 

+ 

-

 
 

Рис. 7.3 
 

Подставляя (7.2.2) и (7.2.6) в уравнение (7.2.1), после сокращения 
получим 

02
0 =+ω−

m

k
. 

Отсюда найдём значение круговой частоты для пружинного ма-
ятника 

m

k=ω0 .                                        (7.2.7) 

На основании (7.2.3) и (7.2.4) получим 

m

k

π
=ν

2

1
     и     

k

m
T π= 2 .                        (7.2.8) 

Из полученных выражений следует, что период и частота колеба-
ний пружинного маятника не зависят от начальных условий, а опреде-
ляются параметрами колебательной системы: массой маятника и жёст-
костью пружины. 
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Выражения (7.2.5) и (7.2.6) можно использовать для анализа из-
менения скорости и ускорения при гармонических колебаниях. Мгно-
венная скорость равна 

( ) ( )00000 cosvcosv ϕ+ω=ϕ+ωω== ttx
dt

dx
mm ,              (7.2.9) 

где mm x0v ω=  – максимальное значение мгновенной скорости. 

Мгновенное ускорение 

( ) ( )0000
2
02

2

sinsin ϕ+ω−=ϕ+ωω−== tatx
dt

xd
a mm ,             (7.2.10) 

где mm xa 2
0ω=  – амплитуда ускорения при гармонических колебаниях. 

На рисунке 7.4 графически представлено изменение смещения x, 
скорости v и ускорения a с течением времени при 00 =ϕ . Из сравне-

ния графиков следует, что скорость опережает смещение на 
2

π
; уско-

рение опережает скорость на 
2

π
. Между мгновенным смещением и 

ускорением имеется разность фаз π . Другими словами, скорость ко-
леблющейся точки максимальна в моменты прохождения ею положе-
ния равновесия ( )0=x . При максимальных смещениях ( )mxx =  ско-

рость равна нулю. Ускорение колеблющейся точки равно нулю при 
 

 
 

Рис. 7.4 
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прохождении точкой положения равновесия и достигает максимально-
го значения при наибольших смещениях. 

Колебательную систему принято характеризовать волновым со-
противлением ρ , которое определяется отношением амплитуды вос-

станавливающей силы к амплитуде скорости 

m

mF

v
=ρ .                                      (7.2.11) 

Для пружинного маятника имеем   

km
x

kx

m

m =
ω

=ρ
0

.                            (7.2.12)  

В рассмотренном случае горизонтального пружинного маятника 
(рис. 7.1) сила тяжести не играет никакой роли в его колебательном 
движении. Если же пружинный маятник вертикален (рис. 7.5), то 
влияние силы тяжести скажется лишь на том, что положение равнове-
сия, относительно которого происходят колебания, сместится на вели-
чину хст, которая определяет статическую величину деформации пру-
жины под действием силы тяжести груза, т.е. стkxmg = . Если груз m 

сместить от положения равновесия на величину x, то на маятник будет 
действовать восстанавливающая сила, равная kx . При этом начало 
координат О на оси x совпадает с положением равновесия груза. Сле-
довательно, уравнение  движения маятника имеет вид 

kx
dt

xd
m −=

2

2

 или 02
02

2

=ω+ x
dt

xd
m ,                   (7.2.13) 

что совпадает с формулой (7.2.1). Частота колебаний будет опреде-
ляться формулой (7.2.7). 

Рассмотрим вертикальные колебания груза массой m, который за-
креплён между двумя пружинами с жёсткостью 1k  и 2k  (рис. 7.6, а). 

Начало оси координат x, т.е. точка О совпадает с 
положением равновесия груза. При отклонении 
тела по вертикали на расстояние x получим 

( ) xkxkkxkxk
dt

xd
m 1121212

2

−=+−=−−= , 

так как обе силы упругости направлены к положе-
нию равновесия. Следовательно, эквивалентная 
жёсткость таких «параллельно соединённых» 
пружин равна 

2111 kkk +=              (7.2.14) 

и частота колебаний будет равна 

 
 

Рис. 7.5 
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m

kk 21
11

+=ω ,          (7.2.15) 

а при равенстве жёсткостей пружин 
kkk == 21 , получим 

m

k2
11 =ω .             (7.2.16) 

Система, изображённая на рис. 7.6, б, 
также представляет собой «параллельно 
соединённые» пружины, так как при отклонении груза m от положения 
равновесия, восстанавливающая сила при kkk == 21  будет равна 

kxxkxkF 221 −=−−= . 

При «последовательном соединении» пружин (рис. 7.7), дефор-
мации пружин 1x  и 2x  являются произвольными: их сумма равна 

смещению x тела от положения равновесия 

21 xxx += . 

Учитывая, что упругие силы пружин 111 xkf −= ; 

222 xkf −=  должны быть одинаковы ( )fff == 21 , полу-

чим 

021

11

k

f

kk
fx −=








+−= . 

Следовательно, жёсткость 0k  эквивалентной пру-

жины, способной заменить две пружины, соединённые 
последовательно, равна 

210

111

kkk
+=    или   

21

21
0 kk

kk
k

+
= .                     (7.2.17) 

Поэтому частота колебаний маятника (рис.7.7) равна 

( )21

21
0

kkm

kk

+
=ω .                               (7.2.18) 

При kkk == 21  получим 

m

k

20 =ω .                                      (7.2.19) 

Таким образом, 110 ω<ω<ω , где под ω  понимается частота ко-

лебаний при наличии одной пружины 
m

k=ω . 

 
Рис. 7.6 

 
 
Рис. 7.7 
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7.3. ЭНЕРГИЯ СОБСТВЕННЫХ ГАРМОНИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ 
 

Колебательная система, состоящая из массивного шара и пружи-
ны, в произвольный момент времени характеризуется кинетической и 
потенциальной энергиями. Кинетическая энергия шара зависит от его 
мгновенной скорости, и в соответствии с формулой (7.2.9), равна 

  ( )00
222

0

2

cos
2

1

2

v ϕ+ωω== txm
m

W mk ,                 (7.3.1) 

или 

( )[ ]00

22
0 22cos1
4

ϕ+ω+ω= t
xm

W m
k .                     (7.3.2) 

Кинетическая энергия материальной точки при гармонических 

колебаниях периодически изменяется от 0 до 22
02

1
mxmω , совершая ко-

лебания с циклической частотой 02ω  и амплитудой 
4

22
0 mxmω

 около 

среднего значения, равного 
4

22
0 mxmω

. 

Потенциальная энергия деформированной пружины, в соответст-
вии с формулой (7.2.2), равна 

( ) ( )00
222

000
22

2

sin
2

1
sin

2

1

2
ϕ+ωω=ϕ+ω== txmtkx

kx
W mmп ,      (7.3.3) 

или 

( )[ ] ( )[ ]π+ϕ+ω+ω=ϕ+ω−ω= 00

22
0

00

22
0 22cos1

4
22cos1

4
t

xm
t

xm
W mm

п . (7.3.4) 

 
 

 
 

Рис. 7.8 
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Потенциальная энергия материальной точки периодически изме-

няется от 0 до 22
02

1
mxmω , совершая гармонические колебания с цикли-

ческой частотой 02ω  и амплитудой 
4

22
0 mxmω

 около среднего значения 

4

22
0 mxmω

. Колебания потенциальной и кинетической энергии соверша-

ются со сдвигом по фазе на π . 
Так как в идеальной колебательной системе отсутствуют потери 

энергии, то её полная энергия остаётся неизменной в соответствии с 
законом сохранения механической энергии 

2

22
0 m

пk
xm

WWW
ω=+= .                               (7.3.5) 

На рисунке 7.8 приведены графики для WWWx пk ,,, . 

 
 

7.4. СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ФИЗИЧЕСКОГО МАЯТНИКА  
 

Физическим маятником называется любое тело, способное со-
вершать колебания под действием силы тяжести вокруг горизонталь-
ной оси О, не проходящей через центр тяжести С тела (рис. 7.9). 

Расстояние от центра масс маятника С до оси О обозначим че- 
рез l. Отклонение маятника от положения равновесия будем характе-
ризовать углом ϕ . В произвольный момент времени на маятник мас-

сой m  действует момент силы тяжести 

ϕ−=−= sinmglmghM , 

который стремится возвратить маятник в положение 
равновесия. Закон динамики для вращательного дви-
жения маятника имеет вид  

ε= 0JM , 

где 
2

2

dt

d ϕ=ε  – угловое ускорение; 0J  – момент инер-

ции маятника относительно оси подвеса О. Следова-
тельно, дифференциальное уравнение для колебаний 
физического маятника имеет вид 

ϕ−=ϕ
sin

2

2

0 mgl
dt

d
J .                                (7.4.1) 

 
 
 

Рис. 7.9 
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Для малых углов можно считать, что ϕ=ϕsin . После простых 

преобразований легко получить 

0
0

2

2

=ϕ+ϕ
J

mgl

dt

d
. 

При малых углах отклонения маятника от положения равновесия 
можно считать, что угол ϕ  пропорционален смещению x  центра тя-

жести от положения равновесия. Вследствие этого можно записать 

0
0

2

2

=+ x
J

mgl

dt

xd
. 

Решением данного уравнения является гармоническая функция 

( )00sin ϕ+ω= txx m , 

где круговая частота колебаний физического маятника определяется 
выражением 

0
0

J

mgl=ω .                              (7.4.2) 

Период колебаний физического маятника равен 

mgl

J
T 0

0
0 2

2 π=
ω

π= .                         (7.4.3) 

Математический маятник (рис. 7.10) можно рас-
сматривать как предельный случай физического маят-
ника. Рассматривая массивный шарик как материаль-
ную точку, которая находится на расстоянии l  от оси 

подвеса О, его момент инерции относительно О равен  
2

0 mlJ = . 

Подставив данное выражение в (7.4.2), получим 
l

g=ω0 , а для 

периода колебаний  

g

l
T π= 2 .                                         (7.4.4) 

В качестве примера рассмотрим физический маятник, представ-
ляющий собой стержень длиной 0l , способный совершать колебания 
вокруг оси О, проходящей через один из его концов (рис. 7.11).  

 
 

Рис.7.10 
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Учитывая, что расстояние от оси подвеса 

до центра масс данного маятника 
2
0ll = , а его 

момент инерции, согласно формуле (4.5.19), 

2
00 3

1
mlJ = , на основании (7.4.2) получим 

0
0 2

3

l

g=ω  и 
g

l
T

3

2
2 0π= .       (7.4.5) 

Из изложенного следует, что период и 
частота гармонических колебаний не зависят 
от начальных условий, а определяются пара-
метрами колебательной системы. 

 
 

7.5. СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ  
ПРИ НАЛИЧИИ ВЯЗКОГО ТРЕНИЯ 

 

Все реальные колебательные механические системы являются 
диссипативными, т.е. полная энергия такой системы постепенно рас-
ходуется, например, против сил трения. Поэтому реальные колебания 
не могут продолжаться бесконечно долго. Допустим, что на пружин-
ный маятник кроме восстанавливающей силы kxF −=1  действует так-

же линейная сила вязкого трения 
dt

dx
rrF −=−= v2 , которая зависит от 

мгновенной скорости v материальной точки, совершающей колебания, 
где r  – коэффициент сопротивления. Знак «минус» в последнем вы-

ражении обусловлен тем, что векторы 2F  и v  имеют противополож-

ные направления. 
Уравнение динамики имеет вид 

212

2

FF
dt

xd
m += , 

или 

kx
dt

dx
r

dt

xd
m −−=

2

2

. 

После элементарных преобразований получим дифференциальное 
уравнение второго порядка 

0
2

2

=++ x
m

k

dt

dx

m

r

dt

xd
. 

 
 

Рис. 7.11 
 

O 

gm  

C 0l  
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Введём обозначения δ= 2
m

r
 или 

m

r

2
=δ ,                              (7.5.1) 

где δ  – принято называть коэффициентом затухания; 2
0ω=

m

k
. Заме-

тим, что 0ω  представляет собой ту частоту, с которой совершались бы 

свободные колебания маятника при отсутствии сопротивления среды, 
т.е. при 0=r . Физический смысл величины δ  выясним позже.  
С учётом введённых обозначений дифференциальное уравнение при-
нимает вид 

02 2
02

2

=ω+δ+ x
dt

dx

dt

xd
.                              (7.5.2) 

Данное уравнение имеет различные решения в зависимости от ве-
личины сил сопротивления. Рассмотрим два основных случая. 

1. Пусть коэффициент сопротивления r  меньше удвоенного 
волнового сопротивления ρ , т.е. ρ< 2r . Учитывая выражения (7.2.12) 

и (7.5.1), получим 0ω<δ . Другими словами, мы рассматриваем случай 

малых сил сопротивления. При этих условиях решение дифференци-
ального уравнения (7.5.2) может быть представлено в виде 

( )0sin
0

ϕ+ω= δ− texx t
m .                                (7.5.3) 

Данное выражение называется уравнением затухающих колеба-
ний, так как при 0→t , 0→x . Частота затухающих колебаний равна 

22
0 δ−ω=ω  или 

2

2







−=ω
m

r

m

k
,                   (7.5.4) 

т.е. частота затухающих колебаний всегда меньше частоты собствен-
ных колебаний ( )0ω<ω . Множитель ( )0sin ϕ+ωt  в выражении (7.5.3) 

имеет тот же физический смысл, что и в случае идеальных колебаний. 

Сомножитель t
m ex δ−

0
 в (7.5.3) указывает на то, что мгновенная ампли-

туда реальных колебаний уменьшается с течением времени по экспо-
ненциальному закону 

t
mm exx δ−=

0
,                                        (7.5.5) 

где 
0mx  – амплитуда колебаний в начальный момент времени при 

0=t  и 
20
π=ϕ ; xm – амплитуда колебаний в момент t. 

Движение, описываемое (7.5.3), не является гармоническим, так 
как с течением времени последовательные максимальные отклонения 
точки от положения равновесия уменьшаются. Изобразим временную 
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диаграмму затухающих колебаний. Построим вначале графики 
t

m exx δ−=
0

 и t
m exx δ−−=

0
 (рис. 7.12), а затем и график самой функции 

(7.5.3). 
 

 
 

Рис. 7.12 
 

Таким образом, уравнение (7.5.3) можно рассматривать как пе-
риодическое движение с частотой ω  и амплитудой, уменьшающейся 
по закону (7.5.5). Быстрота затухания определяется коэффициентом 
затухания δ . Выясним его физический смысл. Возьмём промежуток 

времени τ  такой, что 
δ

=τ 1
. Тогда на основании (7.5.5) имеем 

e

x
exx

m
mm

0
0

1 == − .                             (7.5.6) 

Следовательно, обратная величина коэффициента затухания есть 
время, в течение которого амплитуда уменьшается в e раз (рис. 7.13). 

 
 

 
 

Рис. 7.13 

t 
τ  O 

e

xm0
 

0mx

mx  
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Быстроту затухания колебаний принято характеризовать лога-
рифмическим декрементом затухания, который численно равен нату-
ральному логарифму отношения двух мгновенных амплитуд, отли-

чающихся во времени на период 
ω
π= 2

T  

( )Ttm

mt

x

x

+
=λ ln .                                (7.5.7) 

Другими словами, декремент затухания характеризует относи-
тельную убыль амплитуды затухающих колебаний за период. С учётом 
выражения (7.5.5) найдём 

( ) Te
ex

ex T
Tt

m

t
m δ===λ δ

+δ−

δ−

lnln
0

0 .                      (7.5.8) 

Учитывая то, что коэффициент затухания 
τ

=δ 1
, обратно пропор-

ционален времени τ , за которое амплитуда колебаний уменьшается в 
e раз, найдём 

eN

T 1=
τ

=λ ,                                      (7.5.9) 

где eN  – число полных колебаний, совершив которые, амплитуда 

уменьшается в e раз. 
Для характеристики затухания колебательной системы часто 

применяется величина Q , называемая добротностью, которая опре-

деляет относительную убыль энергии за период, подобно тому, как 
декремент затухания определяет относительную убыль амплитуды. 

Можно показать, что добротность обратно пропорциональна ло-
гарифмическому декременту затухания 

λ
π=Q .                                             (7.5.10) 

Так как 
eN

1=λ , то  

eNQ π= .                                           (7.5.11) 

Из определения добротности следует: чем больше затухание в 
системе ( δ  и λ ), тем меньше время затухания τ  и число колебаний 

eN , совершив которые, амплитуда уменьшается в e раз, и тем меньше 

величина добротности Q . 
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2. Пусть коэффициент сопротивления больше удвоенного волно-
вого сопротивления: ρ> 2r  или 0ω>δ . Учитывая, что период зату-

хающих колебаний 
22

0

22

δ−ω

π=
ω
π=T , то даже при 0ω→δ , ∞→T , 

движение маятника перестаёт быть периодическим. Можно показать, 
что решение дифференциального уравнения (7.5.2) имеет вид 

t
m texx δ−=

0
. 

Движение маятника носит апериодический характер, т.е. выве-
денный из положения равновесия маятник (при 0=t :

0mxx = , 0v = ) 

медленно возвращается в положение равновесия (рис. 7.14). Если та-
кому маятнику, находящемуся в положении равновесия при  0=t , 
сообщить скорость, то его движение будет иметь вид, показанный на 
рис. 7.15. Апериодическое движение используется в различных успо-
коительных устройствах механических систем, где осуществляется так 
называемое демпфирование. 

 
 

  
Рис. 7.14 

 

 
Рис. 7.15 

 

 
7.6. ПОНЯТИЕ О МЕТОДЕ ВЕКТОРНЫХ ДИАГРАММ 

 

Решение многих задач в теории колебаний значительно облегча-
ется и становится более наглядным, если колебания изображать гра-
фически на плоскости в виде вращающихся векторов. Такой способ 
представления колебаний называется методом векторных диаграмм. 

Пусть гармоническое колебание задано уравнением 

( )0cos ϕ+ω= txx m .                              (7.6.1) 
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Рис.7.16 
 

Проведём на плоскости прямую линию OP и построим вектор 

mx , численно равный амплитуде mx  и направленный из точки О под 

углом 0ϕ  к опорной линии OP (рис. 7.16).  

Проекция вектора mx  на опорную линию OP равна 

000 cos ==ϕ= tm xxx , 

т.е. равна мгновенному смещению точки от положения равновесия в 
начальный момент времени. Пусть вектор mx  вращается против часо-

вой стрелки с угловой скоростью ω  вокруг точки О. В произвольный 
момент времени t  вектор mx  повернётся на угол ωt и займёт положе-

ние, при котором его проекция на опорную линию OP равна 

( )0cos ϕ+ω= txx m , 

т.е. мы получили уравнение колебаний (7.6.1). Следовательно, при 
вращении вектора mx , равного амплитуде колебаний с частотой ω , 

его проекция на опорную линию изменяется по гармоническому зако-
ну. Представление колебания в виде вращающегося вектора, проекция 
которого на опорную линию изменяется по гармоническому закону, и 
составляет суть метода векторных диаграмм. 

 
7.7 СЛОЖЕНИЕ ДВУХ ГАРМОНИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ,  

НАПРАВЛЕННЫХ ПО ОДНОЙ ПРЯМОЙ 
 

Часто, материальная точка участвует не в одном, а в нескольких 
гармонических колебаниях. Пусть имеется маятник m на пружине жё-
сткостью k, установленный на опоре AB, которая сама может совер-
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шать колебания в том же направлении благо-
даря наличию двух пружин (рис. 7.17). Отно-
сительно неподвижной лабораторной систе-
мы отсчёта маятник участвует в двух колеба-
тельных вертикальных движениях: относи-
тельно подставки AB и вместе с подставкой. 
Результирующее движение шарика относи-
тельно неподвижной системы отсчёта будет 
складываться из колебаний подставки AB и 
колебаний шарика относительно последней. 

1. Рассмотрим частный случай сложения 
однонаправленных колебаний одинаковых частот, т.е. колебания маят-
ника и подставки имеют равные частоты, но произвольные амплитуды 
и начальные фазы 

( )101 cos
1

ϕ+ω= txx m , 

 ( )202 cos
2

ϕ+ω= txx m .                                 (7.7.1) 

 

 
 

Рис.7.18 
 

Так как колебания совершаются вдоль одной прямой, то мгновен-
ное смещение маятника от положения равновесия относительно не-
подвижной системы отсчёта равно 21 xxx += . Предположим, что ре-

зультирующее колебание маятника имеет вид 
( )ϕ+ω=+= txxxx m cos21 , 

где mx  – амплитуда результирующего колебания; ω – его круговая 

частота; ϕ  – начальная фаза. Для нахождения этих величин восполь-

зуемся методом векторных диаграмм (рис. 7.18). Построим векторную  
диаграмму двух  колебаний (7.7.1) для момента времени 0=t . Проек-

 
Рис. 7.17 
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ции векторов 
1mx  и 

2mx  на опорную линию определяют смещение 

маятника 01x  и 02x  при 0=t . Так как векторы 
1mx  и 

2mx  вращаются 

с одинаковой угловой скоростью 0ω , то угол ( )12 ϕ−ϕ  между ними 

остаётся неизменным. Поэтому в любой момент времени результи-
рующее колебание может быть изображено вектором 

21 mmm xxx += , 

вращающимся с той же частотой 0ω=ω . Проекция этого вектора  на 

опорную линию равна результирующему смещению маятника в на-
чальный момент времени 

02010 xxx += . 

Учитывая, что все три вектора вращаются с одинаковой скоро-
стью, легко понять, что проекции этих векторов на опорную линию 
связаны соотношением 21 xxx += . Следовательно, результирующее 

движение маятника описывается уравнением 
( )ϕ+ω= txx m 0cos . 

С помощью векторной диаграммы без использования громоздких 
тригонометрических преобразований легко найти амплитуду резуль-
тирующего колебания 

( )12
222 cos2

2121
ϕ−ϕ++= mmmmm xxxxx .             (7.7.2) 

Векторная диаграмма позволит определить и начальную фазу ре-
зультирующего колебания 

21

21

0201 coscos

sinsin
tg

21

21

ϕ+ϕ
ϕ+ϕ

=
+
+=ϕ

mm

mm

xx

xx

xx

NMLN
.                 (7.7.3) 

Из выражения (7.7.2) следует, что результирующая амплитуда за-
висит не только от амплитуд складываемых колебаний, но и от их раз-
ности начальных фаз )( 12 ϕ−ϕ . Колебания одинаковых частот, раз-

ность начальных фаз которых постоянна или равна нулю, называются 
когерентными. Исследуем, как зависит амплитуда результирующего 
колебания от разности начальных фаз складываемых когерентных ко-
лебаний. 

а) Пусть разность начальных фаз складываемых колебаний равна 
четному числу π  

 π=ϕ−ϕ n212 ,                                        (7.7.4) 

где n = 0, 1, 2, 3,…, т.е. складываемые колебания синфазные. Для этого 
необходимо пружинный маятник (рис. 7.17) в начальный момент сме-
стить от положения равновесия по отношению к подставке вниз на 
величину 

1mx  и сместить саму подставку относительно неподвижной 
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системы координат в том же направлении на величину 
2mx , а затем 

отпустить. Учитывая выражение (7.7.4), получим ( ) 1cos 12 =ϕ−ϕ . 

Следовательно, согласно формуле (7.7.2), найдём амплитуду результи-
рующего колебания маятника 

( )2222
212121

2 mmmmmmm xxxxxxx +=++=  или 
21 mmm xxx += .         (7.7.5) 

Таким образом, если разность фаз двух складываемых когерент-
ных однонаправленных колебаний равна чётному числу π , то амплиту-
да результирующего колебания равна сумме амплитуд складываемых 
колебаний. На рис. 7.19 приведены графики колебаний 1x  и 2x , а также 

временная диаграмма результирующего колебания x . На рис. 7.20 при-
ведена векторная диаграмма сложения двух когерентных колебаний 
при π=ϕ−ϕ n212 . 

б) Пусть разность начальных фаз двух когерентных колебаний 
равна нечётному числу π  

( )π−=ϕ−ϕ 1212 n ,                                 (7.7.6) 

 

 
 

Рис. 7.19 
 
 

 
 

Рис. 7.20 
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где n = 1, 2, 3,…, т.е. складываемые колебания находятся в противофа-
зе. Для этого необходимо пружинный маятник (рис. 7.17) в начальный 
момент сместить вниз по отношению к подставке на величину 

1mx , а 

саму подставку сместить вверх относительно неподвижной системы 
координат на величину 

2mx  и отпустить. Учитывая выражение (7.7.6), 

получим ( ) 1cos 12 −=ϕ−ϕ . Следовательно, согласно формуле (7.7.2) 

найдём амплитуду результирующего колебания маятника относитель-
но неподвижной системы отсчёта 

2222
212121

2 mmmmmmm xxxxxxx −=−+=  или 
21 mmm xxx −= .      (7.7.7) 

В частном случае при 
21 mm xx = имеем 0=mx . Таким образом, если 

разность начальных фаз двух когерентных однонаправленных колебаний 
равна нечётному числу π , то амплитуда результирующего колебания 
равна разности амплитуд складываемых колебаний. На рис. 7.21 пока-
заны временные диаграммы колебаний 1x , 2x  и x . На рис. 7.22 пока-

зана векторная диаграмма всех трёх колебаний. 
Таким образом, в зависимости от разности фаз двух когерентных 

колебаний, амплитуда результирующего колебания может быть за-
ключена в пределах 

2121 mmmmm xxxxx +≤≤− .                             (7.7.8) 

 

 
Рис. 7.21 

 
 

 
 

Рис. 7.22 
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В частном случае при 
21 mm xx =  имеем 

1
20 mm xx ≤≤ .  

2. Рассмотрим другой важный случай сложения двух колебаний, 
направленных по одной прямой, но незначительно отличающихся по 
частоте. Такие колебания будут некогерентными. Колебания шарика 
(рис. 7.17) относительно подставки совершаются с частотой ω , а ко-
лебания подставки с частотой ( )ω∆+ω  

txx m ω= cos
11 , 

( )txx m ω∆+ω= cos
22 .                             (7.7.9) 

 

 
 

Рис. 7.23 
 

Для простоты будем считать, что амплитуды колебаний одинако-
вы: mmm xxx ==

21
. Дадим анализ сложения указанных колебаний на 

основе векторной диаграммы (рис. 7.23). Пусть в начальный момент 
времени векторы 

1mx  и 
2mx  совпадают по фазе, и амплитуда резуль-

тирующего колебания максимальна и равна: mmmр xxxx 2
210

=+= . 

Вектор 
0р

x  при 0=t  совпадает с опорной линией OP. В силу того, 

что частоты складываемых колебаний различны, то векторы 
1mx  и 

2mx  рассматриваемых колебаний на векторной диаграмме вращаются 

с различной скоростью, поэтому результирующая амплитуда рx  с те-

чением времени будет уменьшаться ( 0pp xx < ). Наступит такой мо-

мент, когда разность фаз между колебаниями будет равна π=ϕ , и 

результирующая амплитуда будет равна 0
21

=−= mmр xxx . Далее раз-

ность фаз между рассматриваемыми колебаниями будет возрастать до 
π=ϕ 2 , и амплитуда результирующего колебания снова будет равна 

00 2 mр xx = . Далее изменение результирующей амплитуды будет по-

вторяться. Такое периодическое изменение амплитуды результирую-
щего колебания при сложении колебаний с близкими частотами назы-
вается биениями. 
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Временную диаграмму биений можно получить, теоретически 
сложив уравнения (7.7.9) 

ttxxxx m ωω∆=+= cos
2

cos221 . 

Это уравнение можно рассматривать как колебание с частотой ω , 

у которого амплитуда )
2

cos2( txm
ω∆

 периодически изменяется с тече-

нием времени (рис. 7.24). Период биений равен 
ω∆
π= 2

бT . 

3. Рассмотрим ещё один случай сложения однонаправленных ко-
лебаний с кратными частотами, например ω=ω1 , ω=ω 32 . На рисун-

ке 7.25 показаны временные диаграммы этих колебаний и построение 
результирующего колебания 

 
 

 
 

Рис. 7.24 
 

 
 

Рис. 7.25 
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txtxxxx mm ω+ω=+= 3sinsin
2121 . 

Легко видеть, что при сложении гармонических колебаний с 
кратными частотами образуется негармоническое, но периодическое 
колебание. Справедлива обратная теорема: любое негармоническое 
периодическое колебание может быть представлено как сумма гар-
монических колебаний с кратными частотами (теорема Фурье). 

 
7.8. СЛОЖЕНИЕ ДВУХ ВЗАИМНО ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫХ  

КОЛЕБАНИЙ 
 

Существует ряд явлений, при которых тело может участвовать 
одновременно в двух колебаниях, совершающихся по взаимно перпен-
дикулярным направлениям. Например, пусть математический маятник 
(массивный шар, подвешенный на нити) совершает колебания вдоль 
оси x. Если во время движения шара ударить его киянкой в направле-
нии, перпендикулярном к оси x, то в зависимости от момента удара и 
его величины, маятник в плоскости xoy может описывать прямую ли-
нию, эллипс или окружность. 

Рассмотрим сложение двух взаимно перпендикулярных колеба-
ний одинаковой частоты ω=ω=ω 21 , но различных амплитуд mx  и 

my . Допустим, что рассматриваемые колебания имеют разность на-

чальных фаз δ , т.е. 
txx m ω= sin ,                                         (7.8.1) 

( )δ+ω= tyy msin .                                     (7.8.2) 

Для нахождения траектории движения маятника в плоскости xoy  

исключим из данных уравнений время t. Из выражения (7.8.2) найдём 

δω+δω= sincoscossin tt
y

y

m

.                           (7.8.3) 

Из формулы (7.8.1) найдём 

mx

x
t =ωsin ;   

2

2

1cos
mx

x
t −=ω . 

Подставив эти величины в выражение (7.8.3), получим 

δ−+δ= sin1cos
2

2

mmm x

x

x

x

y

y
  или  δ−=δ− sin1cos

2

2

mmm x

x

x

x

y

y
. 

Возведя данное выражение в квадрат, найдём уравнение траектории 

δ=+δ− 2
2

2

2

2

sincos2
mmmm y

y

yx

xy

x

x
.                          (7.8.4) 
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Данное выражение является неканоническим уравнением эллип-
са. При этом главные полуоси эллипса не совпадают с осями коорди-
нат. Рассмотрим некоторые частные случаи сложения двух взаимно 
перпендикулярных колебаний одинаковых частот. 

 

δ 0 
4

π
 

2

π
 

1
2

1 =
ω
ω

 

 
а) 

 
б) 

 
в) 

π
4

3
 

 
 
г) 
 

 
π  

 
 

д) 
 

Рис. 7.26 
 

1. Пусть разность фаз складываемых колебаний равна 0=δ . То-
гда из уравнения (7.8.4) получим 

0
2

=









−

mm y

y

x

x
  или  x

x

y
y

m

m= ,                          (7.8.5) 

т.е. траектория результирующего движения является прямой линией 
(рис. 7.26, а). При этом угол наклона траектории к оси x равен 

m

m

x

y
=ϕtg . 

Если mm xy = , то o45=ϕ . Чтобы наблюдать данный случай экс-

периментально, необходимо шар математического маятника, движу-
щегося по оси x ударить киянкой в направлении, перпендикулярном 
скорости, когда он проходит положение равновесия. 
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2. Пусть разность фаз взаимно перпендикулярных колебаний 

4

π=δ . Из уравнения (7.8.4) получим 

2

1
2

2

2

2

2

=+−
mmmm y

y

yx

xy

x

x
.                            (7.8.6) 

Следовательно, уравнение движения маятника представляет со-
бой эллипс (рис. 7.26, б), полуоси которого не совпадают с осями ко-
ординат. Для экспериментального наблюдения данного явления необ-
ходимо осуществить удар перпендикулярно к его движению в момент, 
когда смещение x маятника удовлетворяет условию mxx <<0 . 

3. Допустим, что 
2

π=δ . Из выражения (7.8.4) получим 

1
2

2

2

2

=+
mm y

y

x

x
,                                           (7.8.7) 

т.е. уравнение траектории представляет собой эллипс, главные полу-
оси которого совпадают с осями координат и равны соответственно 

mx  и my  (рис. 7.26, в). Если будет справедливо дополнительное усло-

вие равенства амплитуд складываемых колебаний mm yx = , то траек-
тория будет представлять собой окружность. Для наблюдения этого 
явления опытным путём удар необходимо осуществить в момент, ко-
гда маятник имеет максимальное смещение от положения равновесия. 

4. При π=δ
4

3
 уравнение траектории имеет вид 

2

1
2

2

2

2

2

=++
mmmm y

y

yx

xy

x

x
.                               (7.8.8) 

Траектория движения изображена на рис. 7.26, г. 
5. При π=δ  из (7.8.4) получим 

0
2

=









+

mm y

y

x

x
   или   x

x

y
y

m

m−= .                      (7.8.9) 

Траектория движения вырождается в прямую линию (рис. 7.26, д), 

причём 
m

m

x

y−=ϕtg . В частном случае, при mm yx =  ϕ = 135°. Можно 

показать, что при π=δ
4

5
 траектория будет такой же, что и при 

π=δ
4

3
, но направление обхода будет противоположным. При π=δ

2

3
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траектория аналогична той, что и при 
2

π=δ . При π=δ 2  траектория 

аналогична той, что и при 0=δ . Далее всё будет повторяться. Таким 
образом, при сложении двух взаимно перпендикулярных колебаний 
одинаковых частот образуется результирующее движение по эллипсу, 
который может вырождаться в окружность или прямую линию. 

При сложении двух взаимно перпендикулярных колебаний крат-
ных частот получаются более сложные траектории результирующего 
движения, которые называют фигурами Лиссажу. Пусть имеются два 
колебания с частотами ω  и ω2  

txx m ω= 2cos ,                                   (7.8.10) 

tyy m ω= cos .                                     (7.8.11) 
Последнее выражение можно представить в виде 

2

2cos1 t
yy m

ω+= , откуда найдём 

tyyy mm ω=− 2cos2 222 .                             (7.8.12) 
Разделив (7.8.12) на (7.8.10), получим 

m

mm

x

y

x

yy 2222 =−
   или   mmmm xyxyyx 2222 =− .                  (7.8.13) 

Это уравнение параболы. 
 

7.9. ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ 
 

Под вынужденными колебаниями понимают колебания, возни-
кающие в какой-либо системе под действием переменной внешней 
силы. Это, например, могут быть колебания механической конструк-
ции под действием переменной нагрузки, колебания мембраны теле-
фона под действием переменного магнитного поля и т.д. 

Для экспериментального исследования вынужденных колебаний 
можно использовать установку (рис. 7.27), состоящую их двух маятни-
ков: ведущего с массивным грузом М и ведомого, выполненного в ви-
де лёгкого стержня длиной 0l . Маятники вблизи точек подвеса соеди-
нены лёгкой пружиной с малой жёсткостью. Маятник с массивным 
грузом имеет достаточно большую добротность, и время его затухания 
составляет несколько минут. Ведомый маятник обладает малой доб-
ротностью, и время его затухания составляет несколько секунд. Ведо-
мый маятник имеет постоянную собственную частоту колебаний, ко-
торая определяется формулой (7.4.5) 

0
0 2

3

l

g=ω .                                         (7.9.1) 
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l

M

l0

 
 

Рис. 7.27 
 

Частота же колебаний ведущего маятника может изменяться бла-
годаря перемещению груза М, т.е. благодаря изменению его длины l. 
Если ведущему маятнику предоставить возможность совершать сво-
бодные колебания, то благодаря слабой связи, ведомый маятник со-
вершает вынужденные колебания под действием внешней периодиче-
ской силы. Следует отметить, что в начальный момент времени выну-
жденные колебания происходят с периодически изменяющейся ампли-
тудой, а затем становятся устойчивыми, и амплитуда остаётся неиз-
менной. Объясняется это тем, что в начальный момент времени коле-
бания ведомого маятника складываются из собственных колебаний 
частоты 0ω  и вынужденных колебаний с частотой 

l

g=ω .                                            (7.9.2) 

Если разность этих частот невелика, то результирующее движе-
ние ведомого маятника в начальный момент представляет собой бие-
ния. Но так как собственные колебания ведомого маятника достаточно 
быстро затухают, то в последующем, вынужденные колебания стано-
вятся устойчивыми и имеют постоянную амплитуду. 

Исследуем, как зависит амплитуда вынужденных установившихся 
колебаний от частоты вынуждающей силы. 

а) Устанавливают груз М ведущего маятника на максимальном 
расстоянии l от оси подвеса, т.е. 0ll ≥ . Согласно формулам (7.9.1) и 

(7.9.2), частота вынуждающей силы будет меньше собственной часто-
ты колебаний ведомого маятника ( )0ω<ω . Из опыта следует, что ам-

плитуда вынужденных колебаний ведомого маятника невелика. При 
этом фазы колебаний маятников совпадают, т.е. фаза вынужденных 
колебаний совпадает по фазе с вынуждающей силой. 

б) Устанавливают груз М ведущего маятника на минимальном 
расстоянии от оси подвеса. Так как 0ll << , то частота внешней перио-
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дической силы будет больше собственной частоты колебаний ведомо-
го маятника ( )0ω>ω . Наблюдая за установившимися колебаниями 

маятника, отмечают, что их амплитуда невелика, но маятники совер-
шают колебания в противофазе. Следовательно, вынужденные колеба-
ния отстают по фазе от изменения внешней силы на π . 

в) Устанавливают груз М ведущего маятника на расстоянии 

03

2
ll =  от оси подвеса. В этом случае частота внешней периодической 

силы будет совпадать с собственной частотой ведомого маятника. Из 
опыта следует, что амплитуда вынужденных колебаний достигает мак-
симального значения, т.е. наступает резонанс. При этом вынужденные 

колебания отстают по фазе от изменения внешней силы на 
2

π
. 

Теоретический анализ вынужденных колебаний дадим на приме-
ре рассмотрения пружинного маятника, на который, кроме силы упру-
гости kxF −=1  и силы вязкого трения v2 rF −= , действует ещё внеш-

няя сила, изменяющаяся по гармоническому закону 
tFF ω= sin0 .                                        (7.9.3) 

Дифференциальное уравнение движения маятника имеет вид 

tFkx
dt

dx
r

dt

xd
m ω=++ sin02

2

 или t
m

F
x

m

k

dt

dx

m

r

dt

xd ω=++ sin0
2

2

.     (7.9.4) 

Учитывая, что δ=
m

r

2
 и 2

0ω=
m

k
, получим 

t
m

F
x

dt

dx

dt

xd ω=ω+δ+ sin2 02
02

2

.                           (7.9.5) 

Решение этого уравнения в установившемся режиме будет иметь 
вид 

( )ϕ−ω= txx msin ,                                          (7.9.6) 

где mx  – амплитуда вынужденных колебаний; ω  – частота вынужден-

ных колебаний; ϕ  – разность фаз между мгновенным смещением вы-

нужденных колебаний и периодической силы (7.9.3). 
Убедимся в правильности выбранного решения. Для этого про-

дифференцируем выражение (7.9.6) по времени 

( ) 






 π+ϕ−ωω=ϕ−ωω=
2

sincos txtx
dt

dx
mm , 

( )ϕ−ωω−= tx
dt

xd
msin2

2

2

. 
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Подставляя эти выражения в уравнение (7.9.5), получим 

( ) ( ) t
m

F
txtx mm ω=







 π+ϕ−ωδω+ϕ−ωω−ω sin
2

sin2sin 022
0 . 

Для анализа этого тождества воспользуемся векторной диаграм-
мой (рис.7.28). На основании теоремы Пифагора получим 

( ) 2222222
02

2
0 4 mm xx

m

F ωδ+ω−ω= ,  или   ( ) 222222
02

2
0 4 mx

m

F




 ωδ+ω−ω= . 

Откуда найдём амплитуду вынужденных колебаний 

( ) 22222
0

0

4 ωδ+ω−ω
=

m

F
xm .                        (7.9.7) 

Из векторной диаграммы легко найти фазу вынужденных колебаний 

               
22

0

2
tg

ω−ω
δω=ϕ .                                 (7.9.8) 

Исследуем зависимость амплитуды mx  вынужденных колебаний 

от частоты ω  вынуждающей силы. Из формулы (7.9.7) следует, что 

при 0→ω , 
2
0

0
0 ω

=
m

F
xm  – это статическое отклонение точки от поло-

жения равновесия под действием амплитуды силы 0F . При ∞→ω  

имеем 0→mx . При 0ω=ω  имеет место резонанс 

m

F
xmp δω

=
2

0 , 

т.е. амплитуда вынужденных колебаний достигает максимального зна-
чения. На рис. 7.29 показана зависимость амплитуды вынужденных 
колебаний mx  от частоты ω  вынуждающей силы. При увеличении 

добротности колебательной системы 12 QQ > , резонанс проявляется 

более отчётливо и с большей амплитудой mpx . 

 

 
 

 

Рис. 7.28 
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Рис. 7.29 Рис. 7.30 
 
На рисунке 7.30 показана теоретическая зависимость фазы ϕ  вы-

нужденных колебаний от частоты ω  вынуждающей силы, которая 
следует из формулы (7.9.8). Из рисунка следует, что при 0→ω , фаза 
вынужденных колебаний 0=ϕ , при ∞→ω , π=ϕ , а при резонансе 

0ω=ω , 
2

π=ϕ , что подтверждается выше описанным экспериментом. 

 
7.10. МЕХАНИЧЕСКИЕ АВТОКОЛЕБАНИЯ 

 

К автоколебательным системам относится широкий класс уст-
ройств различной физической природы: от простейших часовых меха-
низмов до оптических квантовых генераторов (лазеров). Проблема 
состоит в том, чтобы получить незатухающие колебания. Свободные 
незатухающие колебания могут существовать лишь в системах, где 
отсутствуют потери энергии. Но в природе таких идеальных систем 
нет. Очевидно, для того, чтобы колебания, например, математического 
маятника были незатухающими, его необходимо периодически под-
талкивать, т.е. сообщать ему некоторые порции энергии для компенса-
ции потерь на трение. При этом направление толчков должно совпа-
дать с направлением движения маятника в момент создания толчка. 
Для того, чтобы колебания маятника меньше отличались от гармони-
ческих, подталкивания необходимо производить один или два раза за 
период. Очевидно, чтобы колебания маятника были незатухающими, 
т.е. имели постоянную амплитуду, необходимо, чтобы порции энер-
гии, поступающие к маятнику за время, равное периоду колебаний, 
были равны потерям энергии за тот же промежуток времени.  

Таким образом, для получения незатухающих колебаний необхо-
димо выполнение двух условий: 1) порции энергии, поступающие от 
источника энергии к колебательной системе, должны полностью ком-
пенсировать потери энергии в ней за тот же промежуток времени (ус-
ловие баланса амплитуд); 2) необходимо, чтобы моменты поступления 
порций энергии в колебательную систему были согласованы с колеба-
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ниями самой системы (условие баланса фаз). Устройство, с помощью 
которого получают незатухающие колебания, характеризуется тем, что 
колебательная система с потерями, входящая в это устройство, «само-
стоятельно», т.е. автоматически, управляет процессом поступления 
энергии от источника к самой системе в узком смысле этого слова. 
Поэтому подобные устройства называют автоколебательными. Авто-
матическое поступление порций энергии, которые регламентированы 
по величине и согласованы с колебаниями самой системы, достигается 
использованием специальных регуляторов или клапанов. 

Рассмотрим работу часового механизма. Его основными элемен-
тами являются: 1) колебательная система, обладающая потерями энер-
гии – маятник; 2) источник энергии – груз, поднятый над землей, при-
водящий во вращение храповое колесо; 3) устройство, регулирующее 
поступление энергии от вращающегося храпового колеса к маятнику – 
анкер (рис.7.31). Рычаги анкера жёстко скреплены с маятником. Бла-
годаря этому, при колебаниях маятника поверхности a и b скосов ан-
кера периодически входят в зацепление с зубьями храпового колеса, 
т.е. маятник самостоятельно управляет положением поверхностей a и 
b скосов анкера по отношению к зубьям колеса. 

В первый полупериод, когда маятник движется влево (рис. 7.31, а), 

зуб храпового колеса давит с силой 1F  перпендикулярно к поверхно-

сти a скоса анкера. Так как момент силы 1F  относительно оси подвеса 

маятника отличается от нуля, то в течение первого полупериода коле-
баний, зуб колеса, проскальзывая по поверхности a скоса анкера, под- 
 

 
 

а)                            б) 
 

Рис. 7.31 
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нимает его вверх и тем самым подталкивает маятник по ходу движения. 
Во второй полупериод, когда маятник движется вправо (рис. 7.31, б), в 
зацепление с зубом храпового колеса входит поверхность b анкера. Но 
эта поверхность является цилиндрической, ось которой совпадает с 

осью подвеса маятника. Так как линия действия силы 2F , действую-

щая со стороны зуба колеса на поверхность анкера, проходит через ось 
подвеса маятника, то её вращающий момент относительно оси равен 
нулю. Следовательно, если отвлечься от трения между зубом храпово-
го колеса и поверхностью b анкера, то маятник в течение второго по-
лупериода колебаний движется свободно, и энергия ему не сообщает-
ся, груз и храповое колесо при этом находятся в покое. 

Таким образом, маятник, управляя анкером, один раз за период 
получает энергию, открывая и закрывая в нужный момент доступ 
энергии от храпового колеса, которое приводится в движение грузом. 

Проведённый анализ работы часового механизма является при-

ближённым. Во-первых, момент силы 1F , действующей на маятник со 

стороны храпового колеса, в первый полупериод не является постоян-
ным. Этот момент силы нелинейно зависит от угла поворота маятника, 
вследствие чего за каждый период колебаний маятника на него дейст-
вует один кратковременный толчок в направлении движения. Во-
вторых, при движении маятника во второй полупериод зуб храпового 
колеса, проскальзывая по поверхности b анкера, создаёт дополнитель-
ное трение, а следовательно, и дополнительные потери по сравнению 
со свободными колебаниями. 

 
7.11. РЕЛАКСАЦИОННЫЕ КОЛЕБАНИЯ 

 

Особый важный случай незатухающих колебаний представляют 
разрывные колебания, которые часто называют релаксационными. Ме-
ханическим примером является полый, открытый сверху цилиндр B 
(рис. 7.32), способный вращаться вокруг горизонтальной оси OO ′ .  
У пустого цилиндра центр тяжести лежит ниже оси OO ′ , для чего ко 
дну цилиндра прикрепляют небольшой груз, создавая тем самым ус-
тойчивое положение равновесия. Когда же уровень жидкости в цилин-
дре повышается вследствие наполнения его водой через трубку Т, 
центр тяжести повышается, равновесие становится неустойчивым и 
цилиндр опрокидывается. Быстро опрокидываясь, цилиндр возвраща-
ется в исходное положение. После этого процесс повторяется. Перио- 
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Рис. 7.32 Рис. 7.33 
 
дичность релаксационных колебаний зависит от ёмкости цилиндра и 
скорости подачи воды. Уровень жидкости в сосуде изменяется так, что 
его график имеет характерную пилообразную форму (рис. 7.33): 1τ  – 

время заполнения цилиндра водой, ( )12 τ−τ  – время опорожнения ци-

линдра. 
 

  
      

а) 

  
 

б) 

 
 
в) 

 
Рис. 7.34 

 
Другим примером механических релаксационных колебаний яв-

ляется так называемый сосуд Тантала (рис. 7.34). Пока уровень жидко-
сти в сосуде мал (рис. 7.34, а), сифон не заполнен жидкостью, и уро-
вень жидкости h повышается по линейному закону. Когда же уровень 
жидкости достигает максимальной высоты mh  (рис. 7.34, б), сифон 

начинает действовать, и уровень жидкости быстро падает до значения 

0h  (рис. 7.34, в). После этого процесс повторяется. 

 
7.12. ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ 

 

Под параметрическим возбуждением понимают такой вид возбу-
ждения колебаний, когда внешняя периодическая сила действует не на 
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колебательную систему, а только изменяет периодически один из её 
параметров. Так, параметрами математического маятника являются его 
длина l и ускорение свободного падения g, так как эти величины опре-
деляют период его колебаний. Следовательно, возможны два основных 
способа возбуждения параметрических колебаний математического 
маятника: путём изменения его длины или путём изменения веса маят-
ника. Возможно и смешанное возбуждение, при котором оба парамет-
ра изменяются одновременно. Примером параметрических колебаний 
является раскачивание качелей. 

1. Простейшая установка для воз-
буждения параметрических колебаний 
показана на рис. 7.35. Маятник, кото-
рый по своим параметрам близок к ма-
тематическому, представляет собой 
стальной шар, подвешенный на лёгкой 
нити. Под маятником установлен элек-
тромагнит, создающий сильное маг-
нитное поле. Вследствие того, что па-
раметрический резонанс наступает при 
наличии начальных колебаний, перед 
проведением опыта необходимо при-
вести маятник в колебание с малой ам-

плитудой. После этого, при полностью отклонённом маятнике от по-
ложения равновесия с помощью ключа S, включают ток в обмотке 
электромагнита на время, равное четверти периода колебаний, а при 
прохождении им положения равновесия, ток в обмотке отключают на 
то же самое время. Другими словами, при приближении маятника к 
положению равновесия вследствие действия магнитного поля, вес ма-
ятника увеличивается, а при удалении маятника от положения равно-
весия, этого не происходит – вес остаётся прежним. 

Таким образом, частота изменения тока в обмотке должна быть в 
два раза больше собственной частоты колебаний системы. Возникаю-
щее магнитное поле периодически увеличивает притяжение стального 
шарика к электромагниту, что эквивалентно периодическому измене-
нию силы тяжести, действующей на него, т.е. изменению одного из 
параметров колебательной системы. Если работа внешних сил по уве-
личению силы тяжести за период окажется больше, чем потери энер-
гии маятника за тот же промежуток времени, то энергия маятника с 
течением времени будет возрастать, а, следовательно, и амплитуда 
колебаний будет увеличиваться. Если энергия, сообщаемая маятнику 
за период, окажется равной потерям энергии за то же время, то коле-
бания маятника становятся незатухающими. 

 
 

Рис. 7.35 
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2. Показать возбуждение пара-
метрических колебаний маятника, 
когда изменяемым параметром явля-
ется его длина, можно с помощью 
установки, изображённой на рис. 7.36. 
Небольшой шар B подвешен на тон-
кой нити длиной 1,5 м. Свободный 
конец нити D переброшен через не-
подвижный блок C. Если свободный 
конец D нити закрепить, а шар откло-
нить в сторону и затем отпустить, то 
маятник будет совершать колебания с 
частотой 0ω , соответствующей длине 

подвеса BCl =0 . Колебания в этом 

случае будут затухающими. Однако если после запуска маятника с не-
большой амплитудой периодически с частотой ω  в два раза большей, 
чем собственная частота колебаний маятника ( )02ω=ω , укорачивать и 

увеличивать на величину l∆  длину подвеса маятника, то амплитуда 
колебаний маятника увеличивается; причём для наступления парамет-
рического резонанса необходимо укорачивать длину подвеса, когда он 
проходит положение равновесия и увеличивать длину, когда он нахо-
дится в крайних точках. 

Рассмотрим возбуждение параметрических колебаний с энергети-
ческой точки зрения. Пусть в начальный момент времени маятник на-
ходится в положении 1 (рис. 7.37) и имеет потенциальную энергию 

01 mgHW = . Через четверть периода колебаний маятник будет нахо- 

 

 
 

Рис. 7.37 

 
 

Рис. 7.36 
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диться в положении 2 и обладать кинетической энергией 
2

v2
0

2
m

W = . 

На основании закона сохранения энергии 21 WW =  найдём скорость 

маятника при прохождении положения равновесия 00 2v gH= . Ко-

гда маятник проходит положение 2 равновесия, укоротим длину маят-
ника на величину l∆  и переведём маятник в положение 3. Так как пе-
ремещение происходит перпендикулярно к скорости, то кинетическая 

энергия маятника не изменяется и равна 
2

v2
0

3
m

W = . За счёт этой энер-

гии при переходе в точку 4 маятник поднимается относительно точки 3 
на высоту 0H  в соответствии с законом сохранения энергии 34 WW = , 

т.е. 
2

v2
0

0
m

mgH = . Но так как длина маятника стала (l0 – ∆l), и она 

меньше 0l , то для поднятия на высоту 0H  маятник должен отклонить-

ся от положения равновесия на угол 0α>α . В момент, когда маятник 

находиться в положении 4, увеличим длину маятника на величину l∆ , 
т.е. восстановим первоначальную длину маятника 0l . Так как в поло-

жении 5 угол 0α>α , то он имеет потенциальную энергию mgHW =5 , 

которая больше, чем 1W . Таким образом, при соответствующем изме-
нении длины маятника амплитуда будет возрастать. 

Подсчитаем работу, совершаемую внешними силами, при укора-
чивании его длины на величину l∆ , т.е. при переводе маятника из по-
ложения 2 в положение 3. При прохождении маятником положения 
равновесия сила натяжения нити Т должна уравновешиваться силой 

тяжести и центробежной силой 
l

m
mgT

2
0v

+= . Следовательно, работа 

внешних сил на участке 2–3 равна 

l
l

m
lmglTA ∆+∆=∆=

2
0

23
v

. 

При увеличении длины маятника на величину l∆  при переводе 
его из положения 4 в положение 5, сила тяжести совершает работу 

lmgA ∆⋅α−= cos45 . 

Легко видеть, что 4523 AA > , т.е. за счёт периодического изме-

нения длины маятника, он получает энергию 4523 AAW +=∆ . Если эта 
энергия будет компенсировать потери энергии на трении, то колебания 
станут незатухающими. 
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7.13. СВЯЗАННЫЕ КОЛЕБАНИЯ 
 
Пусть имеется два математических маятника одинаковой длины l 

связанные лёгкой пружиной с малой жёсткостью k (рис. 7.38). При 
отсутствии указанной связи, каждый маятник имеет собственную час-
тоту колебаний 

l

g=ω0 .                                        (7.13.1) 

Если один из связанных маятников привести в движение, то оба 
маятника совершают достаточно сложные колебания. 

Рассмотрим более простой случай, когда один из связанных маят-
ников закреплён неподвижно, а другой может совершать колебания 
(рис. 7.39). В положении равновесия связанных маятников пружина не 
деформирована. При смещении подвижного маятника от положения 
равновесия на величину x, на него действуют две восстанавливающие 
силы 

α−= tg1 mgF  и kxF −=2 . 

При малых углах отклонения 
l

x=α≈α sintg , получим 

x
l

mg
F −=1 . Следовательно, дифференциальное уравнение движения 

подвижного маятника имеет вид 

212

2

FF
dt

xd
m +=  или 0

2

2

=++ kxx
l

mg

dt

xd
m . 

Разделив на массу, получим 

0
2

2

=






 ++ x
m

k

l

g

dt

xd
.                             (7.13.2) 

 
 

 

 
 

Рис. 7.38 Рис. 7.39 
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Следовательно, один из связанных маятников, когда второй за-
креплён, совершает гармоническое колебание с частотой 

m

k

l

g +=ω .                                     (7.13.3) 

Движение одного из связанных маятников, когда второй маятник 
закреплён неподвижно, называется парциальным движением, а частота 

ω  называется парциальной частотой, причём 0ω>ω . 

Существует два способа приведения связанных маятников в ко-
лебания, при которых они имеют одинаковые частоты и равные ам-
плитуды.  

Первый способ: в начальный момент отклоняют в одном направ-

лении оба маятника от положения равновесия на величину mx  и от-

пускают (рис. 7.40). Так как во время движения пружина остаётся не-
деформированной, то частота колебаний маятников равна 

l

g=ω1 ,                                       (7.13.4) 

т.е. 01 ω=ω . Колебания маятников имеют одинаковые фазы, т.е. они 

являются синфазными, и имеют одинаковые амплитуды mx . Уравне-

ния движения маятников имеют вид 

txx m 11 cosω=′ , txx m 12 cosω=′ . 

Второй способ: отклоняют маятники от положения равновесия на 

одинаковую величину mx , но в противоположные стороны и отпуска-

ют. Другими словами, предоставляют маятникам возможность совер-
шать колебания с разностью фаз π , т.е. противофазно (рис. 7.41). При 
таких колебаниях связанных маятников пружина периодически де-
формируется на величину вдвое большую, чем при парциальных коле-
баниях. Вследствие этого частоты связанных противофазных колеба-
ний будут равны 

m

k

l

g 2
2 +=ω ,                                     (7.13.5) 

т.е. 12 ω>ω , а уравнения имеют вид 

txx m 21 cosω=′′ , txx m 22 cosω−=′′ . 
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Рис. 7.40 Рис. 7.41 
 
Рассмотренные два вида движения связанных маятников, при ко-

торых их частота и амплитуда одинаковы, называются нормальными 
колебаниями или модами движения. Частоты 1ω  и 2ω , соответствую-

щие двум модам движения, называются нормальными частотами. 
Число различных типов нормальных колебаний и соответствую-

щих им частот равно числу степеней свободы колебательной системы. 
В связи с этим, в изучаемой системе двух связанных маятников других 
типов нормальных колебаний, кроме двух рассмотренных выше, нет. 

Покажем, что любое сложное колебание двух связанных маятни-
ков можно представить как суперпозицию их нормальных мод. Приве-
дём в колебание один из связанных маятников ударом киянки. Отме-
чают, что с течением времени и второй маятник начинает постепенно 
раскачиваться. Амплитуда колебаний первого маятника при этом 
 

x1

x2

 
Рис. 7.42 
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уменьшается, и он совсем останавливается, в то время как амплитуда 
колебаний второго достигает максимального значения (рис. 7.42). По-
том колебания второго маятника угасают, а амплитуда колебаний пер-
вого достигает максимального значения. Далее процесс повторяется. 
Другими словами, амплитуда каждого маятника изменяется точно так 
же, как при биениях, возникающих при сложении двух колебаний 
близких частот (см. разд. 7.7). Такое поведение колебательной системы 
связанных маятников можно понять, обращаясь к нормальным модам. 
При возбуждении одного из связанных маятников ударом киянки, ка-
ждый маятник участвует в двух движениях с частотами 1ω  и 2ω , на-

ходящимися в определённой относительной фазе. Но поскольку нор-
мальные частоты 1ω  и 2ω  отличаются друг от друга, то изменяется и 

относительная фаза нормальных колебаний. Когда для первого (второ-
го) маятника нормальные колебания оказываются совпадающими по 
фазе, его амплитуда колебаний будет максимальной; для второго (пер-
вого) маятника в этот момент нормальные колебания имеют разность 
фаз, равную π , и его амплитуда равна нулю. 
 

 а) 
 

      б) 
 

в) 
 

Рис. 7.43 
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Уравнения движения маятников при суперпозиции нормальных 
колебаний будут иметь вид 

ttxtxtxx mmm ωω∆=ω+ω= cos
2

cos2coscos 211 , 

ttxtxtxx mmm ωω∆=ω−ω= sin
2

sin2coscos 212 , 

где ( )212

1 ω+ω=ω  – средняя частота; 12 ω−ω=ω∆  – разность частот 

нормальных колебаний. Так как ω<<ω∆ , то правые части уравнений 
движения можно рассматривать как уравнения синусоидальных коле-
баний с частотой ω  и медленно изменяющейся амплитудой. Графики 
колебаний каждого маятника при сложных связанных колебаниях по-
казаны на рис. 7.42. 

Представляет интерес рассмотреть связанные колебания с энерге-
тической точки зрения. При запуске первого связанного маятника 
толчком, вся энергия сосредоточена в нём. В результате связи через 
пружину, энергия постепенно передаётся от первого маятника ко вто-
рому до тех пор, пока вся энергия не скопится во втором маятнике. 
Время 0T , необходимое для перехода энергии от первого маятника ко 

второму и обратно, равно периоду биений 
12

0
2

ω−ω
π

T . Время, необхо-

димое для передачи энергии от одного маятника к другому, равно 

12

0
0 2 ω−ω

π==τ T
. При этом 0τ  значительно больше периода собст-

венных колебаний ( )T>τ0 . 

Рассмотрим связанные колебания трёх маятников (рис. 7.43).  
В положении равновесия пружины, соединяющие маятники, не долж-
ны быть деформированы. Для наблюдения первой моды движения свя-
занных маятников (рис. 7.43, а) их одновременно отклоняют от поло-
жения равновесия и отпускают. Пружины при этом остаются неде-

формированными и частота первой моды движения равна 
l

g=ω1 . 

Для наблюдения второй моды движения (рис. 7.43, б) крайние маятни-
ки отклоняют в разные стороны и отпускают. Средний маятник коле-
баний при этом не совершает. Частота второй моды движения равна 

m

k

l

g +=ω2 , при этом 12 ω>ω . Для наблюдения третьей моды дви-

жения маятники приводят в колебания так, чтобы они совершали про-
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тивофазные колебания (рис. 7.43, в). Нормальная частота противофаз-
ных колебаний 23 ω>ω . Другими словами, нормальные частоты свя-

занных колебаний трёх маятников удовлетворяют неравенству 

123 ω>ω>ω . 

При сложных колебаниях трёх связанных маятников, когда один 
из них возбуждается, например, ударом киянки, колебания передаются 
от первого маятника ко второму, а от второго к третьему и обратно. 
Однако время передачи энергии τ от одного к другому маятнику зна-
чительно меньше, чем в случае двух связанных маятников, т.е. 

)( 0τ<τ . Время передачи энергии  от одного маятника к другому ста-

новится сравнимым с полупериодом колебаний маятников и даже 
меньше. Передача колебаний в системе с большим числом степеней 
свободы носит волновой характер. 

Нормальные колебания системы с большим числом степеней сво-
боды будут рассмотрены в разд. 8.3. 
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8. МЕХАНИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ 
 

 
8.1. ПОНЯТИЕ О МЕХАНИЧЕСКИХ ВОЛНАХ.  

УРАВНЕНИЕ БЕГУЩЕЙ ВОЛНЫ 
 

Частицы любой упругой среды (твёрдой, жидкой или газообраз-
ной) взаимодействуют между собой. Если в каком-либо месте упругой 
среды возбудить колебания её частиц, то колебание начнёт переда-
ваться в среде от частицы к частице с некоторой скоростью v. Другими 
словами, мы здесь сталкиваемся со связанными колебаниями большого 
числа частиц (см. разд. 7.13). Процесс распространения колебаний в 
упругой среде называется механической волной. 

Частицы среды, в которой распространяется волна, связаны друг с 
другом упругими силами, и они обладают массой. Поэтому при рас-
пространении волны частицы не переносятся волной, а совершают 
колебания около своих положений равновесия. В зависимости от на-
правления колебаний частиц по отношению к направлению, в котором 
распространяется волна, различают продольные и поперечные волны.  
В продольной волне частицы среды колеблются вдоль направления 
распространения волны. В поперечной волне частицы среды колеб-
лются в направлениях, перпендикулярных к направлению распростра-
нению волны. 

Предварительное исследование процесса распространения волн 
можно наглядно исследовать с помощью механической дискретной 
периодической структуры (рис. 8.1). Она состоит из тринадцати  
(N = 13) одинаковых металлических стержней длиной 0,7 м, располо-
женных в горизонтальной плоскости параллельно друг другу на рас-
стоянии 8 см. Каждый стержень имеет поперечную ось вращения,  
укреплённую с помощью опорных винтов в цилиндрическом кольце.  
 

 
 

Рис. 8.1 
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Все тринадцать колец, удерживающих стержни, с помощью боковых 
фланцев укреплены в отверстиях вертикально расположенного листа 
фанеры толщиной 10 мм и размером 6,06,1 × м. Стержни, выполняю-
щие роль маятников, связаны лёгкой пружиной с малой жёсткостью. 
Чтобы было лучше наблюдать за колебаниями стержней, с лицевой 
стороны прибора они снабжены шарами диаметром 35 мм. С противо-
положной стороны прибора стержни уравновешиваются массивными 
грузами. С помощью рычагов, связанных с длинной рейкой, все кольца 
вместе с маятником могут одновременно поворачиваться в вертикаль-
ной плоскости на угол 90°. Благодаря этому оси вращения маятников 
могут устанавливаться или горизонтально, или вертикально. Тем са-
мым, с помощью дискретной периодической структуры имеется воз-
можность наблюдать как поперечные, так и продольные колебания 
системы с большим числом степеней свободы. 

Приведём в поперечные колебания первый элемент дискретной 
периодической структуры силой, изменяющейся по гармоническому 
закону, когда все остальные элементы находятся в положении устой-
чивого равновесия (рис. 8.2, а). Возбуждение первого элемента струк-
туры производится при помощи кривошипного механизма, приводи-
мого в движение электрическим двигателем с понижающим редукто-
ром. При указанном способе возбуждения мгновенное угловое смеще-
ние первого элемента изменяется по закону 

tm ωε=ε cos ,                                     (8.1.1) 

где mε  – амплитуда; ω  – частота вынужденных колебаний. На опыте 

убеждаются, что в колебания последовательно приходят и другие эле-
менты структуры, причём они совершают колебания с той же частотой 
и амплитудой, если не учитывать имеющееся незначительное затуха-
ние. Однако вследствие инертных и упругих свойств дискретной 
структуры, колебания элементов, следующих за первым, запаздывают 
по фазе ϕ . Причём, чем дальше элемент находится от источника коле-

баний, тем он позже начинает совершать колебания, и его колебания 
запаздывают по фазе на большую величину ϕ  по сравнению с колеба-

ниями первого элемента. На рис. 8.2 показано положение элементов 
периодической структуры в последовательные моменты времени, от-

личающиеся на 
4

T
t =∆ , т.е. на четверть периода колебаний. Таким 

образом, под действием вынужденных колебаний, элементы структуры 
последовательно приходят в движение, которое воспринимается как 
распространение бегущей монохроматической когерентной волны.  
На рис. 8.2, б, в, г, д показано положение колеблющихся элементов 
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периодической структуры в моменты времени: Tt
4

1
1 = ; Tt

2

1
2 = ; 

Tt
4

3
3 =  и Tt =4 . Расстояние, на которое распространяется волна за 

время, равное периоду колебаний частиц, называется длиной волны 
Tv=λ ,                                            (8.1.2) 

где T  – период колебаний; v  – фазовая скорость монохроматической 
волны. Нетрудно заметить, что элементы структуры, находящиеся на 

расстоянии 
2

λ
 (элементы 1 и 6 на рис. 8.2, д) совершают колебания с 

разностью фаз, равной π , т.е. они совершают противофазные колеба-
ния. Элементы структуры 1 и 13 совершают колебания синфазно, т.е.  
с разностью фаз π2 , а не 0 (рис. 8.2, д). Следовательно, длиной волны 
называется расстояние между колеблющимися частицами, совершаю-
щими колебания с разностью фаз π2 , а не 0. 

Следует отметить, что при вынужденных колебаниях периодиче-
ской структуры происходит перемещение её «состояния», т.е. движе-
ние «формы» или «конфигурации», а не перенос самих элементов 
структуры. Под фазовой скоростью бегущей монохроматической вол-
ны понимается быстрота перемещения формы или конфигурации вол-
ны, т.е. воображаемой точки, имеющей постоянную фазу колебаний.  
О величине фазовой скорости можно судить по быстроте перемеще-
ния, например, любого выбранного 
«гребня» бегущей волны. 

Фазовая скорость не характери-
зует перенос энергии или массы. Её 
следует отличать от скорости колеба-
ний частиц упругой среды. Так, для 
первого элемента периодической 
структуры, согласно формуле (8.1.1), 
мгновенная скорость колебаний равна 

t
dt

d
u m ωωε−=ε= sin ,        (8.1.3) 

где  

mm u=ωε                 (8.1.4) 

максимальная скорость частиц при их 
колебаниях. 

Найдём уравнение колебаний 
элемента дискретной периодической 
структуры, который находится на рас-

 
 

Рис. 8.2 
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стоянии x от первого элемента. Допустим, что колебания рассматривае-
мого элемента запаздывают по фазе на величину ϕ  по сравнению с ко-

лебаниями первого элемента. Тогда колебания рассматриваемого эле-
мента, согласно формуле (8.1.1), имеют вид 

( )ϕ−ωε=ε tm cos .                                  (8.1.5) 

Волновым числом назовём отношение разности фаз ϕ  колебаний 

двух элементов или частиц к расстоянию x между ними 

x
k

ϕ= .                                             (8.1.6) 

Волновое число показывает, какой разностью фаз при колебаниях 
обладают две частицы, находящиеся на единичном расстоянии друг от 
друга. Учитывая, что две частицы, находящиеся на отрезке, равном дли-
не волны λ , имеют при колебаниях разность фаз π2 , а не 0, получим 

λ
π= 2

k .                                           (8.1.7) 

Так как Tv=λ  или 
ν

=λ v
, где ν  – частота колебаний, получим 

v

2

v

2 πν=π=
T

k .                                    (8.1.8) 

Учитывая, что ω=πν2  – круговая частота, имеем 

v

ω=k .                                            (8.1.9) 

Из формулы (8.1.6) найдём 
kx=ϕ ,                                          (8.1.10) 

т.е., чтобы найти разность фаз колебаний двух частиц в бегущей волне, 
необходимо волновое число умножить на расстояние между частица-
ми. Подставляя последнюю формулу в выражение (8.1.5), найдём од-
номерное уравнение бегущей монохроматической волны 

( )kxtm −ωε=ε cos .                               (8.1.11) 

Полученное уравнение позволяет найти мгновенное смещение ε  
колеблющейся точки как функцию её координаты x и времени t, т.е. 

( )tx;εε = ,                                        (8.1.12) 

учитывая, что 
T

π=ω 2
, 

λ
π= 2

k  уравнение одномерной бегущей волны 

имеет вид 










λ
−πε=ε x

T

t
m 2cos .                                (8.1.13) 
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Выясним физический смысл полученных уравнений (8.1.11) и 
(8.1.13). Во-первых, уравнения показывают, что любая частица, 
имеющая фиксированную координату 0xx = , совершает колебание с 

частотой ω  и амплитудой mε ; эти колебания отстают по фазе от коле-

баний источника на величину 00 kx=ϕ  

( ) ( )00 coscos ϕ−ωε=−ωε=ε tkxt mm . 

Во-вторых, в любой фиксированный момент времени 0tt =  вдоль 

оси x существует периодическое изменение мгновенных смещений по 
закону 

( ) ( )kxkxt mm −αε=−ωε=ε 00 coscos , 

т.е. моментальная фотография поперечной волны является косинусои-
дой, или синусоидой (рис. 8.2, д). 

В дискретной периодической структуре волны распространяются 
вдоль одной прямой. В действительности, при распространении упругих 
волн в средах, в колебательный процесс вовлекаются частицы некоторо-
го объёма (например, звуковые волны). Фронтом волны принято назы-
вать геометрическое место точек, до которых доходит колебание к неко-
торому моменту времени; фронт волн отделяет область пространства, 
уже вовлечённую в волновой процесс от области, в которой возмущения 
ещё не возникли. Волновой поверхностью принято называть геометри-
ческое место точек, колеблющихся в одинаковых фазах. Это могут быть 
точки одного и того же «гребня» или «впадины» волны. Например, вол-
на, образующаяся в результате падения маленького камушка в спокой-
ную воду, имеет волновую поверхность в форме окружности. Волновых 
поверхностей может быть бесконечное множество, в то время как вол-
новой фронт в фиксированный момент времени один. В зависимости от 
формы волновой поверхности, механические волны бывают плоские, 
сферические, цилиндрические. В анизотропных средах волновая поверх-
ность может иметь форму эллипсоида вращения. 

Полученные одномерные уравнения (8.1.11) и (8.1.13) могут вы-
полнять роль уравнений монохроматических бегущих плоских волн, 
если ось x направлена перпендикулярно к волновой поверхности. Так 
как в сферической волне её амплитуда зависит от расстояния r до то-
чечного источника, то уравнение бегущей волны имеет вид 

( )krt
r
m −ωε=ε cos .                               (8.1.14) 

Для цилиндрической волны уравнение имеет вид 

( )kRt
R
m −ωε=ε cos ,                            (8.1.15) 

где R  – расстояние от источника, который имеет вид прямой линии. 
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Исследуя распространение волн в дискретной периодической 
структуре (рис. 8.1), следует показать, что при увеличении частоты ω  
колебаний первого элемента, длина волны λ  уменьшается, уменьша-
ется и фазовая скорость v, т.е. для дискретной структуры характерна 
нормальная дисперсия. При достаточно большой частоте крω  – назы-

ваемой критической, длина волны становится минимальной a2min =λ , 

где a – расстояние между элементами структуры, находящимися в со-
стоянии равновесия. При критической частоте соседние элементы 
структуры совершают противофазные колебания. При частоте выше 
критической, распространение волн в структуре становится невозмож-
ным. Этим дискретная периодическая структура отличается от реаль-
ных упругих сред, для которых не существует критической частоты. 

Наличие дисперсии в периодической дискретной структуре при-
водит к тому, что кратковременный импульс или волновой цуг огра-
ниченной протяжённости, представляющий собой суперпозицию гар-
монических волн с различными волновыми числами, будет менять 
свою форму по мере движения в структуре, так как составляющие его 
компоненты с различными длинами волн распространяются с разной 
фазовой скоростью. Это явление можно наблюдать на опыте. Действи-
тельно, отклонив первый элемент вверх от положения равновесия и 
возвратив его быстро в исходное положение, наблюдают движение 
импульса с групповой скоростью (рис. 8.3, а, б). По мере движения 
импульса вдоль структуры замечают его уширение. Очевидно, что 
уширение импульса будет тем больше, чем большее расстояние он 
пройдёт вдоль линии. Поэтому уширение отражённого импульса от 

неподвижного конца линии 
проявляется особенно замет-
но (рис. 8.3, в). 

Из рисунка 8.3 видно, 
что при отражении кратко-
временного импульса или 
волнового цуга ограничен-
ной протяжённости от за-
креплённого конца дискрет-
ной периодической структу-
ры его полярность изменяет-
ся на противоположную. 
Следовательно, при отраже-
нии волны её фаза изменяет-
ся на π . 

 
 

Рис. 8.3 

а) 

б)

в)
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Рис. 8.4 
 

На рисунке 8.4 показано движение частиц при распространении в 
среде продольной волны. Все рассуждения, касающиеся поведения 
частиц в поперечной волне, могут быть отнесены и к данному случаю 
с заменой смещений ε  вверх и вниз смещениями вправо и влево. Как 
видно из рис. 8.4, при прохождении продольной волны в среде, созда-
ются чередующиеся сгущения и разрежения частиц, которые переме-
щаются в направлении распространения волны со скоростью v. 

 
8.2. СКОРОСТЬ РАСПРОСТРАНЕНИЯ МЕХАНИЧЕСКИХ ВОЛН 

 

Рассмотрим распространение продольной механической волны в 
длинном твёрдом стержне (рис. 8.5, а), имеющем площадь поперечно-
го сечения, равную S . Под действием кратковременного действия си-
лы F , например, за счёт удара молотком, стержень деформируется на 
величину l∆ . С другой стороны, за время t∆  действия силы частицы 
стержня приходят в движение, и их возмущение (зона сжатия) распро-
страняется за время t∆  на расстояние l (рис. 8.5, б). Все частицы левее 

границы B под действием силы F  движутся со скоростью u , а грани-
ца возмущения перемещается со скоростью v. Применим теорему об 
 

 

 
 
 

Рис. 8.5 

V 
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изменении импульса к возмущённой области AB 

tFmu ∆= ,                                       (8.2.1) 

где m  – масса участка AB стержня. Если через ρ  обозначить плот-

ность материала стержня, то lSm ρ= . Учитывая, что tl ∆= v , получим 

tSm ∆ρ= v .                                        (8.2.2) 

Обозначим через P давление силы F на торцевую поверхность S 
стержня. Тогда имеем 

PSF = .                                            (8.2.3) 
Подставив выражения (8.2.2) и (8.2.3) в уравнение (8.2.1), найдём 

uP vρ= .                                           (8.2.4) 

Применим закон Гука к продольной деформации стержня 

l

l
EP

∆= .                                           (8.2.5) 

Учитывая, что tul ∆=∆ , где u  – скорость частиц среды; tl v= , 
где v – скорость распространения волнового возмущения, получим 

v

u
EP = .                                            (8.2.6) 

Приравнивая правые части формул (8.2.4) и (8.2.6), окончательно 
найдём скорость продольной волны в твёрдом стержне 

ρ
= E

v ,                                           (8.2.7) 

где E – модуль Юнга. Так, например, для стального стержня 

( 11102⋅=E  Н/м2; 3107,7 ⋅=ρ  кг/м3) имеем 5050v ≈  м/с, что хорошо 

согласуется с опытом. 
В твёрдых телах могут распространяться и поперечные волны.  

В этом случае формула для вычисления скорости волн принимает вид 

ρ
=⊥

G
v ,                                         (8.2.8) 

где G  – модуль сдвига. Так как EG < , то скорость поперечных волн 
меньше продольных. Этот результат используется для определения 
эпицентров землетрясений. 

Так как жидкости и газы не обладают упругой деформацией к 
сдвигу ( )0=G , то в этих средах могут распространяться только про-

дольные волны. 
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В газах скорость упругих волн может быть вычислена по формуле 

ρ
γ= P

v ,                                          (8.2.9) 

где P  – давление; 
vC

Cp=γ  – показатель адиабаты. В случае идеально-

го газа, подчиняющегося уравнению Менделеева – Клапейрона 

µ
ρ=

µ
= RTRTm

P
v

 , найдём 
µ

γ= RT
v .                    (8.2.10) 

Например, для воздуха 4,1=γ ; 31029 −⋅=µ  кг/моль;  

31,8=R  Дж/моль·К при температуре 290=T  К найдём 342v =  м/с. 
Этот результат с точностью до 1% совпадает с опытными данными по 
определению скорости звука в воздухе. В то же время полученная 
формула (8.2.10) не даёт правильной зависимости скорости звука в 
газах от температуры. Эта зависимость, согласно опытным данным, 
является линейной. 

 
8.3. ПРИНЦИП СУПЕРПОЗИЦИИ И  
ОБРАЗОВАНИЕ СТОЯЧИХ ВОЛН 

 

Если в некоторую точку пространства, заполненного упругой 
средой, приходят две волны, то результирующее мгновенное смеще-
ние ε  частицы в этой точке равно алгебраической сумме смещений 1ε  

и 2ε , создаваемых каждой волной в отдельности 

21 ε+ε=ε .                                          (8.3.1) 
В этом состоит сущность принципа суперпозиции волновых про-

цессов. Справедливость его можно показать опытным путём с помо-
щью механической периодической дискретной структуры (рис. 8.1). 

Возбуждают одновременно крайние элементы периодической 
структуры так, чтобы вдоль неё побежали навстречу друг другу два 
импульса одинаковой полярности 01 >ε=ε , 02 >ε=ε  (рис. 8.6, а, б, 
в, г). Так как начальные фазы импульсов одинаковы, то, пройдя равные 
расстояния и достигнув середины структуры, их разность фаз останет-
ся равной нулю. В результате сложения колебаний, совпадающих по 
фазе, результирующее мгновенное смещение ε  в центре структуры 
равно сумме мгновенных смещений 1ε  и 2ε , создаваемых каждым 

импульсом в отдельности: ε=ε+ε=ε 221 , вследствие чего централь-
ный элемент максимально отклоняется от положения равновесия  
(рис. 8.6, д). В дальнейшем, волновые импульсы распространяются, не 
мешая друг другу (рис. 8.6, е). 
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Рис. 8.6                                             Рис. 8.7 
 
 

Возбуждают крайние элементы структуры так, чтобы в ней бежа-
ли два импульса противоположной полярности: 01 >ε=ε , 02 <ε−=ε  
(рис. 8.7, а, б, в). Другими словами, бегущие навстречу друг другу им- 
пульсы имеют разность фаз, равную π . Пройдя одинаковые расстоя-
ния и достигнув середины периодической структуры, импульсы в точ-
ке встречи имеют ту же полярность и ту же разность фаз. В результате 
сложения двух импульсов в точке встречи, результирующее смещение 
равно 021 =ε−ε=ε+ε=ε , т.е. центральный элемент периодической 
структуры не испытывает существенного отклонения от положения 
равновесия (рис. 8.7, г). В дальнейшем, импульсы распространяются 
независимо друг от друга (рис. 8.7, д, е). Чтобы центральный элемент 
не испытывал отклонения, необходимо, чтобы импульсы противопо-
ложной полярности имели одинаковую форму. 

Стоячие волны образуются при наложении бегущих волн одина-
ковой частоты навстречу друг другу. Обычно стоячую волну получают 
при сложении волны, идущей от источника, и волны, отражённой от 
закреплённого конца, например, резинового шнура или периодической 
дискретной структуры. 

Пусть источник волн находится в точке O, а закреплённый конец – 
в точке A, которая расположена от источника колебаний на расстоя- 
нии l (рис. 8.8). Начало оси x координат совместим с источником, ко-
торый совершает колебания по закону 
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Рис. 8.8 
 

tm ωε=ε cos .                                          (8.3.2) 

В произвольную точку M наблюдения приходят две волны: пря-
мая, идущая непосредственно от источника колебаний 

( )kxtm −ωε=ε cos1                                     (8.3.3) 

и отражённая от закреплённого конца 

( )[ ]π−−−ωε=ε xlktm 2cos2 .                            (8.3.4) 

Во-первых, здесь учтено, что вторая волна от источника О до 
точки наблюдения М проходит расстояние ( ) xlxll −=−+ 2 ; во-

вторых, при отражении, фаза волны изменяется на π . Согласно прин-
ципу суперпозиции, результирующее колебание в любой точке среды 
описывается уравнением 

( ) ( )[ ]π−−−ωε+−ωε=ε+ε=ε xlktkxt mm 2coscos21 . 

Воспользовавшись формулой тригонометрии 

2
cos

2
cos2coscos

β−αβ+α=β+α , 

найдём уравнение стоячей волны 

( ) ( ) 






 π−−ω






 π+−ε=ε
2

cos
2

cos2 kltxlkm .                   (8.3.5) 

Физический смысл этого уравнения состоит в следующем. Во-
первых, все точки в стоячей волне совершают колебания с одинаковой 

частотой ω , о чём говорит сомножитель ( ) 






 π−−ω
2

cos klt . Во-вторых, 

амплитуда этих колебаний определяется сомножителем 

( ) ст2
cos2 mm xlk ε=







 π+−ε ,                          (8.3.6) 

который может быть назван амплитудой колебаний в стоячей волне. 
Из формулы (8.3.6) следует, что точки с различной координатой x мо-

М 
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гут иметь различную амплитуду колебания в стоячей волне. Рассмот-
рим два частных случая. 

1. Допустим, что выполняется соотношение 

( ) 1
2

cos ±=






 π+− xlk .                              (8.3.7) 

В этом случае, согласно формуле (8.3.6), амплитуда колебаний в 
стоячей волне максимальна по абсолютной величине 

mm ε=ε 2ст .                                         (8.3.8) 

Точки стоячей волны, которые совершают колебания с макси-
мальной амплитудой, называются пучностями мгновенных смещений. 
Найдём их положение. Условие (8.3.7) выполняется, если 

( )
2

2
2

π=π=π+− mmxlk , 

где ...3,2,1,0=m  Учитывая, что 
λ
π= 2

k , где λ – длина бегущей вол-

ны, получим 

( ) ( )
2

12
2 π−=−
λ
π

mxl . 

Откуда находим 

( ) ( )
4

12
λ−=− mxl ,                                (8.3.9) 

т.е. пучности мгновенных смещений в стоячей волне находятся на 
расстояниях, кратных нечётному числу четвертей длин волн от за-
креплённого конца. 

2. Допустим, что положение точки в стоячей волне удовлетворяет 
условию 

( ) 0
2

cos =






 π+− xlk .                          (8.3.10) 

В этом случае, согласно формуле (8.3.6), амплитуда колебаний 
точки в стоячей волне равна нулю 

0ст =εm ,                                         (8.3.11) 

т.е. в стоячей волне есть точки, которые не совершают колебания. Они 
называются узлами стоячей волны. Найдём их положение. Формула 
(8.3.10) выполняется, если 

( ) ( )
2

12
2

π+=π+− mxlk , 
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где m  – целые числа. Учитывая, что 
λ
π= 2

k , найдём 

( ) π=−
λ
π

mxl
2

 или ( )
2

λ=− mxl ,                (8.3.12) 

т.е. узлы стоячей волны образуются на расстояниях, кратных целому 
числу полуволн от закреплённого конца. 

Для наглядного наблюдения стоячей вол-
ны закрепляют крайний правый элемент дис-
кретной периодической структуры неподвиж-
но, а первый элемент её приводят в медленные 
колебания с помощью электродвигателя  
(рис. 8.1). Подбирают частоту возбуждения 
структуры такой, чтобы её средний элемент не 
совершал колебания. На рис. 8.9 дано положе-
ние элементов дискретной структуры (мгно-
венные фотографии) через последовательно 

равные промежутки времени: Tt
8

1=∆ , T  – 

период колебаний элементов. Из опыта следу-
ет, что в середине дискретной структуры рас-
положен узел стоячей волны, а по разные сто-
роны от него – пучности смещений. Причём элементы, находящиеся 
по разные стороны от узла, совершают противофазные колебания, т.е. 
с разностью фаз, равной π . Следовательно, расстояние между сосед-

ними пучностями смещений в стоячей волне равно 
2

λ
, где λ  – длина 

бегущей волны. 
 

 
 

Рис. 8.10 

 
 

Рис. 8.9 
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На рисунке 8.10 показано 
положение колеблющихся то- 
чек в последовательно равные 
промежутки времени ...,, 321 ttt  и 

положение узлов и пучностей 
мгновенных смещений в стоя-
чей волне. 

Известно, что в закреплён-
ной с обоих концов натянутой 
струне при возбуждении попе-
речных колебаний устанавли-
ваются стоячие волны, причём в 
местах закрепления струны 
должны располагаться узлы. 
Наглядно, подобные стоячие 
волны можно наблюдать в дис-
кретной периодической струк-
туре (рис. 8.1), для чего её 
крайние элементы закрепляют 
неподвижно. Для наблюдения 
стоячей волны, в которой име-
ется одна пучность, отклоняют 
центральный элемент структу-
ры от положения равновесия на 
максимальное расстояние  
(рис. 8.11, а) и отпускают. Все 
элементы (кроме крайних) 
структур совершают колебания 

с одинаковой частотой 1ω , но с различной амплитудой. Эти собствен-

ные колебания структуры часто называют первой модой движения. 
Для наблюдения стоячей волны, в которой имеется две пучности мгно-
венных смещений, отклоняют 4 и 10 элементы структуры на макси-
мальное расстояние в противоположные стороны (рис. 8.11, б) и отпус-
кают. Наблюдают стоячую волну, в которой имеется две пучности 
мгновенных смещений, а в центре узел. При этом вторая мода собствен-
ных колебаний имеет частоту 2ω , причём 12 ω>ω . На рис. 8.11, в, г 

показано положение элементов периодической структуры в начальный 
момент времени для наблюдения стоячих волн, имеющих соответст-
венно три и четыре пучности мгновенных смещений. 

Из проведённых опытов следует, что в дискретной периодической 
структуре возбуждаются такие собственные или нормальные колеба-

 

Рис. 8.11 
 

 а) 

 б) 

 в) 

 г) 

 д) 
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ния (моды движения), когда на длине L  структуры укладывается це-
лое число полуволн 

2
mmL

λ=  или 
m

L
m

2=λ ,                             (8.3.13) 

где ...3,2,1,0=m  – номер моды движения. Длинам волн mλ  соответ-

ствуют частоты mν  мод движения 

m

m
m λ

=ν
v

 или 
L

m m
m 2

v
=ν ,                            (8.3.14) 

где mv  – фазовая скорость волы при соответствующей частоте. Легко 

видеть, что с увеличением номера моды движения частота увеличива-
ется. Частоты mν  называются собственными частотами. Для струны 

собственные частоты оказываются кратными частоте 
L2

v
1 =ν , которая 

называется основной. Частоты остальных мод движения носят назва-
ние обертонов: 12 2ν=ν , 13 3ν=ν  и т.д. В общем случае, сложное 

движение струны или дискретной структуры можно представить как 
наложение нескольких стоячих волн с различными собственными час-
тотами. 

Собственные или нормальные колебания дискретной периодиче-
ской структуры отличаются от колебаний закреплённой на концах 
струны, для которой характерно непрерывное распределение массы по 
длине, тем, что для периодической структуры существует максималь-
ная собственная критическая частота колебаний, при которой соседние 
элементы совершают противофазные колебания (рис. 8.11, д). 

 
8.4. ЭНЕРГИЯ УПРУГИХ ВОЛН  

 

Энергия упругих волн определяется кинетической и потенциаль-
ной энергией колеблющихся частиц среды. Выберем в среде, где рас-
пространяется механическая волна, элементарный объём 0V∆  на-

столько малый, что деформации и скорость движения всех частиц в 
результате колебаний были одинаковы, одинаковыми будем считать и 
начальные фазы этих колебаний. Кинетическая энергия частиц рас-
сматриваемого объёма 0V∆  равна 

2

2mu
T

∆= ,                                          (8.4.1) 

где 0Vm ∆ρ=∆  – масса частиц среды объёма 0V∆ ; ρ  – плотность ве-

щества. Следовательно, для кинетической энергии имеем 
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0
2

2

1
VuT ∆ρ= .                                    (8.4.2) 

Учитывая выражение (8.1.11) для колебаний частиц волны, най-
дём скорость частиц 

( )kxt
dt

d
u m −ωωε−=ε= sin . 

Следовательно, для кинетической энергии получаем выражение 

( )kxtVT m −ωεω∆ρ= 222
0 sin

2

1
.                           (8.4.3) 

Расчёты показывают, что потенциальная энергия П  частиц объё-
ма 0V∆  имеет ту же величину (8.4.3). Поэтому полная энергия частиц, 

находящихся в объёме 0V∆  среды, равна 

( )kxtVTTE m −ωεω∆ρ==+=∆ 222
0 sin2П .               (8.4.4) 

Для плотности энергии, сосредоточенной в единице объёма, по-
лучим значение 

( )kxt
V

E
W m −ωερω=

∆
∆= 222

0

sin .                      (8.4.5) 

Отсюда следует, что плотность энергии упругой волны в различ-
ных точках различна. В одной и той же точке пространства плотность 
энергии изменяется с течением времени как квадрат синуса. Так как 
среднее значение квадрата синуса за достаточно большой промежуток 

времени равно 
2

1
, то среднее значение плотности энергии равно 

22

2

1
mW ερω= .                                   (8.4.6) 

Единицей плотности энергии служит 
3м

Дж
. 

Таким образом, в результате распространения волн, среда облада-
ет дополнительной энергией, которая доставляется от источника коле-
баний. Следовательно, упругая волна переносит энергию. Энергию, 
переносимую волной через некоторую поверхность в единицу време-
ни, принято называть потоком энергии 

t

E

∆
∆=Ф .                                           (8.4.7) 

Единицей измерения потока энергии служит 1 Вт. 
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Рис. 8.12 
 

Через площадку S∆  (рис. 8.12) за время t∆  будет переноситься 
энергия E∆ , которая заключена в объёме 0V∆  цилиндра основанием 

S∆  и длиной t∆v , где v – скорость волн 

  tSWVWE ∆∆=∆=∆ v0 .                              (8.4.8) 

Следовательно, поток энергии равен 

SW
t

E ∆=
∆
∆= vФ .                                    (8.4.9) 

Поток энергии в различных точках площади S∆  может быть раз-
личным. Для характеристики течения энергии в различных точках сре-
ды вводится векторная величина, называемая плотностью потока 
энергии, которая показывает, какая энергия переносится волной в еди-
ницу времени через единичную площадку, установленную перпенди-
кулярно направлению распространения волны 

St

E
U

∆∆
∆=  или 

S
U

∆
∆= Ф

.                            (8.4.10) 

Единицей плотности потока энергии служит 
2м

Вт
. Учитывая вы-

ражение (8.4.9), найдём 
vWU = ,                                         (8.4.11) 

или в векторной форме записи 
v⋅= WU ,                                      (8.4.12) 

где вектор U  носит имя Умова (Умов Н.А. – русский физик). 
 

8.5. ЗВУКОВЫЕ ВОЛНЫ 
 

Упругие волны, распространяющиеся в воздухе с частотой, заклю-
чённой в пределах 20…20 000 Гц, достигнув человеческого уха, вызы-
вают ощущение звука. В соответствии с этим, упругие волны в любой 
среде, имеющие частоту, лежащую в указанных пределах, называют 
звуковыми волнами или просто звуком. Волны с частотами, большими 
20 000 Гц, называют ультразвуками; волны с частотой, меньшей 20 Гц, 
называют инфразвуками. Источником звука являются различные ко-
леблющиеся тела с соответствующей частотой: струны, мембраны, 
столбы воздуха в духовых музыкальных инструментах и т.п. 
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Чистым тоном или чистым звуком называют слуховое ощуще-
ние, получаемое от простого гармонического или синусоидального 
колебания. Высота чистого тона определяется частотой колебаний 
источника звука: чем больше частота, тем выше звук. Часто, источник 
звука создаёт периодическое, но негармоническое колебание, которое 
согласно теореме Фурье (см. разд. 7.7) можно представить как супер-
позицию гармонических колебаний с кратными частотами: 

ωωω 3,2, … При этом основная частота ω  определяет основной тон, а 

дополнительные кратные частоты (обертоны) ωωω 4,3,2 … определя-

ют тембр звука. 
Основной энергетической характеристикой звука является сила 

звука или интенсивность J , которая по своему определению совпада-
ет с плотностью потока энергии (8.4) 

St

E
J

∆∆
∆= .                                         (8.5.1) 

Для того, чтобы вызвать звуковое ощущение, звуковая волна 
должна обладать некоторой минимальной интенсивностью или силой 
звука 0J , которая называется порогом слышимости. Человеческое ухо 

наиболее чувствительно к звукам с частотой 1000…4000 Гц. В этой 

области порог слышимости составляет порядка 12
0 10−=J

2м

Вт
. К зву-

кам, с частотой большей и меньшей, чем указано выше, ухо человека 
менее чувствительно. При слишком большом увеличении силы звука 
человеческое ухо перестаёт воспринимать колебания как звук, и испы-
тывает болевое ощущение. Порог болевого ощущения составляет при-

мерно 4
б 10−=J

2м

Вт
. 

Интенсивности или силе звука J  соответствует ощущение гром-
кости S  как субъективной характеристики звука. Свойство человече-
ского уха таково, что ощущение громкости возрастает значительно 
медленнее, чем увеличивается сила звука. При этом абсолютное изме-
нение физиологического ощущения громкости S∆  пропорционально 

относительному изменению силы звука 
J

J∆
 

J

J
kS

∆=∆  или 
J

dJ
kdS= ,                             (8.5.1) 

где k  – коэффициент пропорциональности. Проинтегрируем получен-
ное соотношение (8.5.1) 
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∫ ∫=
S J

J
J

dJ
kdS

0 0

. 

Пределы интегрирования выбираем из следующих условий: поро-
гу слышимости 0J  соответствует громкость 0=S , а силе звука J  – 

громкость S . Интегрирование даёт 

0

ln
J

J
kS = .                                        (8.5.2) 

Единицей громкости, измеренной по этой формуле при k = 1, яв-
ляется непер. Для измерения громкости в децибелах, необходимо от 
натуральных логарифмов перейти к десятичным и считать, что 10=k . 
Тогда получим 

( )
0

lg10Дб
J

J
S = .                                  (8.5.3) 

Например, громкость 30=S  Дб означает, что 30lg10
0

=
J

J
 или 

3lg
0

=
J

J
, т.е 1000

0

=
J

J
. Следовательно, при громкости 30=S  Дб 

сила J  данного звука больше порога слышимости в 1000 раз. Соот-
ветственно, громкость 60=S  Дб означает, что сила данного звука 
больше порога слышимости в 1 000 000 раз и т.д. Шуму реактивного 
двигателя соответствует громкость больше 120 Дб. 

 
8.6. ЭФФЕКТ ДОПЛЕРА 

 

Явлением Доплера называется изменение частоты волн, воспри-
нимаемых наблюдателем либо вследствие своего перемещения отно-
сительно среды, в которой распространяются волны, либо вследствие 
перемещения источника волн относительно среды, в которой распро-
страняются волны, либо вследствие одновременного перемещения 
наблюдателя и источника. 

 

 
 

Рис. 8.13 
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Рассмотрим явление Доплера на примере звуковых волн. Пусть 
источник 1 звука и приёмник 2 расположены на расстоянии x  друг от 
друга (рис. 8.13). Допустим, что источник звука совершает колебания с 
частотой 0ω  по гармоническому закону 

tm 0sinωε=ε .                                     (8.6.1) 

Если приёмник 2 (рис. 8.13, а) звука неподвижен, то колебания, 
приходящие в точку 2 запаздывают по фазе на величину kx , где k  – 
волновое число. Следовательно, уравнение колебаний, воспринимае-
мых приёмником, запишется в виде 

( )kxtm −ωε=ε 0sin .                                (8.6.2) 

Допустим, что при неподвижном источнике звука, приёмник пе-
ремещается со скоростью u  от источника (рис. 8.13, б). За время t  он 
перемещается на расстояние utx =∆  и занимает положение, характе-
ризуемое точкой 2′ . Колебания, приходящие в точку 2′ , дополни-
тельно запаздывают по фазе на величину kutxk =∆ . Следовательно, 
уравнение колебаний подвижного приёмника имеет вид 

( )xkkxtm ∆−−ωε=ε 0sin  или ( )kutkxtm −−ωε=ε 0sin .     (8.6.3) 

Запишем полученное уравнение в виде 

( )[ ]kxkuttm −−ωε=ε 0sin . 

Учитывая, что волновое число 
v
0ω

=k , получим 









−







 −ωε=ε kxt
u

m v
1sin 0 .                            (8.6.4) 

Сравнивая формулы (8.6.2) и (8.6.4), заключаем, что при удалении 
приёмника звука от неподвижного источника, регистрируется частота 








 −ω=ω
v

10
u

,                                      (8.6.5) 

которая меньше частоты 0ω , создаваемой источником звука ( )0ω<ω , 

так как скорость приёмника u  меньше скорости звука v ( )v<u . 

Нетрудно показать, что если приёмник звука приближается к не-
подвижному источнику, регистрируемая частота увеличивается 








 +ω=ω
v

10
u

.                                      (8.6.6) 

Можно доказать, что частота, регистрируемая неподвижным при-
ёмником, также изменяется: при удалении источника звука частота 
уменьшается 
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v
1

0

u+

ω
=ω ,                                      (8.6.7) 

а при приближении увеличивается 

v
1

0

u−

ω
=ω .                                        (8.6.8) 

Если источник и приёмник движутся с одинаковой скоростью u  
одновременно вдоль прямой, соединяющей их, то общая формула эф-
фекта Доплера имеет вид 

v
1

v
1

0 u

u

m

±
ω=ω .                                       (8.6.8) 

Если источник и приёмник движутся одновременно относительно 
неподвижной среды со скоростями u′  и u  под углами ϕ′  и ϕ  к на-

правлению звуковой волны, соответственно, то получим формулу 

ϕ′′

ϕ±
ω=ω

cos
v

1

cos
v

1

0 u

u

m

.                                 (8.6.9) 

Отсюда следует, что для упругих волн невозможен «поперечный» 
эффект Доплера, т.е. изменение частоты не происходит ( )0ω=ω , если 

источник или приёмник перемещаются перпендикулярно 

( )oo 90,90 =ϕ=ϕ′  к направлению распространения волны. 

Явление Доплера является следствием перехода от одной инерци-
альной системы отсчёта к другой. При этом, в случае малых скоростей 
движения источника и приёмника, справедливым было использование 
преобразований Галилея. Для электромагнитных волн и, в частности, 
света, явление Доплера следует из преобразований Лоренца и зависит 
только от относительной скорости источника и приёмника u . Если  
ϕ  – угол между скоростью и линией наблюдения, измеренный в сис-

теме приёмника, то воспринимаемая частота ω  равна 

ϕ−

−
ω=ω

cos1

1 2

2

0

c

u
c

u

,                                 (8.6.10) 
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где c  – скорость света в вакууме. Согласно этой формуле, для элек-
тромагнитных волн, изменение частоты может происходить и при 

90=ϕ °, т.е. при движении источника перпендикулярно к линии на-

блюдения 

2

2

0 1
c

u−ω=ω .                                    (8.6.11) 

«Поперечный» эффект Доплера является чисто релятивистским 
эффектом. 

Регистрация спектров различных галактик показала, что их линии 
в видимой части спектра всегда смещены в направлении красного кон-
ца (красное смещение). Это говорит о том, что регистрируемые длины 
волн света, идущего от различных галактик, увеличиваются, а частоты 
уменьшаются. Следовательно, согласно явлению Доплера, красное 
смещение может быть объяснено взаимным удалением одиночных 
галактик, т.е. расширением Вселенной. 
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9. ЭЛЕМЕНТЫ ГИДРОДИНАМИКИ 
 

 
9.1. ДВИЖЕНИЕ ЖИДКОСТИ. УРАВНЕНИЕ НЕПРЕРЫВНОСТИ 

 

Многие жидкости (вода, спирт, ртуть и др.) обладают малой сжи-
маемостью, под которой понимается относительное изменение объёма 

V

V∆
 при изменении давления p∆  на единицу 

T
Т p

V

V 







−=β

∆

∆1
.                                  (9.1.1) 

В противоположность жидкостям газы сжимаются достаточно 
легко. Теория и опыт показывают, что сжимаемостью жидкости или 
газа можно пренебречь, если скорость их течения мала по сравнению 
со скоростью звука в них. В этом случае принято говорить о несжи-
маемой жидкости. 

При течении жидкости и газов между движущимися слоями воз-
никают силы внутреннего трения, которые определяют вязкость жид-
кости или газа. 

Идеальной жидкостью называется несжимаемая и не имеющая 
вязкость жидкость. При достаточно малых скоростях течения многие 
жидкости и газы удовлетворяют данному условию. 

Поток жидкости характе-
ризуется тем, что различные 
точки пространства имеют раз-
личные скорости: ( )tr ;vv = , 

где r  – радиус-вектор точки;  
t  – время. Линиями тока назы-
ваются траектории, по которым 
движутся частицы жидкости, 
или кривые, касательные, в 
каждой точке которых совпа-
дают с вектором скорости v  
частиц в этих точках (рис. 9.1). 
Линии тока проводят так, что 

их густота пропорциональна величине скорости частиц в данном мес-
те. Тогда по картине линий тока можно судить не только о направле-
нии, но и о величине вектора v  скорости в различных точках потока 
жидкости: там, где линии тока гуще, скорость больше, и наоборот, где 
линии тока реже, там меньше скорость. 

 
 

Рис. 9.1 
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Если скорость зависит от времени, то течение жидкости называ-
ется нестационарным, если она не зависти от времени, течение назы-
вают стационарным. 

Если в каждой точке потока скорость определяется однозначно 
(ламинарное течение), то линии тока никогда не пересекаются, и час-
тицы не могут проникать через боковую поверхность трубки тока. 

Возьмём трубку тока (рис. 9.2). Предположим, что скорость жид-
кости в сечении 1S  равна v1, а в сечении 2S  – v2. За время t∆  вся мас-

са 1m∆ , находящаяся на расстоянии t∆1v  от сечения 1S , пройдёт через 

него 
tSm ∆ρ=∆ 1111 v ,                                    (9.1.2) 

где 1ρ  – плотность жидкости в первом сечении. 

Массовый расход жидкости в первом сечении равен 

111
1 vS

t

m ρ=
∆

∆
.                                    (9.1.3) 

 

 
 

Рис. 9.2 
 

При ламинарном течении, за то же время t∆  такая же масса жид-
кости пройдёт через сечение S2 трубки тока 

tSm ∆ρ=∆ 2222 v  или 222
2 vS

t

m ρ=
∆

∆
.               (9.1.4) 

По закону сохранения массы получаем 

222111 vv SS ρ=ρ .                                    (9.1.5) 

Это уравнение непрерывности для сжимаемой жидкости и газа, 
т.е. при стационарном течении массовый расход жидкости в каждом 
поперечном сечении трубки тока одинаков. 

Для несжимаемых жидкостей и газов ( )21 ρ=ρ  получим следую-

щее уравнение непрерывности 

2211 vv SS = ,                                       (9.1.6) 
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т.е. при стационарном течении несжимаемой жидкости объёмный 
расход жидкости в каждом сечении трубки тока одинаков. 

 
9.2. УРАВНЕНИЕ БЕРНУЛЛИ 

 

Пусть имеется произвольная трубка тока идеальной жидкости, 
расположенная в поле тяжести Земли (рис. 9.3). Рассмотрим объём 
жидкости, ограниченный стенками трубки тока и перпендикулярными 
к линиям тока сечениями 1S  и 2S . За время t∆  этот объём перемес-

тится вдоль трубки тока, причём сечение 1S  переместится в положе-

ние 1S′ , пройдя путь 1l∆ ; сечение 2S  переместится в положение 2S′ , 

пройдя путь 2l∆ . В силу несжимаемости жидкости, заштрихованные 

объёмы будут одинаковы: VVV ∆=∆=∆ 21 . Рассмотренное перемеще-

ние трубки тока равносильно перемещению объёма 1V∆  из первого 

положения во второе – 2V∆ . Причём массы этих объёмов одинаковы: 

Vm ∆ρ=∆ , где ρ  – плотность жидкости. 

Возьмём сечение трубки тока и отрезки l∆  настолько малыми, 
чтобы всем точкам каждого из заштрихованных объёмов V∆  можно 
было приписать одно и то же значение скорости v, давления и высоты. 
Тогда изменение полной энергии жидкости при переходе из первого 
состояния во второе будет равно 














∆ρ+∆ρ−













∆ρ+∆ρ=∆ 1

2
1

2

2
2

2

v

2

v
Vgh

V
Vgh

V
E .             (9.2.1) 

В идеальной жидкости силы вязкого трения отсутствуют. Поэто-
му данное приращение энергии должно равняться работе, совершён-
ной над выделенным объёмом силами давления, т.е. 

( ) VpplSlSpA ∆−=∆ρ−∆= 21222111 .                     (9.2.2) 

 

 
 
 

Рис. 9.3 
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По закону сохранения энергии приравниваем выражение (9.2.1) и 
(9.2.2). Сокращая на V∆  и перенося члены с одинаковыми индексами 
в одну часть равенства, получим 

22

2
2

11

2
1

2

v

2

v
pghpgh +ρ+ρ=+ρ+ρ

.                (9.2.3) 

Поскольку сечения 1 и 2 могут быть выбраны произвольно, то, 

следовательно, сумма pgh+ρ+ρ
2

v2

 остаётся неизменной в любом 

сечении трубки тока 

const
2

v2

=+ρ+ρ
pgh .                           (9.2.4) 

Это уравнение называется уравнением Бернулли. Оно выражает 
закон сохранения энергии при установившемся движении несжимае-

мой идеальной жидкости. Величина 
2

v2ρ
 представляет удельную ки-

нетическую энергию, т.е. кинетическую энергию единицы объёма 
движущейся жидкости (Дж/м3). Величина ghρ  есть удельная потенци-

альная энергия жидкости в поле тяжести. Величина p  представляет 

собой удельную потенциальную энергию сил давления 






 =
32 м

Дж

м

Н
. 

Уравнение Бернулли (9.2.4) говорит, что полная энергия единицы объ-
ёма жидкости остаётся постоянной величиной при её течении. 

В частном случае, при 21 vv =  из формулы (9.2.3) найдём 

( )1221 hhgpp −ρ=− ,                            (9.2.5) 

разность давлений будет такая же, как и в случае покоящейся жидкости. 
При горизонтальном расположении трубки тока 21 hh =  получим 

2
2
21

2
1 v

2

1
v

2

1
pp +ρ=+ρ .                           (9.2.6) 

Отсюда следует, что скорость течения идеальной несжимаемой 
жидкости обратно пропорциональна давлению жидкости (рис. 9.4). 

Так как все члены в уравнении (9.2.4) имеют размерность давле-
ния, то это уравнение часто формулируют по-другому. Давление p  

называют статическим напором, величину ghρ  – гидравлическим на-

пором, а величину 
2

v2ρ
 – динамическим напором. Тогда из (9.2.4) сле-

дует, что полный напор жидкости, складывающийся из статического, 
гидравлического и динамического напоров, остаётся постоянным. 
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Рис. 9.4                                        Рис. 9.5 
 

Для измерения динамического напора применяется изогнутая 
трубочка Пито (рис. 9.5). Пусть статический напор в точке 1 линии 
тока равен 1p  и скорость течения 1v . В точке 2 перед изогнутой тру-

бочкой Пито скорость частиц 0v2 = , статический напор равен 2p . 

Для точек 1 и 2 согласно уравнению Бернулли, имеем 

211v
2

1
pp =+ρ .                                   (9.2.7) 

Откуда динамический напор жидкости равен 

12
2
1v

2

1
pp −=ρ .                                    (9.2.8) 

В заключение рассмотрим истечение идеальной несжимаемой 
жидкости под действием силы тяжести (рис. 9.6). Применим уравнение 
Бернулли для двух сечений 1 и 2. Учтём, что 021 ppp ==  и 21 vv << , 

т.е. скоростью 1v  можно пренебречь. Уравнение Бернулли имеет вид 

2
2
21 v

2

1
ghgh ρ+ρ=ρ . 

Откуда найдём 

( )122 2v hhg −= .                                   (9.2.9) 

Полученная формула называ-
ется формулой Торричелли. Она 
даёт неплохие результаты для жид-
кости с малой вязкостью. 

Наличие вязкости реальных 
жидкостей приводит к тому, что 
при течении жидкости происходят 
потери её энергии на внутреннее 
трение между слоями. Это приво-
дит к потере напора при течении 
жидкостей. 

 

 
 

Рис. 9.6 



182 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

 
Изучая механику, студент должен не только запомнить ту или 

иную формулу, описывающую физическое явление, но и знать физи-
ческие величины, входящие в эту формулу, их размерность и единицы 
измерения. Знать границы применимости физических законов, пони-
мать, когда эти законы применимы, а когда нет. Другими словами, раз-
вивая свое мышление, необходимо стремиться к тому, чтобы за фор-
мальными математическими формулами студент мог видеть реальные 
физические явления и процессы, происходящие в окружающем нас 
мире. Это позволит исключить формализм в знаниях, когда теоретиче-
ские положения существуют сами по себе, практическое применение 
идет другим путем, а жизнь развивается в своём направлении. Глубо-
кое знание теории и умение применять его в реальных ситуациях, без 
сомнения, помогут в карьерном росте.  
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