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РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ И  
ОФОРМЛЕНИЮ КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ  

 
1 Каждая контрольная работа должна быть выполнена в отдельной тетради, на обложке которой 

студенту следует разборчиво написать свою фамилию, инициалы и адрес, шифр, номер контрольной 
работы, название дисциплины и дату отправки работы в вуз. 

2 Решение задач необходимо приводить в той же последовательности, что и в условиях задач. При 
этом условие задачи должно быть полностью переписано перед ее решением. 

3 Решения всех задач и пояснения к ним должны быть достаточно подробными. При необходимо-
сти следует делать соответствующие ссылки на вопросы теории с указанием формул, теорем, выводов, 
которые используются при решении данной задачи. 

4 Все вычисления (в том числе и вспомогательные) необходимо делать полностью. 
5 Чертежи и графики должны быть выполнены (желательно на миллиметровой бумаге) аккуратно 

и четко с указанием единиц масштаба, координатных осей и других элементов чертежа. 
6 Для замечаний преподавателя-рецензента необходимо на каждой странице оставлять поля ши-

риной 3…4 см. 
7 Если контрольная работа не зачтена, то студент должен исправить все указанные рецензентом 

ошибки, учитывая при этом его рекомендации и советы, и отправить работу на повторное рецензирова-
ние. 

8 Зачтенные контрольные работы предъявляются студентом при сдаче зачета или экзамена. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ОБЯЗАННОСТИ ПРЕПОДАВАТЕЛЯ-РЕЦЕНЗЕНТА 
 

1 Проверить, соответствует ли контрольная работа установленному заданию: если работа выпол-
нена студентом не в соответствии с его вариантом или не по действующим заданиям, то она возвраща-
ется студенту без рецензирования; в этом случае преподаватель-рецензент должен указать студенту 
причины возвращения и предложить ему выполнить работу в соответствии с установленными правила-
ми. 

2 Выяснить, выполнены ли студентом контрольные работы, предшествующие данной работе: если 
студент прислал работу, но не выполнил предыдущие, то она не рецензируется и оставляется на кафед-
ре до выполнения студентом пропущенных работ; в этом случае рецензент делает студенту предупреж-
дение. 

3 Если при рецензировании преподаватель установил, что работа выполнена студентом несамо-
стоятельно, то она не зачитывается и возвращается студенту с указанием причины ее незачета, одно-
временно с этим студенту дается индивидуальное задание. 

4 Проверяя работу студента, преподаватель-рецензент должен отметить каждую ошибку и неточ-
ность с указанием, в чем заключается сущность ошибки, и рекомендацией, как исправить ошибку. 

5 Недопустима расстановка вопросительных и восклицательных знаков без соответствующих 
разъяснений преподавателя. 



6 Все исправления в тексте и замечания на полях рецензируемой работы необходимо писать чер-
нилами, отличными по цвету от чернил, которыми написана работа. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Контрольная работа 1 
 

Элементы линейной алгебры 
 

1 Даны две матрицы А и В. Проверить выполнимость равенства AB = BA. 
 

1.1) 
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1.3) 
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1.4) 















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

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   ;
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529
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BA . 

 

1.5) 











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 −
=




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1.6) 
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BA . 

 

1.7) 
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1.8) 
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



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1.20) 





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

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


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
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2 Дана система трех линейных уравнений с тремя неизвестными. Требуется: а) найти ее решение с 

помощью формул Крамера; б) записать систему в матричной форме и решить ее матричным способом; 
в) решить систему методом Гаусса. 
 

2.1) 


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2.2) 
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
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2.3) 




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−=−−
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2.4) 




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

−=+−
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2.5) 

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
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2.6) 

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
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−=−−
−=+−

=−+−

.832
,1343
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xx
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2.7) 




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

=++
=+−
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.63
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xxx
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2.8) 








=−+
−=+−

−=−

.03
,12
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321
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xxx
xxx
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2.9) 








=−−
−=−−

−=+−

.12
,1142

,23
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xx
xxx
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2.10) 








−=−+
−=+−

=+−

.32
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,43
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321
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xxx
xxx

xx
 

 



2.11) 








=−+−
=−+

−=−+

.336
,892

,10374

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

 

2.12) 








−=−+−
=++
−=+−

.13733
,642
,135

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

 

2.13) 








=+−
=−+−
−=−+

.3423
,525

,10342

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

 

2.14) 








−=−+
−=−+

−=−+−

.1224
,957

,8652

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

 

2.15) 








=−+
=+−

−=−+−

.14
,8532

,5653

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

2.16) 








−=+−
=+−
=+−

.42
,4552
,5893
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321

321

xxx
xxx
xxx

 

2.17) 








=−+−
−=−+
−=−+

.6362
,149
,523
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321

321

xxx
xxx
xxx

 

2.18) 








=+−
=+−
=++

.942
,654
,432

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

2.19) 








=+−
−=−+
−=−+−

.158
,6274
,432

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

2.20) 








−=−+−
=++
=−+

.4552
,553
,327

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

3 Найти множество решений однородной системы трех линейных уравнений с четырьмя неиз-
вестными. Выписать три конкретные нетривиальные решения и проверить одно из них. 

 

3.1) 








=−++
=−+−
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.03542
,07368

,0253

4321

4321
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xxxx
xxxx
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3.2) 








=−−+
=−+−
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.01567
,03435

,0923

4321
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4321

xxxx
xxxx
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3.3) 








=+−
=−−+

=−−+

.032
,020754

,01033
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4321

4321

xxx
xxxx
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3.4) 








=−+−
=−++

=−−+

.03435
,015237

,063

4321

4321
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xxxx
xxxx

xxxx
 

3.5) 








=−−−
=−−−

=−−+

.01254
,018737

,063

4321

4321
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xxxx
xxxx
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3.6) 








=−+−
=−−−

=−++

.0323
,05275

,043
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4321
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xxxx
xxxx

xxxx
 

3.7) 








=−++
=−−−

=−−+

.0852
,071073

,0934

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

3.8) 








=−−+
=−+−
=++−

.0622
,04425

,0322

4321
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xxxx
xxxx

xxxx
 

3.9) 








=−−+−
=++−
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.0222
,04823

,03
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4321
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xxxx
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3.10) 








=+++−
=++−

=−+−

.062
,04532

,022

4321
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xxxx
xxxx
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3.11) 







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=−−+−
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.0536
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3.12) 








=+−−
=−−−−
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.0345
,072
,0243
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xxxx
xxxx
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3.13) 








=−−−−
=−+−−
=−−+

.044
,032
,0268

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

3.14) 








=+−+
=+−+

=−++

.0375
,0223

,033
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xxxx
xxxx
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3.15) 








=−+−
=−++
=++−−

.059
,03242

,02593
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xxxx
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3.16) 








=+++
=−−+−

=++−

.0332
,0354

,023
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xxxx
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3.17) 








=+++
=−+−

=−+−−

.02324
,012542

,083
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xxxx
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3.18) 








=−−+−
=++−
=+−+

.035
,04294

,0242
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4321

xxxx
xxxx

xxxx
 



3.19) 








=−−+−
=−−−
=+−−

.0543
,0367

,042

4321

4321

4321

xxxx
xxxx

xxxx
 

3.20) 








=++−−
=−+−−
=−−+

.053
,032
,0374

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

4 Определить собственные значения и собственные векторы матрицы третьего порядка. 
 

4.1) 
















−−
−

628
314
582

. 

 

4.2) 
















−−−
−−

682
528

341
. 

4.3) 
















−

−−

143
825
286

. 

4.4) 
















−−−

−−

628
314
582

. 

4.5) 
















−
−

−

682
528
341

. 

4.6) 















−

−−

285
413

826
. 

4.7) 
















−
−

−

628
314

582
. 

4.8) 
















−−

−

682
528
341

. 

4.9) 
















−−
−

−−

143
825
286

. 

4.10) 















−−−
−−

135
268
852

. 

4.11) 
















−
−
−−

431
121
321

. 

4.12) 
















−
−−

−

413
312
112

. 

4.13) 
















−−
−

−

123
121
134

. 



4.14) 
















−
−

−−

211
341
231

. 

4.15) 
















−
−−−

−−

134
132

123
. 

4.16) 
















−
−−

−−−

143
132
123

. 

4.17) 
















−
−−−

−

321
231

431
. 

4.18) 
















−−−
−

−−

312
314
213

. 

4.19) 
















−
−−

−

211
213

314
. 

4.20) 
















−−−
−−

−

321
231

341
. 

 
Контрольная работа 2 

 
Элементы векторной алгебры и  

аналитической геометрии 
 

1 Даны координаты вершин треугольника АВС. Найти: 
а) длину стороны АВ; 
б) уравнения сторон АВ и ВС и их угловые коэффициенты; 
в) угол В; 
г) уравнение высоты СД и ее длину; 
д) уравнение медианы АЕ и координаты точки K пересечения этой медианы с высотой СД; 
е) уравнение прямой, проходящей через точку K параллельно стороне АВ; 
ж) координаты точки М, расположенной симметрично точке А относительно прямой СД. 

1.1)   A(–8; –3), B(4; –12), C(8; 10). 
1.2)   A(–5; 7), B(7; –2), C(11; 20). 
1.3)  A(–12; –1), B(0; –10), C(4; 12). 
1.4)   A(–10; 9), B(2; 0), C(6; 22). 
1.5)   A(0; 2), B(12; –7), C(16; 15). 
1.6)   A(–9; 6), B(3; –3), C(7; 19). 
1.7)  A(1; 0), B(13; –9), C(17; 13). 
1.8)   A(–4; 10), B(8,1), C(12; 23). 
1.9)   A(2; 5), B(14; –4), C(18; 18). 
1.10)  A(–1; 4), B(11; –5), C(15; 17). 
1.11)  A(–2; 7), B(10; –2), C(8; 12). 
1.12)  A(–6; 8), B(6; –1), C(4,13). 
1.13)  A(3; 6), B(15; –3), C(13; 11). 



1.14)  A(–10; 5), B(2; –4), C(0; 10). 
1.15)  A(–4; 12), B(8; 3), C(6; 17). 
1.16)  A(–3; 10), B(9; 1), C(7,15). 
1.17)  A(4; 1), B(16; –8), C(14; 6). 
1.18)  A(–7; 4), B(5; –5), C(3; 9). 
1.19)  A(0; 3), B(12; –6), C(10; 8). 
1.20)  A(–5; 9), B(7; 0), C(5; 14). 

2 Привести уравнение кривой второго порядка ( ) 0, =yxf  к каноническому виду и найти точки пе-
ресечения ее с прямой 0=++ CByAx . Построить графики кривой и прямой.  

2.1) ,0342 2 =+−− yxx  012 =−− yx . 

2.2) ,0342 2 =−+− yyx  .0  ,0222 =−=+−− yxyxx  

2.3) .0  ,0222 =−=+−− yxyxx  

2.4) 02  ,0222 =−+=−+− yxyyx . 

2.5) .02  ,0222 =−−=++− yxyxx  

2.6) .01  ,0322 =++=+−+ yxyyx  

2.7) .032  ,0782 2 =++=+++ yxyxx  

2.8) .042  ,0442 2 =+−=+−+ yxyyx  

2.9) .03  ,0342 =+−=+++ yxyxx  

2.10) .012y  ,0142 2 =++=+++ xyyx  

2.11) .023  ,0322 =−−=−+− yxyxx  

2.12) .0103  ,0642 =+=+−+ xyxy  

2.13) .02  ,010122 22 =−+=+−+ yxxyx  

2.14) .042  ,0222 =+−=−++ yxyxx  

2.15) .022  ,0242 22 =++=−++ yxyxx  

2.16) .03  ,010122 22 =−+=+−+ yxyyx  

2.17) .062  ,05622 =−+=+−+ yxxyx  

2.18) .022  ,0342 =++=+++ yxyxy  

2.19) .04y5  ,0482 22 =+=+++ yyx  

2.20) .032  ,03422 =−+=+−+ yxyyx  

3 Даны векторы ba
rr

;  и c
r . Для векторов, указанных в пп. а) – д), выполнить соответственно сле-

дующие операции: 
а) вычислить смешанное произведение трех векторов;  
б) найти модуль векторного произведения;  
в) вычислить скалярное произведение векторов;  
г) проверить векторы на коллинеарность и ортогональность;  
д) проверить, будут ли компланарны векторы. 

3.1) 
.3 ,2 , )  ;, )  ;4 , )  ;2 ,3 )  ;,3 , )

;32 5 ,4 ,3 2

cbaдcaгcbвcaбcbaа

kjickjbkjia

−

−+=+=+−=  

3.2) 
. ,3 ,2 )  ;, )  ; , )  ;2 ,4 )  ;,2 ,5 )

;216 3 ,72  ,4 3

cbaдcbгcaвcbбcbaа

kjickjibkjia

−

+−=+−=++=  

3.3) 
.3 ,2 ,3 )  ;, )  ;2 , )  ;7 ,3 )  ;3,2 , )

;75 3 ,3 7 ,24 2

cbbaдcaгa-cвbaбcbaа

kjicjibkjia

−

−+=+=−−=  



3.4) 
.3 ,4 ,2 )  ;, )  ;7- ,2 )  ;3 ,4 )  ;7,2 , )

;23  ,46 2 ,2 7

cbaдcbгcaвcbбcb-aа

kjickjibkia

−

+−=+−=+−=  

3.5) 
.3 ,6 ,2 )  ;, )  ;4 , )  ; ,2 )  ;3 ,6 , )

;5 ,25 3 ,2 4

cbaдbaгc-aвabбcbaа

kjckjibkjia +=−+=−+−=  

3.6) 
.3 ,4 ,5 )  ;, )  ;4 ,2 )  ;3 ,5 )  ;2 ,3, )

;2 3 ,32 ,2 3

cbaдcaгba-вcaбcbaа

kjickjbkjia

−

−+−=−=+−=  

3.7) 
.5 ,2 ,7 )  ;, )  ;4 ,2 )  ;5 ,3 )  ;2 ,4,7 )

;42 7 ,53 2 ,3 4

cbaдcbгcbвcaбcbaа

kjickjibkjia

−

++=−+=+−=  

3.8) 
.4 ,3 ,2 )  ;, )  ;4 , )  ;3 ,4 )  ; ,3 ,2 )

;96 12 , 2 ,32 4

cbaдcaгc-bвbaбcbaа

kjickibkjia

−

+−−=+=−+=  

3.9) 
.3 ,2 ,7 )  ;, )  ;3 ,2 )  ;3 ,7 )  ;2 ,4 ,3 )

;4 2 ,22 3 ,5 

cbaдcbгabвc-aбcbaа

kjickjibkia

−−

+−−=++−=+−=  

3.10) 
.9 ,4 ,3 )  ;, )  ;5 ,3 )  ;9 ,3 )  ;3 ,4 ,2 )

;8  ,96 9 ,64 6

cbaдbaгc-aвc-bбcbaа

kickjibkjia

−−−

−=+−=+−=  

3.11) 
.6 ,2 , )  ; , )  ;6 ,3 )  ;4 ,2 )  ;2 ,4 , )

;75 3 ,24 2 ,43 5

cbaдcbгca-вcbбcbaа

kjickjibkjia

−−−

−+=−−=+−=  

3.12) 
.7 ,4 ,2 )  ; , )  ;3 ,5 )  ;7 ,4 )  ;2 , ,2 )

;39 6 ,26 4 ,73 4

cba-дcbгb-aвcbбc-ba-а

kjickjibkjia −+=−+=−+−=  

3.13) 
.11 ,3 ,8 )  ; , )  ;6 ,8 )  ;11 ,3 )  ;5 ,4 ,2 )

;23 2 ,5 7 ,22 5

cb-aдcaгcaвcbбc-baа

kjickibkjia

−−

−+=−=−+−=  

3.14) 
.2 ,7 ,3 )  ; , )  ;7 ,3 )  ;11 ,4 )  ;2 ,7 , )

;3%  ,3 2 ,26 4

c-baдbaгc-aвab-бcbaа

kjickjibkjia −+−=−+=+−−=  

3.15) 
.4 ,9 ,3 )  ; , )  ;9 ,3 )  ;4 ,7 )  ;3 , ,5 )

;46 6 ,53 ,32 4

cb-aдcaгbaвcaбcb-aа

kjickjbkjia

−

−+=+−=−+−=  

3.16) 
.9 ,6 ,4 )  ; , )  ;8 ,3 )  ;9 ,7 )  ;5 ,6 ,4 )

;812 8 ,23 2 ,8 3

cb-aдcbгc-bвca-бcb-aа

kjickjibjia −+=−+=+−=  

3.17) 
. ,5 ,7 )  ; , )  ;8 ,3 )  ;4 ,5 )  ; ,5 ,7 )

;75 3 ,2 9 ,24 2

c-baдcaгc-bвbaбc-baа

kjickibkjia

−

−+=+−=−−=  

3.18) 
.4 ,7 ,2 )  ; , )  ;7 ,5 )  ;4 ,6 )  ;3 , 7,2 )

;5  ,2115 3 ,3 9

cbaдcbгabвca-бcbaа

kjickjibkjia

−−

+−=+−=+−=  

3.19) 
.5 ,6 , )  ; , )  ;7 ,9 )  ;5 ,8 )  ;2 ,6 , )

;4 7 ,2 5 ,34 2

cb-aдbaгca-вcbбcb-aа

kjickjibkjia

−

−+=−+=−+−=  

3.20) 
.4 ,7 ,2 )  ; , )  ;4 ,9 )  ;7 ,6 )  ;5 ,7 ,2 )

;2010 5 ,42  ,54 9

cba-дcbгcaвcbбcba-а

kjickjibkjia

−

−+−=+−=−+−=  

  
4 По координатам вершин пирамиды 4321 AAAA  найти: 
а) длины ребер 21АА  и 31АА ;  
б) угол между ребрами 21АА  и 31АА ;  
в) площадь грани 321 ААА ; 
г) объем пирамиды;  
д) уравнения прямых 21АА  и 31АА ;  
е) уравнения плоскостей 321 ААА  и 421 AAA ;  
ж) угол между плоскостями 321 ААА  и 421 AAA ;  

4.1)        ( ) ( ) ( ) ( ).3;4;1  ,1;3;3  ,5;2;2  ,1;2;1 4321 −−−− AAAA  



4.2)        ( ) ( ) ( ) ( ).1;3;2  ,1;2;4  ,3;1;3  ,1;1;2 4321 −−−−−− AAAA  
4.3)        ( ) ( ) ( ) ( ).4;3;1  ,2;2;1  ,6;1;0  ,2;1;1 4321 AAAA −  
4.4)        ( ) ( ) ( ) ( ).3;0;1  ,11;3  ,5;2;2  ,1;2;1 4321 −−−−−−− AAAA  
4.5)        ( ) ( ) ( ) ( ).3;1;2  ,1;0;0  ,5;1;1  ,1;1;2 4321 AAAA −−  

4.6)        ( ) ( ) ( ) ( ).0;3;1  ,2;2;3  ,2;1;2  ,2;1;1 4321 −−−−−− AAAA  
4.7)        ( ) ( ) ( ) ( ).3;4;1  ,1;3;1  ,5;2;0  ,1;2;1 4321 AAAA −  
4.8)        ( ) ( ) ( ) ( ).3;1;2  ,1;0;4  ,5;1;3  ,1;1;2 4321 −−−−−− AAAA  
4.9)        ( ) ( ) ( ) ( ).4;1;1  ,2;0;1  ,6;1;0  ,2;1;1 4321 AAAA −−−  
4.10)        ( ) ( ) ( ) ( ).3;0;1  ,1;1;1  ,5;2;0  ,1;2;1 4321 AAAA −−−−  
4.11)        ( ) ( ) ( ) ( ).4;5;0  ,2;4;2  ,6;3;1  ,2;3;0 4321 AAAA −−  
4.12)        ( ) ( ) ( ) ( ).2;4;1  ,0;3;3  ,4;2;2  ,0;2;1 4321 −−−− AAAA  
4.13)        ( ) ( ) ( ) ( ).5;4;2  ,3;3;0  ,7;2;1  ,3;2;2 4321 AAAA  
4.14)        ( ) ( ) ( ) ( ).4;1;0  ,2;0;2  ,6;1;1  ,2;1;0 4321 AAAA −−−−  
4.15)        ( ) ( ) ( ) ( ).4;2;3  ,2;1;1  ,6;0;2  ,2;0;3 4321 AAAA  
4.16)        ( ) ( ) ( ) ( ).1;4;0  ,7;3;2  ,3;2;1  ,1;2;0 4321 AAAA −−−  
4.17)        ( ) ( ) ( ) ( ).4;5;2  ,2;4;0  ,6;3;1  ,2;3;2 4321 AAAA  
4.18)        ( ) ( ) ( ) ( ).4;2;1  ,2;1;3  ,6;0;2  ,2;0;1 4321 −−−− AAAA  
4.19)        ( ) ( ) ( ) ( ).5;2;2  ,3;1;0  ,7;0;1  ,3;0;2 4321 AAAA  
4.20)        ( ) ( ) ( ) ( ).4;1;2  ,2;0;0  ,6;1;1  ,2;1;2 4321 AAAA −−  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Контрольная работа 3 
 

Введение в анализ 
 

1 Требуется: 
а) построить по точкам график функции ( )ϕρ=ρ  в полярной системе координат (значения функции 

вычислять в точках 
8
k

k
π

=ϕ ); 

б) найти уравнение кривой в прямоугольной системе координат, начало которой совмещено с по-
люсом, а положительная полуось 0х – с полярной осью; 

в) определить вид кривой. 
1.1)      .cos6 ϕ=ρ  1.11)      .2cos22 ϕ=ρ  
1.2)      .sin2 ϕ−=ρ  1.12)      .2sin22 ϕ=ρ  
1.3)      .cos2 ϕ=ρ  1.13)      .2cos42 ϕ=ρ  
1.4)      .sin4 ϕ−=ρ  1.14)      .2sin42 ϕ=ρ  
1.5)      .cos4 ϕ−=ρ  1.15)      .2cos62 ϕ=ρ  
1.6)      .cos2 ϕ−=ρ  1.16)      .2cos22 ϕ−=ρ  



1.7)      .cos4 ϕ=ρ  1.17)      .2sin22 ϕ−=ρ  
1.8)      .sin6 ϕ−=ρ  1.18)      .2cos42 ϕ−=ρ  
1.9)      .sin4 ϕ=ρ  1.19)      .2sin42 ϕ−=ρ  
1.10)      .sin2 ϕ=ρ  1.20)      .2sin62 ϕ=ρ  

 
2 Вычислить пределы функций, не пользуясь правилом Лопиталя. 

2.1)   а) 
15

53lim 2

2

−+−
−

∞→ xx
xx

x
;  б) 

12
156lim 2

2

2
1 −−

++

−→ xx
xx

x
;  в) 

x
x

x 5tg
3sinlim

0→
;  

г) 
1

52
32lim

−

∞→








+
− x

x x
x . 

2.2)  а) 
xx
xx

x 5
272lim 2

2

−
++−

∞→
; б) 

62
23lim 2

2

2 −−
+−

→ xx
xx

x
;  в) 

xx
x

x 2sin
tglim

2

0→
;   

г) 
32

14
34lim

−

∞→








−
+ x

x x
x . 

 

2.3)  а) 
173

4lim 2

2

−+
−−

∞→ xx
xx

x
;  б) 

16
132lim 2

2

2
1 −+

++

−→ xx
xx

x
; в) 

x
x

x 2tg
3sinlim 2

2

0→
;   

г) 
12

45
15lim

+

∞→








+
− x

x x
x . 

2.4)  а) 
23

21lim
−

−
∞→ x

x
x

;  б) 
2
252lim 2

2

2 −−
+−

→ xx
xx

x
;  в) ( )xx

x
5ctg3sinlim

0→
;   

г) 
x

x x
x 2

43
13lim 







−
−

∞→
. 

2.5)  а) 
12

1lim 3

3

+
+

∞→ x
x

x
;  б) 

253
143lim 2

2

3
1 −−

++

−→ xx
xx

x
;  в) 2

2

0 5
lim

x
xtg

x→
;   

г) 
14

32
72lim

+

∞→








−
− x

x x
x . 

2.6)  а) 
2
52lim 3

23

−+
−+

∞→ xx
xx

x
;  б) 

16
12lim 2

2

2
1 −−

−+

→ xx
xx

x
;  в) ( )xx

x
4 сtglim

0→
;  

г) 
x

x x
x









−
+

∞→ 2
3lim . 

2.7)  а) 
22
63lim 4

24

+−
−+

∞→ xx
xx

x
;  б) 

123
273lim 2

2

3
1 −−

++

−→ xx
xx

x
;  в) 

x
x

x  tg
4sinlim

0→
;   

г) 
x

x x
x









+
−

∞→ 12
12lim . 

2.8)  а) 
15
562lim 2

2

−−
−+

∞→ xx
xx

x
;  б) 

2
672lim 2

2

2 −+
++

−→ xx
xx

x
;  в) 

x
x

x 5sin
3 tglim

0→
;   

г) 
x

x x
x 2

4
14lim 





 +

∞→
. 

2.9)  а) 
112

53lim 4

4

+−
++

∞→ xx
xx

x
;  б) 

4113
273lim 2

2

3
1 −+

+−

→ xx
xx

x
;  в) 2

2

0

2sinlim
x

x
x→

;   

г) 
32

1
lim

−

∞→








+

x

x x
x . 

 

2.10)  а) 42

42

32
52lim
xx
xxx

x ++
+−

∞→
;  б) 

62
253lim 2

2

2 −−
−−

→ xx
xx

x
;  в) 

xx
x

x 3sin
6cos1lim

0

−
→

;   



г) 
x

x x
x 5

12
52lim 







+
+

∞→
. 

2.11)  а) 
53
135lim 2

2

−+
+−

∞→ xx
xx

x
;  б) 

132
156lim 2

2

2
1 +−

+−

→ xx
xx

x
;  в) 

x
xx

x 4cos1
 tglim

0 −→
;   

г) 
23

4
1lim

+

∞→








+
− x

x x
x . 

2.12)  а) 
3

227lim 4

34

+
+−

∞→ x
xx

x
;  б) 

65
992lim 2

2

3 +−
+−

→ xx
xx

x
;  в) 20

cos1lim
x

x
x

−
→

;   

г) 
32

1
2lim

−

∞→








+
− x

x x
x . 

2.13)  а) 
522
938lim 25

25

++
+−

∞→ xx
xx

x
;  б) 

34
123lim 2

2

1 +−
−−

→ xx
xx

x
;  в) 

x
x

x 3
6cos1lim

0

−
→

;   

г) 
x

x x
x 2

23
43lim 







+
−

∞→
. 

2.14)  а) 
232
124lim 23

3

++
+−

∞→ xx
xx

x
;  б) 

96
6lim 2

2

3 +−
−−

→ xx
xx

x
;  в) 20 5

cos1lim
x

x
x

−
→

;   

 г) 
24

1
7lim

−

∞→








+
− x

x x
x . 

2.15)  а) 2

2

721
143lim

xx
xx

x ++
+

∞→
;  б) 

6113
352lim 2

2

3 ++
−+

−→ xx
xx

x
;  в) 

x
xx

x 3sin
2 ctg lim

2

0→
;   

 г) 
2

23
3lim

−

∞→








+

x

x x
x . 

2.16)  а) 
732

53lim 2

4

−−
+

∞→ xx
xx

x
;  б) 

2
8lim 2

3

2 −+
+

−→ xx
x

x
;  в) 

x
x

x 2cos1
6cos1lim

0 −
−

→
;   

 г) 
x

x x
x









−
+

∞→ 12
42lim . 

2.17)  а) 
xxx

x
x −−

+
∞→ 23 4

35lim ;  б) 
252

82lim 2

2

2 ++
−−

−→ xx
xx

x
;  в) 2

2

0
2

tg
lim

x

x

x→
;   

г) 
x

x x
x 2

43
3lim 








+∞→
. 

2.18)  а) 
153
378lim 2

34

+−
−+

∞→ xx
xx

x
;  б) 

12
374lim 2

2

1 −+
++

−→ xx
xx

x
;  в) 

xx
x

x 2 tg2
4cos1lim

0

−
→

;   

г) 
x

x x
x 5

3
lim 








+∞→
. 

2.19)  а) 
93
252lim 24

2

−+
+−

∞→ xx
xx

x
;  б) 

54
25152lim 2

2

5 −+
++

−→ xx
xx

x
;  в) ( )xx

x
3 ctg5lim

0→
;   

г) 
x

x x
x 3

42
2lim 








−∞→
. 

2.20)  а) 
152
437lim 2

3

+−
−+

∞→ xx
xx

x
;  б) 

23
12lim 2

2

1 −−
−−

→ xx
xx

x
;  в) 

132
156lim 2

2

5,0 +−
+−

→ xx
xx

x
;   

г) ( ) 1
3

1
34lim +

−→
+ x

x
x . 

3 Исследовать функцию ( )xfy =  на непрерывность: 
а) найти точки разрыва функции, если они существуют; 
б) найти односторонние пределы и скачок функции в точках разрыва; 
в) построить график функции. 

3.1)   ( )

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


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3.2)   ( )

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
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
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=
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




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=

.     ,
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3.3)   ( )








≥−
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=
.3     ,27
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,2    ,3
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xx
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3.7)   ( )
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

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≥

π
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2

         ,2
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3.4)   ( )








≥−
<<−

≤−

=
.3     ,52

,31   ,4

,1     ,3
2

xx
xx

xx
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
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



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<
=
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,0   ,sin
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x
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3.9)   ( )








π≥−
π<<

≤
=

.     ,1
,0   ,cos

,0     ,2

x
xx

xx
xf  3.15)   ( )









>+
≤<
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=
.2     ,1
,20   ,

,0     ,
2

xx
xx
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xf  

3.10)   ( )















π
>

π
−

π
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=

.
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     ,
2

,
2

0   ,cos
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



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=
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,0   ,sin
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xf  

3.11)   ( )








≥
<≤−+

−<+

=
.1     ,2

,11   ,2

,1     ,4
2
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
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
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>
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=
.0     ,
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2
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






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−≤+

=
.1     ,3

,11   ,1

,1     ,2
2

xx
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xx

xf  
3.18)   ( )















π
>

π
≤<

≤−

=

.
4

     ,2

,
4

0   , tg

,0     ,2

x

xx
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xf  

3.13)   ( ) ( )








≥−
<<−−

≤−

=
.2     ,3

,20   ,1

,0     ,
2

xx
xx

xx

xf  3.19)   ( )








>
≤<+

≤−

=
.1     ,2

,10   ,1

,0     ,2
2

x
xx

xx

xf  

3.14)   ( )








≥
<<+

≤

=
.1     ,

,10   ,1

,0     ,cos
2

xx
xx

xx

xf  3.20)   ( )








≥
<<

≤−

=
.4     ,1

,40   ,

,0     ,2

x
xx

xx

xf  

4 Найти производные первого порядка, используя правила вычисления производных. 
 

4.1)   а) xxy sin3 5 −= ; б) xxy  tg= ; в) 
x

xy
cos34

ln
−

= ; г) 






−
=

=

241
1

2arcsin

t
y

tx
. 

4.2)   а) xexy += 44 ; б) xxy lnsin= ; в) 
x

xy
 ctg

3
= ; г) ( )

( )





−=

−=
2

2

1cos

1

ty

tx . 

4.3)  а) xxy ln33 −= ;  б) xey x arcsin= ;  в) 4
 ctg

x
xy = ;  г) ( )

( )





−=

−=
2

2

1sin

1

ty

tx . 

4.4)  а) xxy arcsin5 2 −= ,  б) xxy ln3 2= ;  в) xe
xy

3 4
= ;  г) 







−=

=

5

 tg
2

2

ty

tx . 

4.5)  а)   arctg44 xxy += ;  б) xexy 5= ;  в) 
x
xy

ln
 tg

= ;  г) 






=

+=
2

2

3 ctg

7

ty

tx . 



4.6)  а) xxy  arcctg755 −= ;  б) ( )13cos −= xxy ;  в) xe
xy

53
= ,   

г) ( )






=

−=
2

4

arccos

1ln

ty

tx . 

4.7)  а) xxy cos210 3 += ;  б) 4sin xxy = ;  в) 
x

xy
arcsin

ln
= ;  г) 







=
+

=

ty
t

x

 arcctg
1

3
2 . 

4.8)  а) xxy  tg763 2 −= ;  б) xey x arccos= ;  в) 42
 ctg

x
xy = ;   

г) 
( )







++=

+=

22

1 arctg
2

2

tty

tx
. 

4.9)  а) x
x

y  ctg32
+= ;  б) xxy  arctgln= ;  в) 

x
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x

arcsin
= ;   

 г)   ( )
( )





−=

−=

ty

tx

41cos

41sin
2

2

. 

4.10)  а) xxy arccos27 6 += ;  б) xey x  ctg= ;  в) 
3 2
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x

xy = ;   

 г) ( )



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−

−

3
2

3
t

t
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ex
. 
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4.18)  а) 
6 55
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4.19)  а) 
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4.20)  а) 
5 44

5

x
y = ;  б) 

4
sin4

xey = ;  в) ( )xxy 2tg3ln 2 −= ;   

г) ( )






=

−=

ty
tx

arcsin
1

32
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5 Для данной функции ( )xyy =  и аргумента 0x  вычислить ( )0xy ′′ . 

5.1) 
2

   ,sin 0
2 π

== xxy . 5.11) 0   ,arcsin 0 == xxy . 

5.2) 1   , arctg 0 == xxy . 5.12) ( ) 2   ,45 0
5 =−= xxy . 

5.3) 0   ),2ln( 0
2 =+= xxy . 5.13) 

2
   ,sin 0

π
== xxxy . 

5.4) 0   ,cos 0 == xxey x . 5.14) 
3
1   ,ln 0

2 == xxxy . 

5.5) 0   ,2sin 0 == xxey x . 5.15) 
4

   ,2sin 0
π

−== xxxy . 

5.6) 0   ,cos 0 == − xxey x . 5.16) 
12

   ,2cos 0
π

== xxxy . 

5.7) π== 0   ,2sin xxy . 5.17) 1   ,ln 0
4 == xxxy . 

5.8) ( ) 1   ,12 0
5 =+= xxy . 5.18) 1   , arctg 0 =+= xxxy . 

5.9) ( ) 2   ,1ln 0 =+= xxy . 5.19) 
4

   ,cos 0
2 π

== xxy . 

5.10) 0   ,
2
1

0
2 == xexy x . 5.20) 3   ),4ln( 0

2 =−= xxy . 

  
 
 

Контрольная работа 4 
 

ПРИЛОЖЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
 
1 Составить уравнения касательной и нормали к графику функции  )(xfy =  в точке, абсцисса ко-

торой равна 0x . 

1.1) 2233 2 ++= xxy ;      0x = –
1. 

1.11) ,
2

4 2xy −
=          0x = –

.2  
1.2) 3 23 xy = – 8 x – 1;       0x = 
1. 

1.12) ,24 2xy −=          0x  = 1. 

1.3) 3 23 xy = + 6 x + 3;      0x = –
1. 

1.13) 
3

6 2xy −
= ,          0x  = 

3− . 
1.4) 3 23 xy =  – 2 x –2;      0x = 
1. 

1.14) ,
2

4 2xy −
−=        0x  = 

.2  
1.5) 3 23 xy = + 6 x + 1;       0x = 
–1. 

1.15)  ,24 2xy −−=       0x  = 1. 

1.6) 3 23 xy = – 2 x + 2;       0x  = 
1. 

1.16)  
3

6 2xy −
−= ,       



0x = 3− . 

1.7) 3 23 xy = +  8 x  – 1;     0x  = 
–1. 

1.17) ,
2

4 2xy −
=            0x = 

.2  
1.8) 3 23 xy = – 6 x  – 3;      0x  = 
1. 

1.18) ,24 2xy −=           0x = –1. 

1.9) 3 23 xy = +  2 x + 2;     0x  = 
–1. 

1.19) 
3

6 2xy −
−= ,         0x = 3 .

1.10) 3 23 xy = – 6 x – 1;      0x  = 
1. 

1.20)   ,24 2xy −−=       0x = –1. 

 
2 Найти приближенное значение указанной величины с помощью дифференциала соответствую-

щей функции. 
 
2.1) 4 8,15 . 2.6) 7 130 . 2.11) 10 1025 . 2.16) o151cos . 

2.2) 3 10 . 2.7) 3 5,27 . 2.12) o93sin . 
2.17) 

1,05 arctg . 
2.3) 5 200 . 2.8) 17 . 2.13) o29ctg . 2.18) .61cos o  
2.4) 15 . 2.9) 640 . 2.14) o59tg . 2.19) .44 tg o  

2.5) o31sin . 2.10) 2,1 . 2.15) 3 02,1 . 
2.20) 

0,98 arctg . 
3 Вычислить предел функции с помощью правила Лопиталя. 
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3.2) 2
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0

2e2lim
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x
x

x

−−
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. 3.12) 
x
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x

24lim
0
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→

. 

3.3) 30

122sin6lim
x

xx
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−
→

. 3.13) 
2

2)arctg(lim
2 +

+
−→ x

x
x

. 

3.4)
 

20

2141lim
x

xx
x

−−+
→

. 
3.14)

  
)3(sin

)3(lim 2

2

3 −
−

→ x
x

x

. 

3.5)
 

30

62tg3lim
x

xx
x

−
→

. 
3.15)

 
27

1lim
31 +−

+
−→ x

x
x

. 

3.6)
 

20

3)31ln(lim
x

xx
x

+−
→

. 3.16) 
x

x

x 2sin
14lim

sin

0

−
→

.  

3.7)
 

2

5

0

51elim
x

xx

x

+−−

→

. 3.17)
 

x
x

x 5 tg
 tglim

2
π

→

. 

3.8)
  

30

4arcsin4lim
x

xx
x

−
→

. 3.18)
 ( )

4 3
5lnlim

+

+
∞→ x

x
x

 

3.9)
  

30

63sin2lim
x

xx
x

−
→

. 
3.19) 

1
2

cos
lim

1 +

π

−→ x

x

x

. 

3.10)
 

20

)5,01ln(2lim
x

xx
x

−+
→
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3.20)
 

125
2lim

2 −−

−
→ x

x
x

. 

4 Найти наибольшее и наименьшее значения функции )(xfy =  на отрезке ].,[ ba  
4.1) ,33 23 +−= xxy  ]31,[ .  4.5) ,524152 23 ++−= xxxy  ]30,[ . 

4.2) ,26 23 +−= xxy  ]22,[− .  4.6) 
4
32

2 +
+

=
x

xy , ]22,[− . 



4.3) ,11232 23 +−−= xxxy  ]42,[− . 4.7) 
1
43

2 +
+

=
x
xy , ]41,[− .  

4.4) ,692 23 +−−= xxy  ]12,[− .  4.8) 
3

1
2 +
+

=
x
xy , ]30,[ . 

 

4.9) 
6
12

2 +
+

=
x

xy , ]43,[− .  4.15) ,ln32 x
x

xy −−=  ]41,[ . 

4.10) 
3
14

2 +
−

=
x

xy , ]31,[− .  4.16) ,e
2-2xxy =  ]10,[ . 

4.11) ,sin2 xxy −=  ]
2

0,[ π .  4.17) ,ln33 xxy −=  ]2,
2
1[ .  

4.12) ,cos2 xxy +=  ]
3

,
4

[ ππ
− .  4.18) ,e2 xxy −=  ]21,[− . 

4.13) ,2e 22
xy x += −  ]11,[− . 4.19) ,12arctg4 +−= xxy  ]10,[ .  

4.14) ,12 2 +−= xxy  ]10,[ . 4.20) 523 +−−= xxxy , ]30,[ .  
 

5 Исследовать методами дифференциального исчисления функцию )(xfy =  и, используя резуль-
таты исследования, построить ее график. 
5.1) .496 23 +++= xxxy  5.11) 

1
342

2

2

++
++

=
xx
xxy  

5.2) .593 23 +−+= xxxy  5.12) 
33
65

2

2

+−
−+−

=
xx
xxy  

5.3) .8156 23 +−+= xxxy  5.13) 
1
23

2

2

++
++

=
xx
xxy  

5.4) 28243 23 −−−= xxxy  5.14) 
33
342

3

2

+−
+−

=
xx
xxy  

5.5) .504512 23 +++= xxxy  5.15) 
1
35

2

2

++
++

=
xx
xxy  

5.6) 496 23 −+−= xxxy . 5.16) 
33
97

2

2

+−
++−

=
xx
xxy  

5.7) .593 23 −−−= xxxy  5.17) 
1
23

2

2

++
++

=
xx
xxy  

5.8) 8156 23 −−−= xxxy . 5.18) 
33
3

2

2

+−
+−−

=
xx
xxy  

5.9) .28243 23 +−+= xxxy  5.19) 
1

13
2

2

++
++−

=
xx

xxy  

5.10) .504512 23 −+−= xxxy  5.20) 
33
982

2

2

+−
+−

=
xx
xxy  

 
Контрольная работа  5 

 
Функции нескольких переменных 

 

1  Найти частные производные второго порядка  2

2

x
z

∂
∂ , 2

2

y
z

∂
∂ , 

yx
z
∂∂

∂2
, 

xy
z
∂∂

∂2
 функции z = f (x, y) 

1.1)  22 yxez −= . 1.11)  222 yxez += . 
1.2)  )(ctg yxz += . 1.12)  






=

x
yz ctg . 

1.3)  







=

y
xz tg . 1.13)  xyz tg= . 

1.4)  )cos( 2xyz = . 1.14)  )5cos( 22 −= yxz . 



1.5)  )sin( 2 yxz −= . 1.15)  yxz 3sin= . 
1.6)  )(arctg yxz += . 1.16)  )2arcsin( yxz −= . 
1.7)  )arcsin( yxz −= . 1.17)  )4arccos( yxz −= . 
1.8)  )2arccos( yxz += . 1.18)  )25(arctg yxz += . 
1.9)  )3(arcctg yxz −= . 1.19)  )2(arctg yxz −= . 
1.10)  )23ln( 22 yxz −= . 1.20)  )54ln( 32 yxz −= . 

2   Найти уравнения касательной плоскости и нормали к заданной поверхности S в точке M0 (x0, y0, 
z0) 

2.1) ,0846: 222 =+−+++ xzzyxS  M0 (2, 1, –1). 

2.2) ,24: 222 xyyzxS −=−+  M0 (–2, 1, 2). 

2.3) ,73: 222 =+−++ zxyzyxS  M0 (1, 2, 1). 

2.4) ,846: 222 =++++ xyzyxS  M0 (–1, 1, 2). 

2.5) ,1342: 222 =+−+− yzzyxS  M0 (2, 1, –1))  

2.6) ,0446: 222 =++−++ zyzyxS  M0 (2, 1, –1). 

2.7) ,4635: 22 =+−+ yyzzxS  M0 (1, 2, –3). 

2.8) ,0: 22 =−−+ yzxzyxS   M0 (0, 2, 2). 

2.9) ,222: 222 =−+−++ zyzyzyxS  M0 (1, 1, 1). 

2.10) ,22: 222 zxxzxzyS =+−+−  M0 (1, 1, 1). 

2.11) ,22: 22 yxxyyxzS −+−+=  M0 (–1, –1, –1). 

2.12) ,32: 22 yxyxyzS −+−=   M0 (1, –1, 1). 

2.13) ,22: 22 yxxyyxzS −−−−=  M0 (–1, 1, 1). 

2.14) ,1342: 222 =−++− yxzzyxS  M0 (3, 1, 2). 

2.15) ,9344: 22 =+−+− zxzxyzyS  M0 (1, –2, 1). 

2.16) ,23: 22 ++−−+= yxxyyxzS  M0 (2, 1, 0). 

2.17) ,322: 222 =+++− xzxyzyxS  M0 (1, 2, 1). 

2.18) ,1424: 222 =+−+− yxzyxS  M0 (3, 1, 4). 

2.19) ,44: 222 =++−+ yxzzyxS  M0 (1, 1, 2). 

2.20) ,54: 222 −=++−− xxzzyxS  M0 (–2, 1, 0). 

3   Исследовать на экстремум функцию z = f (x, y) 

3.1) yxyxyz 142 2 +−−= . 

3.2) z = x3+ 8y3  –  6xy+ 5. 

3.3) z = 1+15x – 2x2 – xy  –  2y2. 

3.4) z = 1+ 6x –  x2 –  xy  –  y2. 

3.5) z = x3+ y2 –  6xy – 39x + 18y + 20. 

3.6) z = 2x3 + 2y3 –  6xy + 5. 

3.7) z = 3x3 + 3y3 –  9xy + 10. 



3.8) z = x2 +  xy + y2+ x –  y + 1. 

3.9) z = 4(x –  y) –  x2 –  y2.  

3.10) z = 6(x –  y) – 3x2 – 3y2. 
3.11) z = x2+ xy + y2 –  6x –  9y. 
3.12) z = (x – 2)2 + 2y2 – 10. 
3.13) z = (x – 5)2 + y2+ 1. 
3.14) z = x3 + y3 –  3xy. 
3.15) z = 2xy  –  2x2 –  4y2. 

3.16) 362 ++−−= xyxyxz . 

3.17) z = 2xy  – 5x2 –  3y2 + 2. 
3.18) z = xy(12 –  x –  y). 
3.19) z = xy  –  x2 –  y2 +  9. 
3.20) z = 2xy – 3x2 – 2y2 + 10. 

4 Найти наибольшее и наименьшее значения функции z = f (x, y) в замкнутой области D , ограни-
ченной заданными линиями.  

.03,0,0:,1642)9.4

.1,0,1,0:,63)8.4

.6 ,0 ,1 ,0:,2)7.4

.01 ,0 ,0:,822)6.4

.0 ,3 ,01:,42)5.4

.1 ,0 ,1 ,0:,35)4.4

.2 ,0 ,1 ,0:,842)3.4

.0 , ,3:,2)2.4

.0 ,4 ,:,3)1.4

22

22

223

22

22

22

2

=−+==−−+−=

====−−−+=

====+−=

=−+==+−−+=

===+−−−+=

====+−=

====+−+=

===−−=

===−+=

yxyxDxxyyxz

yyxxDyxyxyxz

yyxxDyxyxz

yxyxDyxyxz

yxyxDxyxyxz

yyxxDyxyxz

yyxxDyxxyxz

yxyxDyxxyz

xyxyDxyyxz

 

.0,
4
99:,132)14.4

.01,0,0:,22233)13.4

.2,8:,
2
1)12.4

.4,0,3,0:,2)11.4

.4,0:,102)10.4

222

22

22

22

=−=++=

=−+==+−−+=

==−=

====−−=

−==−+=

yxyDyxz

yxyxDyxyxz

xyyDxyxz

yyxxDyxxyz

xyyDxyxz

 



.0,2,2:,4
2
122)17.4

.01,0,5:,133)16.4

.01,0,3:,142)15.4

22

22

22

===−−+=

=−−==+−−+=

=++=−=++−−=

xyxyDxyxyxz

yxyxDyxyxz

yxyxDxyxyxz

 

.0,4:,2)20.4

.4,0,4,0:,23)19.4

.2,0,2,0:,2
2
52)18.4

22

22

=−=−+=

====−−=

====−+−=

yxyDxyxz

yyxxDyxxyz

yyxxDxyxyxz

 

5   Найти производную функции ( )yxfz ,=  в точке ( )000 , yxM  по направлению вектора { }21, lll = . 
5.1) ,22 yxyxz ++=  ( )1 ;10M ,  { }1 ;2 −=l . 

5.2) ,32 22 yxyxz ++=  ( )1 ;20M ,  { }4 ;3 −=l . 

5.3) ( ),35ln 22 yxz +=  ( )1 ;10M ,  { }2 ;3 =l . 

5.4) ( ),45ln 22 yxz +=  ( )1 ;10M ,  { }1 ;2 −=l . 

5.5) ,65 2 xyxz +=  ( )1 ;20M ,  { }2 ;1 =l . 

5.6) ( ),arctg 2xyz =  ( )3 ;20M ,  { }3 ;4 −=l . 

5.7) ,arcsin
2











=

y
xz  ( )2 ;10M ,  { }12 ;5 −=l . 

5.8) ( ),43ln 22 yxz +=  ( )3 ;10M ,  { }1 ;2 −=l . 

5.9) ,23 324 yxxz +=  ( )2 ;10 −M ,  { }3 ;4 −=l . 

5.10) ,53 222 xyyxz +=  ( )1 ;10M , { }1 ;2 =l . 

5.11) ,2422 yxyxz +++=  









−+−

2
1 ;

2
320M , 







=

2
1 ;0 l . 

5.12) ,2222 yxyxz −++=  









−−

2
31 ;

2
1

0M , 






= 0 ;

2
1 l . 

5.13) ,4222 yxyxz −++=  









−−

2
5 ;

2
310M , 







 −=

2
5 ;0 l . 

5.14) ,2222 yxyxz −−+=  









−

2
31 ;

2
1

0M , 






−= 0 ;

2
1 l . 

5.15) ,4222 yxyxz +++=  









−+−

2
3 ;

2
310M , 







=

2
3 ;0 l . 

5.16) ,2222 yxyxz +−+=  









−−

2
31 ;5,10M , { }0 ;5,1 −=l . 

5.17) ,4222 yxyxz −−+=  









−

2
5 ;

2
310M , 







 −=

2
5 ;0 l . 

5.18) ,2422 yxyxz −−+=  









−

2
31 ;

2
3

0M , 






−= 0 ;

2
3 l . 

5.19) ,4222 yxyxz +−+=  









−+

2
5 ;

2
310M , 







=

2
5 ;0 l . 

5.20) ,222 yxyxz +++=  









+−−

2
31 ;

2
1

0M , 






= 0 ;

2
1 l . 



Контрольная работа 6 
 

Интегральное исчисление функций  
одной переменной 

 
1 Найти неопределенные интегралы. 

1.1) а) ∫ + 27
 

x
dxx ;  б) ( )

∫ −−
+

124
18

2 xx
dxx ;  в) ( )∫ − xdxx cos3 . 

1.2) а) ∫
5

sin2 x
dx ;  б) ( )

∫ −−
+

82
4

2 xx
dxx ;  в) ( )∫ − dxx31sin . 

1.3) а) ∫
− 25

 

x

dx ;  б) ( )
∫ −+

+
20

23
2 xx

dxx ;  в) ∫ − dxxe x7 )  

1.4) а) ∫ + 35x
dx ;  б) ( )

∫ −−
+

6
12

2 xx
dxx ;  в) ∫ xdx4arctg . 

1.5) а) ( )∫ − dxx32sin ;  б) ( )
∫ −−

+
152

19
2 xx

dxx ;  в) ∫ xdxx ln3 . 

1.6) а) ∫
−

dxe
x 2

4
1

;  б) ( )
∫ −+

+
124

65
2 xx

dxx ;  в) ∫ xdxx 5sin . 

1.7) а) ∫ + 247 x
dx ;  б) ( )

∫ −−
−

20
75

2 xx
dxx ;  в) ( )∫ + xdxx sin52 . 

1.8) а) ∫ x
dx

2cos
 

2 ;  б) ∫ −+ 6
5

2 xx
xdx ;  в) ∫ x

xdxln . 

1.9) а) ∫ 





 − dxx 4

3
cos ;  б) ( )

∫ −+
+

82
25

2 xx
dxx ;  в) ∫ dxx

3
arcsin . 

1.10) а)
( )∫

+3 212

 

x

dx ;  б) ( )
∫ −+

+
152

15
2 xx

dxx ;  в) ∫ dxxe x3 . 

1.11) а) ∫
−3 1 x

x

e

dxe ;  б) ∫ −+
− dx

xx
x

32
419

2 ;  в) ( )∫ − xdxx ln25 . 

1.12) а) ∫ − dxxx 23 ;  б) ∫ ++
+ dx
xx

x
65

92
2 ;  в) ∫ xdxx 2cos2 . 

1.13) а) ∫ + 21
arctg

x
xdx ;  б) dx

xx
x

∫ −+
+

32
9

2 ;  в) ( )∫ + dxx23ln . 

1.14) а) ∫ − dxxx 2cos22sin ; б) ∫ −−
+ dx
xx

x
12

272
2 ;  в) ∫ xdxx arcsin . 

1.15) а) ∫ − x
xdx

cos1
sin ;  б) ∫ ++

+ dx
xx

x
12112

314
2 ;  в) ( )∫ − xdxx sin2 . 

1.16) а) ∫ x
dxx3 ln ;  б) ∫ −+

− dx
xx

x
2

211
2 ;  в) ( )∫ − dxxln1 . 

1.17) а) ∫
− dx

x
x

2cos
tg1 ;  б) ∫ +−

− dx
xx

x
45

217
2 ;  в) ( )∫ + xdxx cos43 . 

1.18) а) ∫ + 3

2

8 x
dxx ;  б) dx

xx
x

∫ +−
−

65
29

2 ;  в) ( )∫ dxx4arcctg . 

1.19) а) ∫ + 3cos
2sin

2 x
xdx ;  б) ∫ −−

+ dx
xx

x
62

274
2 ;  в) ∫ xdxx 2ln . 

1.20) а) ∫ 32

2

cos x
dxx ;  б) ∫ −−

− dx
xx

x
82

13
2 ;  в) ∫ xdxx 3sin2 . 

 
2 Вычислить определенный интеграл. 

 



2.1) ∫
+7

2

2
x

dxx . 2.7) ∫− +−

0

4
3

12 x
dx . 2.13) 

∫ +

++3

0

2

1
1 dx
x

xx . 

2.2) 
( )∫− +

0

4
3

31

3

x

xdx . 2.8) ∫− +

1

1 3 28 x

dx . 2.14) ∫ −+

−1

2 21
2 dx

x
x . 

2.3) ∫ −

1

0 4 x
dxx . 2.9) ∫− ++

0

4
1

131 x
dx . 2.15) ∫ −

49

25 6x
dxx . 

2.4) ∫− −

0

8 3 25 x

dx .  2.10) ∫− +

0

1 3 24 x

dx . 2.16) ∫ +

1

0 72x
xdx . 

2.5) ∫ −

4

0 3x
dx . 2.11) ∫ +

4

0 4 x
dxx . 2.17) ∫− +

0

8 3 2

3 2

3
dx

x

x . 

2.6) 
( )∫− −

1

4 35 x

xdx . 2.12) dx
x

x
∫

−6

3

3 . 2.18) 
( )∫ −

9

4 1xx
dx . 

2.19) ∫ −+

2

1 4 12 x
dx .       2.20) ∫ +

4

0 5x
dx . 

3 Вычислить несобственный интеграл или установить его расходимость. 
 
3.1) ∫− +

5

3 3 3x
dx . 3.7. ∫

π
4

0 2sin
cos

x
xdx . 3.13) dx

x
x

∫
+8

0 3
23 . 

3.2) ∫
∞ −

0

2
dxxe x . 3.8) ∫

∞

++0 2 52xx
dx . 3.14) ∫

∞ −

0
5 dxe x . 

3.3) ∫
∞

e xx
dx

2ln
. 3.9) 

( )∫− +

0

1 31x

dx . 3.15) ∫
−2

0 3ln

e

xx
dx . 

3.4) 
( )∫ −

5

4 24x
dx . 3.10) ∫

π
2

0
ctgxdx . 3.16) ∫ ∞−

−0 2
xdxe x . 

3.5) ∫ −

2

1 1x
xdx . 3.11) ∫

−

1

0 21 x

dx . 3.17) 
( )∫− +

0

1 31x

dx . 

3.6) ∫ π
−

0

2

tgxdx . 3.12) ∫
∞

+0 2 19x
dx . 3.18) ∫

∞

+0 2 14x
dx . 

3.19) 
( )∫

−

− +

4

5 3 45x

dx .             3.20) ∫
∞

+14 4 2x
dx . 

 
4 Вычислить площадь плоской фигуры, ограниченной заданными линиями. Сделать чертеж об-

ласти. 
 

.0142,043)5.4

.0142,043)4.4

.0122,032)3.4

.0142,043)2.4

.0142,043)1.4

2

2

2

2

2

=++=+

=−+=−

=++=+

=−−=+

=+−=−

yxyx

yxyx

yxyx

yxyx

yxyx

       

.0124,034)10.4

.0122,023)9.4

.0124,034)8.4

.0122,023)7.4

.0122,032)6.4

2

2

2

2

2

=−+=−

=−+=−

=++=+

=+−=−

=−+=−

yxyx

yxyx

yxyx

yxyx

yxyx

 

 



.2,6,0,2)15.4

.2,5,0,1)14.4

.2,3,0,1)13.4

.2,2,0,2)12.4

.2,1,0,3)11.4

3

3

3

3

3

=−==−=

=−==−=

=−==+=

=−==+=

=−==+=

xxyxxy

xxyxxy

xxyxxy

xxyxxy

xxyxxy

 

 

.3,2,0,2)20.4

.2,3,0,1)19.4

.2,5,0,1)18.4

.2,6,0,2)17.4

.2,7,0,3)16.4

3

3

3

3

3

−=+==−=

−=+==−=

−=+==+=

−=+==+=

−=+==+=

xxyxxy

xxyxxy

xxyxxy

xxyxxy

xxyxxy

 

 
5 Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси 0х плоской фигуры, ограниченной 

линиями. 
 

.0,1,0)5.5

.1,0,0)4.5

.0,1,02)3.5

.1,0,0)2.5

.0,1,0)1.5

2

2

2

2

2

===−

===−

===+

−===+

=−==−

yxyx

yxyx

yxx

yxyx

yxyx

          

.1,0,0)10.5

.1,0,0)9.5

.0,1,0)8.5

.1,0,0)7.5

.0,1,0)6.5

2

2

2

2

2

===+

===−

=−==+

−===−

===−

yxyx

yxyx

yxyx

yxyx

yxyx

 

 



.9,0,81)15.5

.0,1,4)14.5

.4,0,4)13.5

.0,1,4)12.5

.4,0,4)11.5

3

3

3

3

3

==+=

===

===

==−=

==−=

yxxy

yxxy

yxxy

yxxy

yxxy

  

    

.1,
2
1,81)20.5

.0,1,4)19.5

.4,0,4)18.5

.0,1,4)17.5

.4,0,4)16.5

3

3

3

3

3

=−=+=

=−==

−==−=

=−=−=

−===

yxxy

yxxy

yxxy

yxxy

yxxy

 

 
Контрольная работа 7 

 
 

Кратные интегралы, их приложения 
 
1 Изменить порядок интегрирования. Сделать чертеж области интегрирования. 



∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

− −

− −

+

−

−−

−

+−

−

0

1

8

44

0

1

8

62

1

0

44

8

1

0

8

44

0

1

62

8

3

3

3

3

2

.),()5.1

.),()4.1

.),()3.1

.),()2.1

.),()1.1

x

x

y

y

x

x

y

y

x

x

dyyxfdx

dxyxfdy

dyyxfdx

dxyxfdy

dyyxfdx

 

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

−

+−

−

−

−−

+

0

1

44

8

1

0

8

62

1

0

62

8

3

3

3

.),()8.1

.),()7.1

.),()6.1

y

y

x

x

y

y

dxyxfdy

dyyxfdx

dxyxfdy

 

∫ ∫
−

−−

1

0

8

44

3

.),()9.1
x

x

dyyxfdx  

∫ ∫
− −

0

1

8

44

3

.),()10.1
y

y

dxyxfdy  

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

−

−

−

−

−

−

−

3

0

33

3

4

2

1

4

2

0

0

2

3

0

8

38

2

0

22

2

2

2

.),()15.1

.),()14.1

.),()13.1

.),()12.1

.),()11.1

x

x

y

y

x

x

x

x

dyyxfdx

dxyxfdy

dxyxfdy

dyyxfdx

dyyxfdx

 

∫ ∫
5

0

25

2

.),()16.1
y

dxyxfdy  

∫ ∫

∫ ∫

−

−

4

0

32

3
2

3

0

3

9

2

2

.),()18.1

.),()17.1

x

x

y

y

dyyxfdx

dxyxfdy

 

∫ ∫
6

0

2
3

4

2

.),()19.1

x

x

dyyxfdx                      ∫ ∫
−

−

5

0

42

4
5

2 2

.),()20.1
x

x

dyyxfdx  

 
2 Вычислить с помощью двойного интеграла в полярных координатах площадь фигуры, ограни-

ченной кривой, заданной уравнением в декартовых координатах. 
 

     

).3)(()10.2

.32)()9.2

.)8.2

.3)7.2

.)6.2

.3)5.2

.23)()4.2

).34()()3.2

.4)()2.2

.)()1.2

22226

22222

446

224

446

224

22222

222322

22222

22322

xyyxy

yxyx

xyy

yxx

yxx

yxx

yxyx

yxxyx

yxyx

yxyx

−+=

+=+

−=

−=

−=

−=

+=+

+=+

+=+

=+

           

.9)()20.2

.4)()19.2

.)()18.2

.43)()17.2

.)()16.2

.23)()15.2

.57)()14.2

.35)()13.2

.)()12.2

.4)()11.2

2222

2222

44322

22222

2322

22222

22222

22222

32244

22322

yyx

xyx

yxyx

yxyx

xyx

yxyx

yxyx

yxyx

yxyx

yxyx

=+

=+

+=+

+=+

=+

+=+

+=+

+=+

+=−

=+

 

 
3 Найти массу плоской пластины D заданной плотности ( )yx,ρ=ρ , если D ограничена указанными 

линиями. Сделать чертеж.  
 



., :;623),()5.3

.1,0  :;3),()4.3

.,1  :;4),()3.3

.2,2,0  :;2),()2.3

.,1,0  :;2),()1.3

22

2

2

22

yxxyDyxyx

yxyDyxyx

yxxDyxyx

yxxyxDyxyx

xyyxDyxyx

==++=ρ

−==−−=ρ

==−−=ρ

=+==−−=ρ

===+=ρ

 

.2,2,  :,43),()20.3

.7,56,23  :,34),()19.3

.2,0,0  :,),()18.3

.12,0,0  :,2),()17.3

.,  :,32),()16.3

.3,,2  :,2),()15.3

.1,1  :,852),()14.3

.3,1  :,254),()13.3

.1,0,0  :,),()12.3

.,0,1  :,102),()11.3

.1,1  :,123),()10.3

.,  :,2),()9.3

.1,0  :,2),()8.3

.1,0,0  :,2),()7.3

.4,  :;1052),()6.3

22

2

22

22

2

22

2

2

22

22

222

2

22

2

==+=+=ρ

=−=−=+=ρ

=+==+=ρ

=+==−−=ρ

==+=ρ

===+=ρ

=+−=++=ρ

=++=++=ρ

=+==+=ρ

===++=ρ

=−=++=ρ

==−−=ρ

−==−−=ρ

=+==+=ρ

==++=ρ

yyxxyDyxyx

yxyxyDyxyx

yxyxDyxyx

yxyxDyxyx

xyxyDyxyx

xyxyxDyxyx

yxxyDyxyx

yxxyDyxyx

yxyxDyxyx

xyyxDyxyx

yxyDyxyx

xyxyDyxyx

xyxDyxyx

yxyxDyxyx

yxyDyxyx

 

4 Вычислить тройной интеграл ,),,(∫∫∫
Ω

dxdydzzyxf  где область Ω ограниченна заданными поверхно-

стями. Сделать чертеж. 



.1,0,4,2,0  :;3)12.4

.1,0,,1,0  :;4)11.4

.1,0,4,2,0  :;)10.4

.0,0,0,2,1,2  :;8)9.4

.8,0,0,
2

,1  :;)4sin()8.4

.4,0,0,2,1  :;)sin()7.4

.,0,0,,2  :;
2

sin)6.4

.,0,2,1,0  :;)cos()5.4

.2,0,,1,0  :;
2

cos)4.4

.1,0,2,2,0  :;)3.4

.,0,
2

,1,0  :;
4

cos)2.4

.1,0,,1,0  :;2)1.4

22

2

2

2

2

2

2

22

22

22

22

2

===−==Ω

=====Ω

===−==Ω

====−==Ω

π=====Ωπ

π=====Ωπ

π=====Ω
π

π=====Ωπ

π===−==Ω
π

−=====Ω

π−===−==Ω
π

=====Ω

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

Ω

−

Ω

Ω

−

Ω

−

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

zzxyyxdxdydzezy

zzxyyxdxdydzzey

zzxyyxdxdydzey

zyxzyxdxdydzzey

zzyxyxdxdydzxyx

zzyxyxdxdydzxyx

zzyxyxdxdydzxyx

zzxyyxdxdydzxyy

zzxyyxdxdydzxyy

zzxyyxdxdydzey

zzxyyxdxdydzxyy

zzxyyxdxdydzey

xy

xy

xy

xyz

xy

xy

 

( )

( )

( )

.0,0,0,1,,2  :;)(sin3)20.4

.311020  :;)19.4

.3,1,2,0,1,0  :;)18.4

.0,0,0,2,,1  :;)(cos)17.4

.2,1,3,0,1,0  :;2)16.4

.4,0,0,2,1  :;)sin()15.4

.,0,2,1,0  :;)cos(2)14.4

.1,0,2,2,0  :;3)13.4

2

2

2

3

22

2

22

222

====π==Ω

=−=====Ω−

=−=====Ω+

====π==Ω

=−=====Ω−+

π=====Ωπ

π=====Ωπ

−=====Ω

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

∫∫∫

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

Ω

zyxzyxdxdydzxyxz

, z, z, y, y, xxdxdydzzxy

zzyyxxdxdydzyzx

zyxzyxdxdydzxyyz

zzyyxxdxdydzzyx

zzyxyxdxdydzxyzx

zzxyyxdxdydzxyzy

zzxyyxdxdydzezx
xy

 

 
5 С помощью тройного интеграла вычислить объем тела Ω , ограниченного указанными поверх-

ностями. Сделать чертеж. 



 
 

.0,062,9)5.5

.0,022,1)4.5

.0,042,4)3.5

.0,022,1)2.5

.0,042,4)1.5

22

22

22

22

22

==−+=+

==−−=+

==+−=+

==++=+

==−+=+

zzyyx

zzyyx

zzyyx

zzyyx

zzyyx

 

.0,0,0,42,6)18.5

.0,0,0,3,1)17.5

.0,0,0,2,3,2)16.5

.0,5,4)15.5

.0,2,4)14.5

.0,5,9)13.5

.0,4,4)12.5

.0,2,1)11.5

.0,062,9)10.5

.0,022,1)9.5

.0,042,4)8.5

.0,022,1)7.5

.0,042,4)6.5

22

2

22

22

22

22

22

22

22

22

22

22

====+−−=

====+++=

=====+=

=−−==+

==+=+

=−−==+

=−−==+

=−−==+

==+−=+

==−+=+

==++=+

==+−=+

==−−=+

zyxyxyxz

zyxyxyxz

zyxyxyz

zyxzyx

zzyyx

zyxzyx

zyxzyx

zyxzyx

zzyyx

zzyyx

zzyyx

zzyyx

zzyyx

 

 

.0,0,0,3,2,2)20.5

.0,0,0,01234,1)19.5 2

=====++=

====−++=

zyxxxyyxz

zyxyxxz
 

Контрольная работа 8 
 

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ И ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ. 
Элементы теории поля 

 
1 Проверить векторное поле ( ) ( ) ( ) ++=  ,,  ,, jzyxQizyxPMa  ( )   ,, kzyxR+  на соленоидальность и по-

тенциальность. 
1.1) ( ) ( ) ( )     2 kxyjzyxzixyzMa +++−= . 

1.2) ( )     kxyjxziyzMa ++= . 



1.3) ( ) ( )   23 6 2 kzjyxixyMa +−+= . 

1.4) ( ) ( ) ( )   2  2 kyzjxyxiyzxMa +−+−= . 

1.5) ( ) ( ) ( )    3   kxzjxyzizyMa −++−= . 

1.6) ( ) ( ) ( ) ( )       22 kyxjzxizyMa −+++−= . 

1.7) ( ) ( ) ( )   3 2   kzyjxziyxMa +−−+= . 

1.8) ( ) ( )     22 kyxjyxzizMa +++= . 

1.9) ( ) ( ) ( )  3 4  43 22 kzjyxxiyxxyMa +−+−= . 

1.10) ( ) ( ) ( )   23cos 23cos3 6 2 kzyjzxixMa ++++= . 

1.11) ( ) ( ) ( ) ( )   2    kzxjyziyxMa ++−++= . 

1.12) ( ) ( ) ( )  3   3 22 kzjyxizxMa +−+−= . 

1.13) ( ) ( ) ( )  2 2  2 kxyzjyxziyzxMa +−+−= . 

1.14) ( ) ( ) ( )    4 3 2 kzxjyxixMa −+−+= . 

1.15) ( ) ( )   2  32 2 kzjxyiyxMa −+−= . 

1.16) ( ) ( ) ( ) ( )       222222 kxzjzyiyxMa −+−+−= . 

1.17) ( ) ( )     2 kzjyxiyzMa +−+= . 

1.18) ( ) ( ) ( ) ( )       kyxjzxizyMa +++++= . 

1.19) ( )  2 2 3 22 kxyzjxyiyxMa −−= . 

1.20) ( ) ( ) ( ) ( )    2   kxzjzyiyxMa −++−+= . 
2 Вычислить криволинейный интеграл второго рода 

( ) ( )dzzyxRdyzyxQdxzyxP
L

 ,, ,, ),,( ++∫  

 

2.1) xdzdyxdxy
L

+−∫ 3
3

; 








−−=
=
=

ttz
ty
tx

L
sin2cos21

sin2
cos2

  : ,  0 ≤ t ≤ 
2
π . 

2.2) ( ) zdzdydxyx
L

++−∫  ; 








=
=
=

4
sin2
cos2

  :
z

ty
tx

L , 0 ≤ t ≤ π. 

2.3) ( ) dzxdyyzdxzy
L

222 2 −+−∫ ;    








=

=

=

3

2  :

tz

ty

tx

L ,   0 ≤ t ≤ 1. 

2.4) xdzdyzydx
L

++∫ ;   








=
=
=

tz
ty
tx

L sin
cos

  : ,   0 ≤ t ≤ 2π. 

2.5) ( ) ( )dzyxdyzxydx
L

  −+++∫ ;  








+=
−=

+=

13
14

1
  :

tz
ty

tx
L ,  0 ≤ t ≤ 1. 

2.6) ( )dzyxdyxydx
L

 2 ++−∫ ;  
( )








+=
=
=

ttz
ty
tx

L
sincos2

sin2
cos2

  : , 0 ≤ t ≤ 2π. 

2.7) ( )∫ −+++
L

dzyxydyxdx  1 ;  








+=
+=

+=

13
12

1
  :

tz
ty

tx
L ,  0 ≤ t ≤ 1. 



2.8) xydzdyzxyzdx
L

++∫ ;   








=
=
=

tz
ty
tx

L sin
cos

  : ,   0 ≤ t ≤ 2π. 

2.9) ( ) ( ) ( )dzyxdyxzdxzy
L

   −+−+−∫ ; 








=
=
=

tz
ty
tx

L
4

sin2
cos2

  : ,  0 ≤ t ≤ 2π. 

2.10) zxdzdyyzxydx
L

++∫ ;  








=
=
=

1
sin
cos

  :
z

ty
tx

L ,   0 ≤ t ≤ 
4
π . 

2.11) ( ) ( )dyxyydxxyx
L

 2 2 22∫ −+− ; L: y = x2,   –1 ≤ x ≤ 1. 

2.12) ( ) dyxydxyx
L∫ ++ 2 22 ;  L:  y = x3,   0 ≤ x ≤ 1. 

2.13) ( ) dyxydxyx
L∫ +−  22 ;   L:  y =

2
1

2
3

−x ,  1 ≤ x ≤ 3. 

2.14) ( )dyxyxydx
L

 ∫ −+ ;   L:  y = x3,   0 ≤ x ≤ 1. 

2.15) ( ) dyxdxyxy
L∫ +−  2 ;   L:  y = x2,   0 ≤ x ≤ 1. 

2.16) dyxxydx
L∫ − 22 ;   L:  y = 2

4
1 x ,   0 ≤ x ≤ 2. 

2.17) ( ) dyyxdxxy
L

 
2

 2
2

∫ 









−++ ;  L:  y = 2

2
1 x ,   0 ≤ x ≤ 4. 

2.18) dyxxydx
L∫ + 22 ;  L:  y = x,   0 ≤ x ≤ 1. 

2.19) ( ) dyxdxxxy
L∫ +−  2 ;  L:  y = 2x2,   0 ≤ x ≤ 1. 

2.20) ( ) dyxdxxxy
L∫ +−

2
 

2
;  L:  y = x2 ,   0 ≤ x ≤ 1. 

3   3.1 – 3.10: Найти циркуляцию векторного поля  ( ) ( ) +=   ,, izyxPMa  ( ) ( )   ,, ,, kzyxRjzyxQ ++  вдоль замк-

нутого контура 
( )
( )
( )








χ=
ψ=
ϕ=

tz
ty
tx

L
 
 
 

  : , 0 ≤ t ≤ 2π. 

3.1) ( )     22 kyxjziyMa +−= ;   








=
=
=

1
sin

cos2
  :

z
ty

tx
L . 

3.2) ( )   4  22 kzxjiyxMa ++−= ;   








=
=
=

4
sin2
cos2

  :
z

ty
tx

L . 

3.3) ( )     23 kyjzixMa +−= ;   








=
=
=

tz
ty

tx
L

cos2
sin2

cos
  : . 

3.4) ( )    2 2 kzjxizMa +−−= ;   








=
=
=

tz
ty
tx

L
sin

sin2
cos2

  : . 

3.5) ( )     2 kyjziyMa +−= ;   
( )








−=
=
=

tz
ty
tx

L
cos12

sin2
cos5

  : . 

3.6) ( )     23 kyjyixMa +−= ;   








−=
=
=

ttz
ty

tx
L

sincos
sin3

cos
  : . 



3.7) ( )     4 kyjxiyMa ++= ;   








=
=
=

tz
ty

tx
L

sin5
sin

cos2
  : . 

3.8) ( )     kyzjxizMa +−= ;   








=
=
=

3
sin6

cos
  :

z
ty

tx
L . 

3.9) ( )   5  2 kyjixMa ++−= ;   








=
=
=

tz
ty

tx
L

cos3
sin5

cos
  : . 

3.10) ( )    4 kyjxiyMa ++= ;   








−−=
=
=

ttz
ty
tx

L
sincos2

sin
cos

  : . 

3.11 – 3.20: Вычислить работу силы ( ) ( )  ,  , jyxQiyxPF +=  по перемещению материальной точки 
вдоль контура L. 

3.11) ( )  2   2 jxiyxF ++= ;   xL 2y  : = ,   1 ≤ x ≤ 4. 

3.12) ( )    22 jyxiF ++−= ;   




=
=

ty
tx

L
sin
cos

  : ,   0 ≤ t ≤ π. 

3.13)   2 jyixF += ;  xyL ln2  : = ,  1 ≤ x ≤ e. 

3.14) ( )  94 4 22 jyxiF ++−= ;   




=
=

ty
tx

L
sin2
cos3

  : ,  0 ≤ t ≤ π. 

3.15)  4  22 jiyxF += ;    
x

yL 1  : −= ,  1
2
1

≤≤ x . 

3.16) ( )    1 22 jieyF x +−+= ;   xeyL =  : ,  0 ≤ x ≤ 1. 

3.17 ( )    12 4 jiyxtgF ++−= ;   xyL  tg2  : = ,  0 ≤ x ≤ 
4
π .   

3.18) ( )  7  4 22 jiyxF ++−= ;   




=
=

ty
tx

L
sin2

cos
  : ,  

2
0 π

≤≤ t .   

3.19)   6 jiF += ;     




−=
−=

ty
ttx

L
cos1
sin

  : ,  π≤≤ t0 . 

3.20) ( )  sin2  2 jxyiyF −++= ;   xyL sin  : = ,  
2

0 π
≤≤ x . 

4 Вычислить поверхностный интеграл первого рода по поверхности S, где S – часть плоскости ( )p , 
отсеченная координатными плоскостями. 

4.1) ( )∫∫ ++
S

dszyx  232 ;   ( ) :p  x + 3y + z = 3. 

4.2) ( )∫∫ ++
S

dszyx  52 ;   ( ) :p  x +  y +  2z =  2. 

4.3) ( )∫∫ ++
S

dszyx  46 ;   ( ) :p  3x +  3y +  z =  3. 

4.4) ( )∫∫ ++
S

dszyx  32 ;   ( ) :p  x +  y +  z =  2. 

4.5) ( )∫∫ +−
S

dszyx  623 ;   ( ) :p  2x +  y +  2z =  2. 

4.6) ( )∫∫ −+
S

dszyx  52 ;   ( ) :p  x +  2y +  z =  2. 

4.7) ( )∫∫ +−
S

dszyx  44 ;   ( ) :p  2x +  2y +  z =  4. 

4.8) ( )∫∫ ++
S

dszyx  225 ;   ( ) :p  x +  2y +  z =  2. 



4.9) ( )∫∫ ++
S

dszyx  1052 ;   ( ) :p  2x +  y +  3z =  6. 

4.10) ( )∫∫ +−
S

dszyx  32 ;   ( ) :p  x +  2y +  z =  2. 

4.11) ( )∫∫ −+
S

dszyx  5 ;   ( ) :p  x +  2y +  2z =  2. 

4.12) ( )∫∫ ++
S

dszyx  223 ;   ( ) :p  3x +  2y +  2z =  6. 

4.13) ( )∫∫ −+
S

dszyx  32 ;   ( ) :p  2x +  y +  z =  2. 

4.14) ( )∫∫ ++
S

dszyx  29 ;   ( ) :p  2x +  y +  z =  4. 

4.15) ( )∫∫ ++
S

dszyx  152 ;   ( ) :p  x +  2y +  2z =  2. 

4.16) ( )∫∫ −+
S

dszyx  103 ;   ( ) :p  x +  3y +  2z =  6. 

4.17) ( )∫∫ ++
S

dszyx  32 ;   ( ) :p  2x +  3y +  z =  6. 

4.18) ( )∫∫ ++
S

dszyx  32 ;   ( ) :p  2x +  2y +  z =  2. 

4.19) ( )∫∫ +−
S

dszyx  86 ;   ( ) :p  x +  y +  2z =  2. 

4.20) ( )∫∫ −−
S

dszyx  44 ;   ( ) :p  x +  2y +  2z =  4. 

5 Вычислить поток векторного поля  ( )Ma  через  поверхность S,  где  S – часть плоскости ( )p , 
расположенная в первом октанте (нормаль к поверхности S образует острый уголь с осью Оz). 

5.1) ( ) ( ) ( )     3 kzxjzyixMa −+++= ;   ( ) :p  x +  3y +  z =  3. 

5.2) ( ) ( ) ( )   3   kyjyxizxMa ++++= ;   ( ) :p  x +  y +  2z =  2. 

5.3) ( ) ( ) ( )      kzyjzxixMa ++++= ;   ( ) :p  3x +  3y +  z =  3. 

5.4) ( ) ( ) ( ) ( )   2    kzyxjxzizxMa +++−++= ;  ( ) :p  x +  y +  z =  2. 

5.5) ( ) ( ) ( ) ( )   2 2  2 kyxjzxizyMa −++++= ;  ( ) :p  2x +  y +  2z =  2. 

5.6) ( ) ( ) ( )    2   kzyxjyizxMa −++++= ;  ( ) :p  x +  2y +  z =  2. 

5.7) ( ) ( ) ( )   2    kyxjzizxMa −+++= ;   ( ) :p 2x +  2y +  z =  4. 

5.8) ( ) ( ) ( )     3 kyjzxiyxMa ++++= ;   ( ) :p  x +  2y +  z =  2. 

5.9) ( ) ( ) ( ) ( )   3 2   kzyjzxizyMa ++−++= ;  ( ) :p  2x +  y +  3z =  6. 

5.10) ( ) ( ) ( )   2 2   kzxjyizyxMa ++−−+= ;  ( ) :p  x +  2y +  z =  2. 

5.11) ( ) ( ) ( )   2   kzjyxizyMa +++−= ;   ( ) :p  2x +  y +  z =  2. 

5.12) ( ) ( ) ( )   22 2  kzyxjzyixMa +−+−+= ;  ( ) :p  x +  2y +  2z =  2. 

5.13) ( ) ( ) ( )   3  2 kzjzyizxMa +−++= ;   ( ) :p  3x +  2y +  2z =  6. 

5.14) ( ) ( ) ( )   23  4 kzyjzyxixMa ++−−+= ;  ( ) :p  2x +  y +  z =  4. 

5.15) ( ) ( ) ( )   6   kyjyxizyMa ++++= ;   ( ) :p  x +  2y +  2z =  2. 

5.16) ( ) ( ) ( )   2  2 kyjyxizyMa +++−= ;  ( ) :p  x +  3y +  2z =  6. 



5.17) ( ) ( ) ( )   7 2   kzyjzizyxMa −++++= ;  ( ) :p  2x +  3y +  z =  6. 

5.18) ( ) ( ) ( )   2    kzyjxizyMa −+++= ;   ( ) :p  2x +  2y +  z =  2. 

5.19) ( ) ( ) ( )     2 kxjyxizyMa +++−= ;   ( ) :p  x +  2y +  2z =  4. 

5.20) ( ) ( ) ( ) ( )   3   2 kzxjyxixzMa ++−+−= ;  ( ) :p  x +  y +  2z =  2. 

 
 

Контрольная работа  9 

 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ. РЯДЫ. ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 

 

1 Найти пределы последовательностей. 
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2 Исследовать на сходимость числовой ряд с помощью достаточных признаков сходимости. 
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3 Исследовать на абсолютную и условную сходимость знакочередующийся ряд. 
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4 Найти радиус и интервал сходимости степенного ряда. Исследовать сходимость ряда на концах 
интервала сходимости. 
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5 Вычислить приближенно определенный интеграл, используя разложение подынтегральной 
функции в степенной ряд и почленное интегрирование полученного ряда. Результат должен быть полу-
чен с точностью до 0,001. 
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6 6.1.– 6.10. Разложить данную функцию f (x) в ряд Фурье в указанном интервале (a, b). 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ). ;  ,
0   ,1

0   ,2
   )10.6

. ;                         ,   )9.6

.1 ;1                     ,1   )8.6

. ;                         ,   )7.6

.2 ;2                    ,1   )6.6

 ;    ,
0   ,

0   ,0
   )5.6

.1 ;1                     ,1   )4.6

. ;                    ,
2

   )3.6

.2 ;2                 ,1   )2.6

. ;                   ,1  )1.6

2

2

ππ−




π<≤
<<π−

=

ππ−=

−−=

ππ−=

−−=

ππ−




π<≤
<<π−

=

−+=

ππ−
−π

=

−+=

ππ−+=

x
x

xf

xxf

xxf

xxf

xxf

xx
x

xf

xxf

xxf

xxf

xxf

 

6.11 – 6.20. Представить периодическую функцию f (x), заданную на полупериоде [ ]l,0 , рядом Фу-
рье по синусам или косинусам. 
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xx
x

xf

 

.косинусампо
42;82
,20;4

)()18.6

.синусампо
63;6
,30;3

)()17.6

.косинусампо   
63;6
,30;2

)()16.6





≤<−
≤≤−

=





≤<+−
≤≤

=





≤<−
≤≤−

=

xx
x

xf

xx
x

xf

x
xx

xf

 

.косинусампо   
63;3
,30;

)()20.6

.синусампо    
21;3
,10;3

)()19.6





≤<−
≤≤−

=





≤<
≤≤

=

x
xx

xf

x
xx

xf
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Дифференциальные уравнения 
 
 
1 Найти общее решение дифференциального уравнения и частное решение, удовлетворяющее ус-

ловию .)( 00 yxy =  
 

.)1(;
3

)10.1

.3)0(;2sin2cos)9.1

.4)0(;2)8.1

.0)(;ln3ln)7.1

.1)(;cos2)6.1

.5)2(;)1(2)1()5.1

.2)0(;
1

)4.1

.1)3(;2)3.1

.3
2

;2sinsin)2.1

.0
2

;1cossin)1.1

3

23

3

222

2

2

cos

2

eyex
x
y

y

yxyxy
yxexyy

eyxxyxxy

yxxyyx

yxxyyx

y
x

eyy

yx
x
yy

yxexyy

yxyxy

x

x

x

x

==−′

==−′
==+′

==−′

=π=−′

=−+=−′+

=
+

=+′

=−=+′

=





 π=−′

=





 π=−′

−

−

−

 



.3)0(;coscos)16.1

.1)3(;12)15.1

.1)1(;ln2)14.1

.1
2

;sin)13.1

.2)0(;1sincos)12.1
.)1(;3)11.1 4

=−=−′

==+′

=−=−′

=





 π=+′

==+′
==−′

yxxyy

y
x

yyx

yx
x
y

y

y
x

x
x
yy

yxyxy
eyexyyx x

 

.1)0(;sin2)17.1
3

==+′ − yxexyy x  

.
2
1)0(;)1(

1
2

)20.1

.5)0(;
cos

1tg)19.1

.2)1(;01)18.1

3

2

=+=
+

−′

==−′

==++′

yx
x

y
y

y
x

xyy

yxyyx

 

 
2 Найти общее решение дифференциального уравнения и частное решение, удовлетворяющее на-

чальным условиям. 
 

.
2
3)1(,

18
13)1(;ln2)20.2

.
4
1)1(,

12
1)1(;1)2()19.2

.0)0(,0)0(;sin)18.2
.1)2(,1)2(;0)1()17.2

.1
2

,3
2

;1)16.2

.)1(,0)1(;ln)15.2
.1)0(,)0(;cos)14.2

.0)0(,3)0(;sin)13.2
.4)(,3)(;ln)12.2
.)2(,0)2(;)21()11.2

.3)0(,1)0(;2cos4)10.2
.1)0(,5)0(;12)9.2

.0)1(,0)1(;ln1)8.2
.)1(,1)1(;)21()7.2

.2)0(,
4
1)0(;0sincos)6.2

.3)0(,1)0(;2)1()5.2

.0)1(,4)1(;ln4)4.2

.3)9(,8)9(;2)3.2
.1)(,2)(,0)(;2sincos)2.2

.1)(,1)(;ln)1.2

5

2

2

2

2

3

4

=′==′′

−=−′=−=+−′′

=′==′′
=′==′−−′′

=





 π′=






 π′−=′′

=′=′′=′′
=′−=+=′′

=′−=+=′′
=′=′=′′
=′=′+=′′

=′==′′
−=′=′+=′′

=′=+=′′
=′+=′+=′′

=′−==′+′′

=′=′=+′′

=′==′′

=′=′=′′
−=π′′=π′=π−=′′

=′−=′=′′

π−−

yyxxy

yyxy

yyxxy
yyyxy

yyyy

eyyyyyx
yeyexy

yyxxy
eyeyyxxy

eyyyxyx

yyxy
yyyy

yyxyx
eyeyyxyx

yyxyxy

yyyxxy

yyxyx

yyyyx
yyyxxy

eyeeyyxxy

x

 

3 Найти общее решение дифференциального уравнения и частное решение удовлетворяющее на-
чальным условиям. 
 



.
4
3)0(,0)0(;2sin102)4.3

.
3
4)0(,3)0(;344)3.3

.
5
1)0(,3)0(;152)2.3

.
2
1)0(,3)0(;cos265)1.3

2

2

=′=−=+′+′′

=′=+−=+′−′′

−=′−=+=+′−′′

=′==+′−′′

yyxyyy

yyxxyyy

yyxyyy

yyxyyy

 

..2)0(,
3
2

)0(;8136)11.3

.
2
3

)0(,1)0(;sin382)10.3

.0)0(,0)0(;369)9.3

.3)0(,1)0(;212996)8.3

.1)0(,1)0(;)7.3

.3)0(,1)0(;2cos1265)6.3

.9)0(,3)0(;34)5.3

3

2

5

=′==+′+′′

−=′−==−′+′′

=′==+′′

=′=+−=+′−′′

=′==′+′′

=′==+′+′′

=′==+′−′′

−

−

yyeyyy

yyxyyy

yyeyy

yyxxyyy

yyeyy

yyxyyy

yyeyyy

x

x

x

x

 

.8)0(,3)0(;496)17.3

.
3
4)0(,3)0(;344)16.3

.6)0(,10)0(;1054)15.3

.4)0(,1)0(;1352)14.3

.5)0(,3)0(;cos505)13.3

.3)0(,2)0(;488'4)12.3

2

2

2

=′==+′−′′

=′=−=+′−′′

=′==+′−′′

=′==+′+′′

=′==−′+′′

=′=+=+−′′

yyeyyy

yyxxyyy

yyxyyy

yyeyyy

yyxyyy

yyxyyy

x

x

 

5
3)0(,

25
2)0(;4554)20.3

.6)0(,2)0(;41682)19.3

.16)0(,12)0(;3sin16944)18.3

2 =′=−=+′−′′

=′=+=−′+′′

=′−=−=+′−′′

yyxyyy

yyxyyy

yyxyyy

 

 
4 Найти общее решение дифференциального уравнения методом вариации произвольных посто-

янных. 
 

;
3sin

19)5.4

;
cos
sin)4.4

;
cos

54)3.4

;
2cos

14)2.4

;
1

)1.4

2

2

x
yy

x
xyy

x
eyyy

x
yy

e
eyy

x

x

x

=+′′

=+′′

=+′−′′

=+′′

+
=−′′

 

;2)11.4 2x
eyyy

x
=+′−′′  

 

;2ctg4)13.4

;tg)12.4

xyy

xyy

=+′′

=+′′

 

 



;
sin

22)8.4

;
cos

22)7.4

;12)6.4

2 x
eyyy

x
eyyy

xe
xeyyy

x

x

x
x

=+′−′′

=+′+′′

+=+′+′′

−

 

;
sin

22)10.4

;ctg22)9.4

x
eyyy

xeyyy

x

x

=+′−′′

=+′+′′ −

 

;2)15.4

;ctg)14.4

x
eyyy

xyy
x

=+′−′′

=+′′
 

;2)16.4
x

eyyy
x−

=+′+′′  

 

;
cos

1)17.4
x

yy =+′′  

 

;
sin

1)18.4
x

yy =+′′  

 

;2tg4)20.4

;
2sin

14)19.4

xyy

x
yy

=+′′

=+′′
 

 
 
 
 
 
5 Найти общее решение системы дифференциальных уравнений методом исключения неизвестно-

го )(),(( 2211 txxtxx ==  – неизвестные функции независимого переменного t). 





+=′
+=′





−=′
+=′





+=′
+=′

.
,4

)3.5

.
,3

)2.5

.125
,512

)1.5

212

211

212

211

212

211

xxx
xxx

xxx
xxx

xxx
xxx

 





−−=′
+=′

.24
,3

)4.5
212

211

xxx
xxx  





−=′
−=′

.
,

)5.5
122

211

xxx
xxx  





−=′
−=′

.3
,42

)6.5
212

211

xxx
xxx  





−=′
+=′

.24
,

)7.5
122

211

xxx
xxx  





+=′
+=′

.43
,2

)8.5
212

211

xxx
xxx  





−−=′
−=′

.22
,5

)9.5
212

211

xxx
xxx  





−=′
+=′

.3
,62

)10.5
212

211

xxx
xxx  





+=′
−=′

.23
,6

)11.5
212

211

xxx
xxx  





+−=′
−=′

.32
,4

)12.5
212

211

xxx
xxx  





−=′
+−=′

.65
,23

)13.5
212

211

xxx
xxx  





−−=′
−=′

.43
,2

)14.5
212

211

xxx
xxx  





+−=′
−=′

.52
,4

)15.5
212

211

xxx
xxx  





−=′
+−=′

.22
,3

)16.5
212

211

xxx
xxx  





−=′
+=′

.43
,2

)17.5
212

211

xxx
xxx  





+=′
+=′

.45
,32

)18.5
212

211

xxx
xxx  





+−=′
−=′

.63
,2

)19.5
212

211

xxx
xxx  





+=′
+=′

.23
,2

)20.5
212

211

xxx
xxx  
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Функции комплексного переменного 

 
1 Изобразить на плоскости комплексного переменного область, заданную неравенствами. 

 



3Re0,0Im1,11)20.1

.2Re0,1Im1,1)19.1

.4arg,1Re,2)18.1

.1Im,0Re,21)17.1

.1Re,0Im,211)16.1

.4arg,11)15.1

.0arg4,1)14.1

.2Im0,2)13.1

.4arg0,1)12.1

.1Re0,21)11.1

..2Im0,2Re0,11)10.1

.1Im,3Re,22)9.1

.1Im,1Re,11)8.1

.1Re,1Im,11)7.1

2,2)6.1

.1,11)5.1

.1,11)4.1

.1Re,2)3.1

.2,1)2.1

.21,11)1.1

<≤<≤−>−

≤<≤<−>

π<≥<

>≤<−≤

<≥≤−<

π≤<−−

<≤π−>+

<<≤−

π<<≤−

≤<<+

≤<<≤≥−−

<≥≤−−

−≤<≥+−

≥>≤−−

>−≤+

≤−<+

<+≥+

>≤−

<≥+

>+≤−

zzz

zzz

zzz

zziz

zzz

ziz

ziz

ziz

ziz

zz

zziz

zziz

zziz

zziz

iziz

izz

izz

ziz

ziz

zz

 

 
2 Представить заданную функцию ( )zfw = , где iyxz += , в виде ( ) ( )yxiyxuw ,v, += . Используя усло-

вия Коши-Римана, доказать аналитичность этой функции на всей комплексной плоскости. 
2.1) w = (iz)3. 2.11) w = sin 3z − i. 
2.2) w = 2ze− . 2.12) w = cos z. 
2.3) w = i(1 – z2) – 2z. 2.13) w = (z + 1) ze . 
2.4) w = ze 21− . 2.14) w = sin z. 
2.5) w = z³ + 3z – i. 2.15) w = z² + 7z + 1. 
2.6) w = ize 21− . 2.16) w = z² + 1. 
2.7) w = 2z² – iz. 2.17) w = ze . 
2.8) w = 2ize . 2.18) w = cos 2z + i. 
2.9) w = z³ + z² + i. 2.19) w = 3z² + 2z. 
2.10) w = z ze . 2.20) w = ze4 . 

 
3 Восстановить аналитическую в окрестности точки 0z  функцию ( )zf  по известной  действитель-

ной части ( )yxu ,  или мнимой части ( )yx,v   и значению ( )0zf . 
3.1) u = x² – y² + x,  f(0) = 0. 3.11) v = x² – y² – x,  f(0) = 0. 
3.2) u = x³ – 3xy + 1,  f(0) = 1. 3.12) u = –2xy – 2y,  f(0) = i. 
3.3) u = x² – y² – 2y,  f(0) = 0. 3.13) v = 2xy – 2y,  f(0) = 1. 
3.4) u = y – 2xy,  f(0) = 0. 3.14) u = x³ – 3xy² – x,  f(0) 

= 0. 
3.5) v = x² –  y² + 2x + 1,  f(0) = i. 3.15) v = 2xy +  x,  f(0) = 0. 
3.6) u = x² – y² – 2x + 1, f(0) = 1. 3.16) u = x² – y² + 2x,  f(i) 

= 2i – 1. 
3.7) v = 3x²y – y³ – y,  f(0) = 0. 3.17) v = xe y sin− ,  f(0) = 1. 
3.8) v = 2xy + y,  f(0) = 0. 3.18) u = xe y cos− ,  f(0) = 1. 



3.9) v = 3x²y – y³,  f(0) = 1. 3.19) v = yex cos ,  f(0) = 1 + i.

3.10) v = 2xy + 2x,  f(0) = 0. 3.20) u = xxe y +− cos ,  f(0) 
= 1. 

4 C помощью интегральной формулы Коши вычислить интеграл. 

4.1) ∫
= ++2

2 34
ch 

z

dz
zz
iz . 4.4) ∫

= +1
2 2z

z
dz

zz
e . 

4.2) ∫
=− −32

2 6

2

z

z
dz

zz
e . 4.5) ∫

=+ π+
−

21
2

2

2
3sin

z

dz
zz

z . 

4.3) ∫
= ⋅π+

++

2
2

2 2sin

z

dz
zz

zz . 4.6) ∫
=− +1

2 1iz

iz
dz

z
e . 

4.7) ∫
=− π−

+

16
22

3

4
2sin

z

dz
z

z . 4.14) ∫
=

−
2
1

2 )1(
z

zz
dz . 

4.8) ∫
=− −+

π

21
2 32

2
sin

z

dz
zz

z

. 
4.15) ∫

=− +22
2 9iz z
dz . 

4.9) 
( )∫

=− π−
+

13
2

23sin

z

dz
zz
z . 4.16) ∫

= −1
2 4
cos

z

dz
zz

z . 

4.10) ∫
= +−2

2 34
sin 

z

dz
zz
iz . 4.17) ∫

=−
−

2
32

2 )1(
z

zz
dz . 

4.11) ∫
=−

+
2
3

2 )4(
iz

zz
dz . 4.18) ∫

= +
+

1
2 3
cos1

z

dz
zz
z . 

4.12) ( )∫
=

+
+

1 2
sin2

z

dz
izz
z . 4.19) ∫

=
+−

2
5

2 65
cos

z

dz
zz
iz . 

4.13) ∫
=

+
2
1

2 )1(
z

zz
dz . 4.20) ∫

=+ +22
2 9iz z
dz . 

 
5 С помощью теоремы Коши о вычетах вычислить интеграл (указание: при вычислении вычета 

подынтегральной функции ( )zf  в изолированной особой точке 00 =z  использовать лорановское разло-
жение ( )zf  в окрестности 00 =z ). 
 

5.1) ∫
=

−

1
3

2 1cos

z

dz
z
z . 

5.4) ∫
=

−

3

1sin1

z

dz
z

z . 

5.2) ∫
=

+

3

1

1

z

z
dz

z
e . 5.5) ∫

=

−

2
1

3

2 1
2

z

z
dz

z
e . 

5.3) ∫
=

−

2
2

2cos1

z

dz
z

z . 5.6) ∫
=

−

2
42

sin

z

dz
z

zz . 

5.7) ∫
=

−

1
2

2

z

z
dz

z
ze . 5.14) ∫

=2
2

2 sin
z

dz
z
iz . 

5.8) ∫
=

−

1
3

1cos

z

dz
z
iz . 5.15) ∫

=

−

1
3

1

z

iz
dz

z
e . 

5.9) ∫
=

−

1
3

1cos

z

dz
z
iz . 5.16) ∫

=2

3 2cos
z

dz
z
iz . 



5.10) ∫
=

+

3
3

2 cos

z

dz
z

zz . 5.17) ∫
=

−

3
1

2
sin

z

z
dz

z
ze . 

5.11) ∫
=

−

2
4

sin

z

dz
z

zz . 
5.18) ∫

=

−

1

1
2 12

z

z
dz

z
ez . 

5.12) ∫
=

−

3
4

2 1cos

z

dz
z
z . 5.19) ∫

=1
3

cos

z

dz
z

z . 

5.13) ∫
=

−−

1
3

1

1

z

z
dz

z
zze . 

5.20) ∫
=

−

2
1

2
sin1

z

dz
z

z . 
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ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И  
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ 

 
1 Классическое определение вероятности. Вероятность произведения, суммы событий. 
1.1)  Набирая номер телефона, абонент забыл последние три цифры, и помня лишь, что эти цифры 

различны, набрал их наудачу. Найти вероятность того, что набраны нужные цифры. 
1.2)  В цехе работают 6 мужчин и 4 женщины. По табельным номерам наудачу отобраны 7 человек. 

Найти вероятность того, что среди отобранных лиц окажутся 3 женщины. 
1.3)  В группе 12 студентов, среди которых 8 отличников. По списку наудачу отобраны 9 студентов. 

Найти вероятность того, что среди отобранных студентов 5 отличников. 
1.4)  Собрание, на котором присутствует 25 человек, в том числе  

5 женщин, выбирает делегацию из 3 человек. Считая, что каждый из присутствующих с одинаковой ве-
роятностью может быть избран, найти вероятность того, что в делегацию войдут 2 женщины и 1 муж-
чина. 

1.5)  В партии из 10 изделий имеется 4 бракованных. Наугад выбирают 5 изделий. Определить веро-
ятность того, что среди этих 5 изделий окажется 3 бракованных. 

1.6)  Три стрелка стреляют по цели. Вероятность попадания в цель для первого стрелка равна 0,75; 
для второго – 0,8; для третьего – 0,9. Найти вероятность того, что: 1) все три стрелка попадут в цель; 2) 
все трое промахнутся; 3) только один стрелок попадет в цель; 4) хотя бы один стрелок попадет в цель. 

1.7)  В первом ящике 6 белых и 4 черных шара, во втором – 7 белых и 3 черных. Из каждого ящика 
наугад вынимают по одному шару. Чему равна вероятность того, что вынутые шары разного цвета? 

1.8)  Из партии, в которой 20 деталей без дефектов и 5 с дефектами, берут наудачу 3 детали. Чему 
равна вероятность того, что: 1) все три детали без дефектов; 2) по крайней мере одна деталь без дефек-
тов? 

1.9)  Ящик содержит 10 деталей, среди которых 3 стандартных. Найти вероятность того, что из нау-
дачу отобранных 5 деталей окажется не более одной стандартной. 

1.10)  Брошены два одинаковых игральных кубика. Найти вероятность того, что цифра 6 появится 
хотя бы на одной грани. 

1.11)  В урне лежит 12 белых и 8 красных шаров. Вынули 8 шаров. Какова вероятность того, что: 1) 
три из них красные; 2) красных шаров вынуто не более трех? 

1.12)  Студент знает 45 из 60 вопросов программы. Каждый экзаменационный билет содержит три 
вопроса. Найти вероятность того, что студент знает: а) все три вопроса; б) только два вопроса; в) только 
один вопрос экзаменационного билета. 

1.13)  Три стрелка в одинаковых и независимых условиях произвели по одному выстрелу по одной 
и той же цели. Вероятность поражения цели первым стрелком равна 0,9, вторым – 0,8, третьим – 0,7. 
Найти вероятность того, что: а) только один из стрелков попал в цель; б) только два стрелка попали в 
цель; в) все три стрелка попали в цель. 



1.14)  Для сигнализации об аварии установлены три независимо работающих устройства. Вероят-
ность того, что при аварии сработает первое устройство, равна 0,9, второе – 0,95, третье – 0,85. Найти 
вероятность того, что при аварии сработает: а) только одно устройство; б) только два устройства; в) все 
три устройства. 

1.15)  Бросаются две игральные кости. Найти вероятность того, что сумма выпавших очков окажет-
ся равной пяти. 

1.16)  Бросаются две игральные кости. Найти вероятность того, что сумма выпавших очков окажет-
ся меньше шести. 

1.17)  При игре в преферанс игрок получает десять карт из 32 имеющихся (из колоды игральных 
карт в 36 листов без шестерок). Найти вероятность того, что среди полученных десяти карт окажется 
три карты черного цвета. 

1.18)  При игре в преферанс игрок получает десять карт из 32 имеющихся (из колоды игральных 
карт в 36 листов без шестерок). Найти вероятность того, что среди полученных десяти карт окажется 
восемь карт красного цвета. 

1.19)  Слово из пяти букв составлено из карточек, на каждой из которых написано по одной букве. 
Затем карточки перемешиваются и случайным образом извлекают последовательно без возврата три 
карточки. Найти вероятность того, что в порядке извлечения карточек получится слово из трех букв (ис-
ходное слово – блеск). 

1.20)  Слово из пяти букв составлено из карточек, на каждой из которых написано по одной букве. 
Затем карточки перемешиваются и случайным образом извлекают последовательно без возврата три 
карточки. Найти вероятность того, что в порядке извлечения карточек получится слово из трех букв 
(исходное слово – взнос) 

 
2   Формула Бернулли, формула Пуассона, локальная и интегральная формулы Муавра-Лапласа. 

2.1)  На телефонной станции неправильное соединение происходит с вероятности 0,05. Найти ве-
роятность того, что среди пяти соединений будет: а) три неправильных; б) менее трех неправильных; 
в) более трех неправильных. 

2.2)  Для данного баскетболиста вероятность забросить мяч в корзину с линии штрафной площадки 
равна 0,7. Баскетболист произвел шесть бросков. Найти вероятность того, что он попал в корзину: а) 
пять раз; б) не более двух раз; в) не менее четырех раз. 

2.3)  В автопарке имеется 10 автобусов. Вероятность выхода на линию каждого из них равна 0,8. 
Найти вероятность того, что в ближайший день на линии будет работать: а) восемь автобусов; б) менее 
пяти автобусов; в) более восьми автобусов. 

2.4)  Автоматическая штамповка клемм для предохранителей дает  
5 % отклонений от стандарта. Найти вероятность того, что из пяти наугад взятых клемм будет иметь от-
клонения от стандарта: а) три клеммы; б) менее трех клемм; в) не менее четырех клемм. 

2.5)  Вероятность выигрыша по одному билету книжной лотереи равна 0,2. Какова вероятность то-
го, что из семи приобретенных билетов выигрышными окажутся: а) пять билетов; б) менее трех биле-
тов; в) более пяти билетов. 

2.6)  Стрелок производит восемь выстрелов по мишени. Вероятность попадания в мишень при каж-
дом выстреле равна 0,7. Найти вероятность того, что стрелок попадет в мишень: а) пять раз; б) не более 
двух раз; в) не менее шести раз. 

2.7)  В цехе имеется шесть моторов. Для каждого мотора вероятность того, что он включен в дан-
ный момент времени, равна 0,8. Найти вероятность того, что в данный момент времени включены: а) 
три мотора; б) менее трех моторов; в) не менее пяти моторов. 

2.8)  Вероятность изготовления консервной банки с недостаточной герметизацией равна 0,002. Най-
ти вероятность того, что среди 1000 изготовленных банок окажутся с недостаточной герметизацией: а) 
четыре банки; б) не более двух банок; в) более трех и не более шести банок. 

2.9)  Вероятность обрыва в течение минуты на каждом веретене прядильного станка равна 0,001. 
Найти вероятность того, что в течение одной минуты на 100 веретенах нить оборвется: а) четыре раза; 
б) не более двух раз; в) не менее трех и не более пяти раз. 

2.9)  Вероятность допустить ошибку при наборе отдельного знака равна 0,005. Найти вероятность 
того, что при наборе текста из 800 знаков допущено: а) три ошибки; б) не более двух ошибок; в) не ме-
нее трех и менее пяти ошибок. 



2.10)  Учебник издан тиражом 100 000 экземпляров. Вероятность того, что отдельный экземпляр 
будет сброшюрован неправильно, равна 0,0001. Найти вероятность того, что число бракованных книг в 
тираже составит: а) пять; б) менее трех; в) более трех и не более пяти. 

2.11)  Аппаратура состоит из 1000 элементов, каждый из которых независимо от остальных выходит 
из строя за время Т с вероятностью 0,0005. Найти вероятность того, что за время Т откажут: а) три эле-
мента; б) менее трех элементов; в) более двух и менее пяти элементов. 

2.12)  По каналу связи передается 1000 знаков. Каждый знак может быть искажен независимо от ос-
тальных с вероятностью 0,005. Найти вероятность того, что будет искажено: а) три знака; б) менее трех 
знаков; в) не менее двух и не более четырех знаков. 

2.13)  В продажу поступила партия из 1000 наручных часов определенной марки. Вероятность того, 
что ход отдельных часов отрегулирован неудовлетворительно, равна 0,005. Найти вероятность того, что 
в партии число неотрегулированных часов составляет: а) три; б) менее четырех; в) более двух и менее 
пяти. 

2.14)  Вероятность выхода из строя за время Т одного конденсатора равна 0,2. Определить вероят-
ность того, что за время Т из 100 конденсаторов выйдут из строя: а) не менее 20 конденсаторов; б) ме-
нее 28 конденсаторов; в) от 14 до 26 конденсаторов. 

2.15)  Известно, что 
5
3  всего числа изготовляемых заводом телефонных аппаратов выпускаются 

первым сортом. Изготовленные аппараты расположены один возле другого случайным образом. При-
емщик берет первые попавшиеся 200 шт. Чему равна вероятность того, что среди них аппаратов первого 
сорта окажется: а) от 120 до 150 шт.; б) от 90 до 150 шт. 

2.16)  Вероятность выпуска нестандартной электролампы равна 0,1. Чему равна вероятность того, 
что в партии из 2000 ламп: а) число стандартных будет не менее 1790 штук; б) число нестандартных бу-
дет менее 101 штуки; в) число нестандартных будет менее 201 штуки? 

2.17)  В результате проверки качества приготовленного для посева зерна было установлено, что 90 
% зерен всхожи. Определить вероятность того, что среди отобранных и высаженных 1000 зерен прорас-
тет: а) от 700 до 740 штук; б) от 880 до 920 штук. 

2.18)  Монету бросают 500 раз. Найти вероятность того, что герб появится: а) от 220 до 280 раз; б) 
от 200 до 260 раз. 

2.19)  Вероятность появления события в каждом из 100 независимых испытаний постоянна и 
равна 0,8. Найти вероятность того, что событие появится: а) не менее 75 раз и не более 90 раз; б) не 
менее 75 раз; в) не более 74 раз. 

3   Дискретные и непрерывные случайные величины. 
3.1. – 3.7   Для случайной величины Х, указанной в условии задачи, найти: а) закон распределения; 

б) функцию распределения; в) математическое ожидание и дисперсию. 
3.1)  В партии из шести деталей имеется четыре стандартных. Наудачу отбираются три детали. X – чис-

ло стандартных изделий среди отобранных. 
3.2)  Вероятность того, что наудачу взятое пальто из изготовленной на фабрике партии окажется 

первосортным, равна 0,9. Отбирается первые попавшиеся четыре пальто. Х – число первосортных паль-
то среди отобранных. 

3.3)  Вероятность попадания мячом в корзину при одном броске равна 0,6. Производится четыре 
броска. X – число попаданий в корзину при четырех бросках. 

3.4)  Из урны, содержащей четыре белых и шесть черных шаров, случайным образом и без возвра-
щения извлекаются три шара. Х – число белых шаров среди извлеченных. 

3.5)  Устройство состоит из трех независимо работающих элементов. Вероятность отказа каждого 
элемента в одном опыте равна 0,1. X – число отказавших элементов в одном опыте. 

3.6)  В студенческой группе из 25 человек пять отличников. Наудачу выбирают три человека из группы. 
X – число отличников среди выбранных. 

3.7)  В магазин поступил набор из 16 одинаковых диодов среди которых пять бракованных. Радио-
любитель купил из этого набора три диода, не проверяя их на качество. X – число бракованных диодов 
среди приобретенных. 



3.8. – 3.14   Дана функция распределения вероятностей F(x) случайной величины X. Найти плот-
ность распределения вероятностей f(x), математическое ожидание М(Х), дисперсию D(X), вероятность 
выполнения неравенства β<<α X . 
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3.15 – 3.20   Заданы математическое ожидание a и среднее квадратическое отклонение σ  нормально 
распределенной случайной величины Х. Найти: 1) вероятность того, что Х примет значение, принадле-
жащее интервалу ),( βα ; 2) вероятность того, что абсолютная величина отклонения mХ −  окажется 
меньше δ . 

3.15) 15=a , 2=σ , 16=α , 25=β , 4=δ . 
3.16) 14=a , 4=σ , 18=α , 34=β , 8=δ . 
3.17) 13=a , 4=σ , 15=α , 17=β , 6=δ . 
3.18) 12=a , 5=σ , 17=α , 22=β , 15=δ . 
3.19) 11=a , 3=σ , 17=α , 26=β , 12=δ . 
3.20) 10=a , 2=σ , 11=α , 13=β , 5=δ . 

4   Точечные и интервальные оценки неизвестных параметров распределения. 

4.1.– 4.10   Найти точечные оценки математического ожидания a и дисперсии 2σ  количественного 
признака Х генеральной совокупности, зная статистическое распределение выборки. 

 
4.1) 
 



ix  1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 
in  10 26 12 18 16 18 
 
4.2) 
 
ix  1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 
in  18 10 16 24 24 8 
 
4.3) 
 
ix  1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4 
in  5 10 30 25 15 5 10 
 
4.4) 
 
ix  2,0 2,2 2,4 2,6 2,8 3,0 
in  26 15 12 18 16 13 

 
4.5) 
 
ix  1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4 
in  10 18 24 24 8 16 

 
4.6) 
 
ix  2,2 2,4 2,6 2,8 3,0 3,2 3,4 
in  15 5 40 25 4 8 3 
 
4.7) 
 
ix  2,2 2,4 2,6 2,8 3,0 3,2 
in  21 20 12 18 16 13 
4.8) 
 
ix  1,6 1,8 2,0 2,2 2,4 2,6 
in  10 20 32 16 8 14 

 
4.9) 
 
ix  1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 
in  10 5 30 25 15 5 10 
 
4.10) 
 

ix  1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 
in  20 13 12 16 15 24 
 
4.11.– 4.20   Количественный признак Х генеральной совокупности имеет нормальное распределе-

ние с параметрами a, σ , причем σ  известно, a неизвестен. Найти доверительный интервал для парамет-
ра a с заданной надежностью ν , зная объем выборки n и значение выборочной средней вx . 

4.11) 2=σ , 9,0=ν , n = 64, 28,30в =x . 



4.12) 4=σ , 99,0=ν , n = 144 88,65в =x . 
4.13) 8=σ , 95,0=ν , n = 64,  24,25в =x . 
4.14) 9=σ , 9,0=ν , n = 81,  14,39в =x . 
4.15) 3=σ , 99,0=ν , n = 144, 85,58в =x . 
4.16) 4=σ , 95,0=ν , n = 64,   88,40в =x . 
4.17) 11=σ , 9,0=ν , n = 121,  51,82в =x . 
4.18) 3=σ , 99,0=ν ,  n = 144,  29,32в =x . 
4.19) 6=σ , 95,0=ν , n = 144,  84,26в =x . 
4.20) 2=σ , 9,0=ν , n = 144,  86,19в =x . 
 
5 Обработка результатов наблюдений методом наименьших квадратов. 
Экспериментально получены пять значений функции ( )xfy =  при пяти значениях аргумента, кото-

рые записаны в виде таблицы. 
х 1 2 3 4 5 
у 1y  2y  3y  4y  5y  

 
Методом наименьших квадратов найти функцию вида y = ax + b, выражающую приближенно (ап-

проксимирующую) функцию ( )xfy = . Сделать чертеж, на котором в декартовой прямоугольной системе 
координат построить экспериментальные точки и график аппроксимирующей функции y = ax + b. 

 
5.1) 
 
х 1 2 3 4 5 
у 4,3 5,3 3,8 1,8 2,3 

 
5.2) 
 

х 1 2 3 4 5 
у 4,5 5,5 4,0 2,0 2,5 

 
5.3) 
 

х 1 2 3 4 5 
у 4,7 5,7 4,2 2,2 2,7 

 
5.4) 
 
х 1 2 3 4 5 
у 4,9 5,9 4,4 2,4 2,9 

 
5.5) 
 
х 1 2 3 4 5 
у 5,1 6,1 4,6 2,6 3,1 

 
5.6) 
 
х 1 2 3 4 5 
у 3,9 4,9 3,4 1,4 1,9 

 
5.7) 



 
х 1 2 3 4 5 
у 5,2 6,2 4,7 2,7 3,2 

5.8) 
 
х 1 2 3 4 5 
у 5,5 6,5 5,0 3,0 3,5 

 
5.9) 

 
х 1 2 3 4 5 
у 5,7 6,7 5,2 3,2 3,7 

 
5.10) 
 
х 1 2 3 4 5 
у 5,9 6,9 5,4 3,4 3,9 

 
5.11) 
 
х 1 2 3 4 5 
у 4,3 5,3 3,8 1,8 2,3 

 
5.12) 
 
х 1 2 3 4 5 
у 4,5 5,5 4,0 2,0 2,5 

 
5.13) 
 
х 1 2 3 4 5 
у 4,7 5,7 4,2 2,2 2,7 

 
5.14) 
 
х 1 2 3 4 5 
у 4,9 5,9 4,4 2,4 2,9 

 
5.15) 
 
х 1 2 3 4 5 
у 5,1 6,1 4,6 2,6 3,1 

 
5.16) 
 
х 1 2 3 4 5 
у 3,9 4,9 3,4 1,4 1,9 

5.17) 
 
х 1 2 3 4 5 
у 5,2 6,2 4,7 2,7 3,2 

 



5.18) 
 
х 1 2 3 4 5 
у 5,5 6,5 5,0 3,0 3,5 

 
5.19) 
 

х 1 2 3 4 5 
у 5,7 6,7 5,2 3,2 3,7 

 
5.20) 
 
х 1 2 3 4 5 
у 5,9 6,9 5,4 3,4 3,9 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 
 

Приложение 1 
 

ТАБЛИЦА ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИИ ГАУССА 

( ) 2

2
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x

ex
−

π
=ϕ  

  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
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Приложение 2 
 

ТАБЛИЦА ЗНАЧЕНИЙ ФУНКЦИИ ЛАПЛАСА 

( ) dtex
x

t

∫
−

π
=Φ

0
2

2

 
2
1  

 
x Ф(х)  x Ф(х) x Ф(х) x Ф(х) 

0,00 0,0000 0,24 0,0948 0,48 0,1844 0,72 0,2642 
0,01 0,0040 0,25 0,0987 0,49 0,1879 0,73 0,2673 
0,02 0,0080 0,26 0,1026 0,50 0,1915 0,74 0,2703 
0,03 0,0120 0,27 0,1064 0,51 0,1950 0,75 0,2734 
0,04 0,0160 0,28 0,1103 0,52 0,1985 0,76 0,2764 
0,05 0,0199 0,29 0,1141 0,53 0,2019 0,77 0,2794 
0,06 0,0239 0,30 0,1179 0,54 0,2054 0,78 0,2823 
0,07 0,0279 0,31 0,1217 0,55 0,2088 0,79 0,2852 
0,08 0,0319 0,32 0,1255 0,56 0,2123 0,80 0,2881 
0,09 0,0359 0,33 0,1293 0,57 0,2157 0,81 0,2910 
0,10 0,0398 0,34 0,1331 0,58 0,2190 0,82 0,2939 
0,11 0,0438 0,35 0,1368 0,59 0,2224 0,83 0,2967 
0,12 0,0478 0,36 0,1406 0,60 0,2257 0,84 0,2995 
0,13 0,0517 0,37 0,1443 0,61 0,2291 0,85 0,3023 
0,14 0,0557 0,38 0,1480 0,62 0,2324 0,86 0,3051 
0,15 0,0596 0,39 0,1517 0,63 0,2357 0,87 0,3078 
0,16 0,0636 0,40 0,1554 0,64 0,2389 0,88 0,3106 
0,17 0,0675 0,41 0,1591 0,65 0,2422 0,89 0,3133 
0,18 0,0714 0,42 0,1628 0,66 0,2454 0,90 0,3159 
0,19 0,0753 0,43 0,1664 0,67 0,2486 0,91 0,3186 
0,20 0,0793 0,44 0,1700 0,68 0,2517 0,92 0,3212 
0,21 0,0832 0,45 0,1736 0,69 0,2549 0,93 0,3238 
0,22 0,0871 0,46 0,1772 0,70 0,2580 0,94 0,3264 
0,23 0,0910 0,47 0,1808 0,71 0,2611 0,95 0,3289 
0,96 0,3315 1,16 0,3770 1,36 0,4131 1,56 0,4406 
0,97 0,3340 1,17 0,3790 1,37 0,4147 1,57 0,4418 
0,98 0,3365 1,18 0,3810 1,38 0,4162 1,58 0,4429 



0,99 0,3389 1,19 0,3830 1,39 0,4177 1,59 0,4441 
1,00 0,3413 1,20 0,3849 1,40 0,4192 1,60 0,4452 
1,01 0,3438 1,21 0,3869 1,41 0,4207 1,61 0,4463 
1,02 0,3461 1,22 0,3883 1,42 0,4222 1,62 0,4474 
1,03 0,3485 1,23 0,3907 1,43 0,4236 1,63 0,4484 
1,04 0,3508 1,24 0,3925 1,44 0,4251 1,64 0,4495 
1,05 0,3531 1,25 0,3944 1,45 0,4265 1,65 0,4505 
1,06 0,3554 1,26 0,3962 1,46 0,4279 1,65 0,4515 
1,07 0,3577 1,27 0,3980 1,47 0,4292 1,67 0,4525 
1,08 0,3599 1,28

, 
0,3997 1,48 0,4306 1,68 0,4535 

1,09 0,3621 1,29 0,4015 1,49 0,4319 1,69 0,4545 
1,10 0,3643 1,30 0,4032 1,50 0,4332 1,70 0,4554 
1,11 0,3665 1,31 0,4049 1,51 0,4345 1,71 0,4564 
1,12 0,3686 1,32 0,4066 1,52 0,4357 1,72 0,4573 
1,13 0,3708 1,33 0,4082 1,53 0,4370 1,73 0,4582 
1,14 0,3729 1,34 0,4099 1,54 0,4382 1,74 0,4591 
1,15 0,3749 1,35 0,4115 1,55 0,4394 1,75 0,4599 

ПРОДОЛЖЕНИЕ ПРИЛ. 2 
 

x Ф(х)  x Ф(х) x Ф(х) x Ф(х) 
1,76 0,4608 1,97 0,4756 2,36 0,4909 2,78 0,4973 
1,77 0,4616 1,98 0,4761 2,38 0,4913 2,80 0,4974 
1,78 0,4625 1,99 0,4767 2,40 0,4918 2,82 0,4976 
1,79 0,4633 2,00 0,4772 2.42 0,4922 2,84 0,4977 
1,80 0,4641 2,02 0,4783 2,44 0,4927 2,86 0,4979 
1,81 0,4649 2,04 0,4793 2,46 0,4931 2,88 0,4980 
1,82 0,4656 2,06 0,4803 2,48 0,4934 2,90 0,4981 
1,83 0,4664 2,08 0,4812 2,50 0,4938 2,92 0,4982 
1,84 0,4671 2,10 0,4821 2.52 0,4941 2,94 0,4984 
1,85 0,4678 2,12 0,4830 2,54 0,4945 2,96 0,4985 
1,86 0,4686 2,14 0,4838 2,56 0,4948 2,98 0,4986 
1,87 0,4693 2,16 0,4846 2,58 0,4951 3,00 0,4986

5 
1,88 0,4699 2,18 0,4854 2,60 0,4953 3,20 0,4993

1 
1,89 0,4706 2,20 0,4861 2,62 0,4956 3,40 0,4996

6 
1,90 0,4713 2,22 0,4868 2,64

; 
0,4959 3,60 0,4998

41 
1,91 0,4719 2,24 0,4875 2,66 0,4961 3,80 0,4999

28 
1,92 0,4726 2,26 0,4881 2,68 0,4963 4,00 0,4999

68 
1,93 0,4732 2,28 0,4887 2,70 0,4965 4,50 0,4999

97 
1,94 0,4738 2,30 0,4893 2,72 0,4967 5,00 0,4999

97 
1,95 0,4744 2,32 0,4898 2,74 0,4969   
1,96 0,4750 2,34 0,4904 2,76 0,4971   

 


